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DIFFERENTIATION    DUNF.    INTl^GRALE    DÜFINIE    PAR    RAPPOUl 
A    SES    LIMITES. 

448.  On  sait  qu'etant  donnee  une  fonction  quelconque 
de  X,  J[x),  il  existe  toujours  une  autre  fonction  <p(.r) 
iclle,  que  Ton  ait 

et  que  l'integrale  generale  d.ef[x)  dx  est  alors  represen- 
tee  par 

C  etant  une  constante  arbitraire. 

Designons  par  u  l'integrale  de  f[x)  dx,  prise  entre 
deux  limites  a  et  Z»  5  011  aura 


2  COCns    D    V^ ALYSE. 

L'integrale  deGnie  u  ne  depend  plus  de  x,  mais  eile  est 
iine  fonction  des  limites  a  et  i,  et  Ton  peut  se  proposer 
de-  la  differenlier  par  rapport  ä  l'une  ou  ä  l'autrc  de  cos 
limiies.  On  y  parvient  aisement  saus  effecluer  linlegra- 
lioii,  En  effet,  de  Tegalile 

«  =  o  (6^  —  <^  !a)f 
on  deduit 


et  puisque  o' (a:)  =f[x)j 
du 


(•) 


da 


=  -/(«. 


du 
db 


du 
Vb 


=  '/(*), 


=f{b). 


4i9.  Si  a  et  h  soiit  des  fonctioiis  duiie  certaine  va- 
riable f,  independanle  de  x^  en  designant  par  du  la  diffe- 
renliclle  totale  de  u  considerte  comme  fonction  de  la  va- 
riable independante  A,  on  aura  (I,  46j  [*] 


du  =  —  da 
da 


du 


et,  par  consequent, 

(2)  du=  —  f[a'da-^f[b)dh. 

On  obliendra  du  en  fonction  de  t  en  remplacant  dans 
celte  forniule  a,  ^,  da,  db.  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

Interpretation  geometrique. 

430.  Soit 

l'equation  en  coordonnees  rec- 
taniiulaires  de  Li  courbe  CD    ; 


Fig.  loi. 


y 

P 

c   < 

«*    ^^ 

^ 

0 

A    . 

V 

B 

B'     -r 

Tiniegiale  definie 


•zu 


/(•r)^ 


[*]  (I,  46)  indique  un  renvoi  au  n"  46  du  premier  voIume.  Los  ren- 
vois  au  sccoui  voluuic  serüiit  simpleiuent  iuJiqu«is  par  le  uumcro  du 
paru(;raplie. 


TRE>TF,-SEPTIEME    LF.gON.  3 

rcpresente  l'aire  AHCD.  Donnons  aux  lioiitcs  a  cl  b  les 
accroissements  infiniment  pelils 

kk'-.da,      BB'— f/^: 
on  aura 

A'C'D'B'  =u^(iu 
et 

du  =  —  AA'  C'C  +  Bß'  D'D. 

Or,  on  peut  remplaccr  AA'C'C  et  BB'D'D  par  les  rec- 
langles  ACEA'  et  BDFß'  qui  n'en  different  cjue  de  quan- 
tites  infiniment  pelitcs  du  second  ordre  (I,  17);  on  aura 

donc 

AA'CC=/{a)(la,     BB' D'D  =f{0)  db, 

et,  par  suite, 

du=z—f{a)da-hf{b)db. 

DIFFERENTIATION    d'uNE    INTEGRALE    D^FINIE    PAR    RAPPORT 
A    UN     PARAMETRE    QUELCO>'QL'E. 

451 .   Supposons  que  la  fonction  placee  sous  le  signe   / 
depeudedune  variable  /,  autre  que  x,  et  soit 

u=.   I      f\x,t)da:. 

Ja 

Si  les  Umites  a  et  ^  sont  independanles  de  ?,  on  aura. 
pour  raecroissemeut  At  donne  ä  ?, 


d'oü 


«  H-  Aa  =:    /     f'\x,  t  -r-  \t)  dxj 
iU  z=    I     f{.r,  t  -i- M)  dx —    /     f[a:,t)dx     . 


h 


par  suite, 


I , 


4  r.oi'RS   d'analyse. 

et,  si  Ion  fait  clc-croitre  indeflnimeiit  A/.  on  aurs,  ä  la  li- 

mite, 

(3) 


du  _  r 

'^~  Ja 


dt 


d.T. 


4o2.  Quand  a^xh  dependentde  /,  da  designant  ladiffe- 

...  ,      ,  da     da    da   ,         ,  ,  .     ,  ... 

renlielle  totale  de  «,  et  -—•,  -^.  -^  les  denvces  partielles 


da     db'   dt 


de  celte  fonciion,  on  a 


du  ^  —  da  ^ p  db 

da  db 


da 

—  dt. 
dt 


Mais  ( 448,  431 ) 

da  .,         ^        da  du  C^  d f  r-,  t'>    , 

douc 

(4)     du  =  —f{a,  t)da  -h/{b,  t]  db  -^dt    C     ^11^:J}  ,/^_ 

In terprctation  geometrique. 
4o3.  Soit  CD  la  courbe  dont  l'equation  est.  ea  coor- 


n/ 


^'S-  '02-  donnees  rectangulaires, 

t  Si  OA  =  a,  OB  =  Z»,  on  aura 

a  =:   /     /(.r, /)  (/x=:aiieACDB. 

"öj     A   A'  ß  IS'    *       Donnons  ä  t  raccroissemcnt  in- 

finiiuent  petitf/f  :  a  et  h  qui  soiit  des  fonctions  de  t  re- 
9üivent  des  accroisscments  AA'=^tia.  BB'=ir//;.  En 
nieme  temps  la  courbe  CD  se  change  cn  une  autre  couibe 
EH  infiniment  voisine,  et  l'on  a 

•  b-hdb 


Mais 


Jn  b-i-db 
I  /( .r,  t  -r  dt )  dx  :- -  aire  A' GOß', 

a  +  t/a 

aireA'GllB'  =  AEFß  —  AEGA'       BFUB'-, 


thente-septieme  lecon.  d 

donc 

^K  =  A'GHB'— ACDB  =  (AEFB  —  ACDB)  —  AEGA'  + BFHB', 

ou,  en  ncgligcant  des  infinimcnt  pelils  du  sccond  ordre, 

\     f  [x,  t  +  dt)  d.r  ~     1     f[.r,t)dx 
a  Ja 

-f{a,t)da^-f{b,  t)dbi 

Ol  enfin 

du  =zdt    i     —2~  dx—f{a,  t)  da  -\-f{h,  t)db. 

DIFF^nERTlATIOIV  nUKE  INTEGRALE  I^nitFIME,   PAR  RAPPORT 
A    UN    PÄRAMETRE    VARIABLE. 

454.  Soit  u  rintcgrale  indefinie  de  f  {x,  t)  dx.  dans 
laquelle  t  designe  un  paranielre  variable  qui  ne  dcpend 
pas  dex;  oii  peut,  sans  rien  oter  a  la  gei)eralite  de  ceüe 
integrale,  Fecrire  sousla  forme 


Ja 


y  [l]  etant  une  fonclion  arbitraire  de  t.  DifTerentlons 
niaiiilenant  par  rapport  ä  f,  en  supposanl  que  a  ne  de- 
pende  pas  de  t  :  nous  aurons  {4ol ) 

du  f "  df{x,  t)  _^,,,    , 


mais  comme^^'  (f)  est  une  constanle  par  rapport   ä  x^  le 

sccond  membre  revienl  a  Tintesfrale  indefinie  de  —-dx,  et 

=*  dt       ' 

Ion  peut  ecrire 

^    '  dt         J  dt 

Ainsi,  pour  dißcrenlier  une  integrale  indefinie,  par 
rapport  ä  un  paranietre  'variable,  il  sujjit  de  dißeren- 
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tirr.  pnr  rapport  a  cc  paianietrc,  In  fonction  placee  sous 
le  signe  l  • 

INTtGRATION    SOUS    LE    SIGNE. 

455.  Si  Ton  muliiplie  par  dy  riniegrale  definie 

etqu'on  inlegre  ensuite  par  rapport  hy.  on  aura 

Or,  je  dis  que  l'on   pciil  interverlir  l'ordre  des  inlegra- 
tions,  et  ecrire  la  formule 

/  ^Ir    /      /  (•^,  j;  da:z=     l      dr    l  f     r,  y    dy. 


Ell  cffet,  on  a  (  4ol ) 

donc,  en  integraiit  Ics  doux  niembrcs  de  cctte  equalioii 
par  rapport  a  j',  il  en  resultcra 

J    dx  J^/{a:,y)dy=    j^dy  J  / {.r,  y' dr. 

En  prenant  pour  limites  de  y  les  conslautcs  c  et  r/,  on 
aiira 

(6)      f    <i.r    f'/{x,y)dy=    f    dy    f  /  [.r,  y)  dr. 

4oG.    L  inliTprelation  geoiiietrique  de  cctte  ibrinulecst 


TUKNTE-SICPTIKMF.    J-F^ON.  7 

facilc;  car  ses  flcux  lucnibrcs  icpresentent  egalorncni  le 
volumc  ABCDÄ'n'C'D'  com- 
prisciiirc  la  surface  qui  a  pour 
cqualion  z=^f[x^j)^  le  plan 
deso^eiles  qualreplansqui  oiil 
pour  cqualions 

y  =  c,     y  —  d. 

DfiXEUMlKATION    DE    LINTtouALE 


FiC- 

io3. 

z 

Ä- — 7 

y 

0 

B' 

/__ 

-- 

L 

/ 

1 

X 

( 

/ 

7" 

u 

z 

f 


sin".rrfj:. 


457.  On  peut  determincr  une  integrale  definie  quand 
on  connait  l'inlegrale  indefinie;  mais  il  y  a  souvent  des 
simplificalions.  Ainsi,  quand  on  a 

i  / [ar]  dx  =z  ^  [x)  -h   |  il/  (•^)  dx , 


il  en  resulte 


f{x)d.r  =  'o{b)  —<.(«)  -4-   /     ^{.r)d.r, 
a  'Ja 

et  si  ^[x)  est  une  fonclion  plus  simple  que/^(.r),  l'in- 
legrale cliercliee  sera  ranienee  par  celie  forniule  ä  une 
integrale  plus  simple, 

Soit,  par  exemple,  l'inlegrale 

TT 

a„  =1  /      s\Xi''xdx. 

J  o 

En  integrant  par  parlies,  on  a 
I  %\n''xdx  =:  1  %\n"~^  i  d[ —  cos.r) 

—  —  sin""'  X  cos.r  -+-  [n  —  i)  |  sin''~'.r  cos' .r<-/r; 
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ou  bicn,  en  remplacani  cos' j:  par  i  —  sin' j:, 

1  sin"xr/jr  =  —  sin"~'  x  cosx  -{-  ' n  —  i  j  j  sin""'  rdx 

—  [n  —  i)  /  sin"xdx. 
De  la  on  lire 

r  i  .  /?  — I  r. 

j  '^in"x (l.r  r=: Sin""'  X  COS:f  -j- /  Sin""'  xüx. 

Inlegrons  maintenant  entrc  les  limites  o  et  -?  et  obser- 

vons  que  le  premier  terme  du  second  membre  s'annule 
ä  CCS  deux  limites,  7i  etant  plus  grand  que  i  :  il  vieudra 

n  —  I 
(i)  "/,= «n-j- 

Soll  n  Uli  nombre  pair  :  nous  aurons  successiveraent 
n  —  3 


"„-2 



n 

— 

■.. 

//, 

i—Kt 

n 

— 

j 

n 

— 

4 

I 

2 


;/»  =     I      dx  z=z  —• 
Jo  ^ 


Si  Von  mulliplie  toutcs  ces  equations  membre  a  mem- 
bre, il  vicnt 

TT    I    3   5       n  —  I 
(2)  ««= 7-- 

Eu  cbangeaut  n  en  n  -{-  i  dans  la  lormule  (1).  on  aura 
n 
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et  ensuito 

n  —  2 


//  —  I 

"-4 

n  -  3 


«,.-» 


'//i— 3  -  ^-  "n— 5j 


2 

3"' 


«.  =  / 

•^0 


sinorr/jc  =z  i. 


En  mullipliant  toulesccs  c'qiialions  membre  ä  membre, 
on  aura 

(3)  //„^.,  =  -.- — . 

3    5    7        «  -f-  1 

458.  La  formule  (i)  ne  peut  plus  servir  ä  la  dc'lermi- 
nalion  de  u„  quand  n  n'cst  pas  un  nombre  entier;  niais 
on  peut  remplojer,  daus  ce  cas,  a  reduire  l'indice  au- 
dessous  de  l'unlle. 

Dans  tous  lescas,  en  faisant^'-  =  sinx,  l'integrale 


o 

sc  ramene  ä  la  sulvante 


i 


i: 


y"dy 


(jui  est  algebrique. 

FORMULE    DE    WALLIS. 

459.  Les  forinuies  (2)  et  (3)  conduiseut  ä  la  valeur 
de  -  exprimee  par  un  produit  d'une  infinite  de  facteurs. 
Ell  cffet,  püisque  sin  j:  est  nioindre  que  Tunite,  on  a 
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pour  inutes  les  valeurs   de  x  conipriscs  entre  o  et  -: 
donc  on  a 


0  J  o 


c'esl-ä-dire 

Dela,  etdesformules  (2)  et  (3)  irouvecs  plus  haui  (4o7i, 
on  tire 

TT        2244  "  ^ 


2         i335        n  —  i/z-t-I 
On  aura  de  m6me 

ou  bien 

7:2244  "  "       «-f-2 

2  i335         « —  I/?-r-I/l-t-I 

Donc,  si  Ton  pose 

2244  "  ^ 


1  3    3    5        n  —  I    rt  -t-  1 

on  aura 

TT  -r         ^  n  -^  1  [  I     "^1 

->A      et     -<A =AH • 

2  2  n  -!-  \  \^  n  -\-  ij 

II  en  resulte  quo 

-z=A(i-+-a), 
2 

a  etant  une  qiianlile  plus  peilte   que  ——•,  et  comme 

ceci  est  vrai.  quclijue  grand  que  seit  «,  on  aura,  en  sup- 
posaut  /i  =  30  , 

7t 2   2  4  4  ö 

2  1    3   3   5   5 

Celle  foiniule  leinarquable  a  eie  decouvei-le  par  ^^  allis. 


thente-septieme  le(jon.  i  > 

EXERCICES. 


i .  Demontrcr  quc 


£ 


r/x  —  71, 


sinx 
m  etant  un  nomhre  entier  positif  et  impair. 


2. 


TT  I  , 

4  2 


3.  Etant  donncc  rintesrnle 


L 


f{x)dx, 


la  changer  en  iine  autrc  qm  nit  pour  limites  deiix  nnmhres  donnes, 
a  l'aide  de  la  Substitution  ,r  =  nty-^n,  in  et  n  etant  deux  nombres 
inconnus. 
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SUITE  DE  LA  DETERMINATION  DES  INTfiGRALES  D£FIN1ES. 

Integrales  euleriennes  de  seconde  espece.  —  Integrales  obtenues  par  la 
differentiation  ou  l'integration  sous  le  signe,  —  par  des  considerations 
geometriqiies,  —  par  la  Separation  des  quantites  reelles  et  des  imagi- 
naires,  —  par  une  equation  difTurenticIle. 


INTEGRALES    EULERIENNES    DE    SECONDE    ESPiCE. 

460.  On  donne  le  nom  d' integrale  eulerienne  de  se- 
conde espece  ä  rinlegrale  definie 

0 

On  doit  supposer  n  positif',  car  si  n  elaii  egal  au 
iiombre  negalif  — p,  l'intc'grale  consideree  auraii  une 
valeur  iufinie.  En  effel,  on  a,  a  elant  compris  cnlre 
<)  et  I, 

J'" '         d.c          r  ^  i  de        1,1 
t'-'- >  / =  -!--, 
x'^i'       J,,     e    X         e     a 

Jf-»  I 
x-p~'^e~''dx 
0 

est  done  infinie.  et  il  en  est  de  memc,  ä  fortiori,  de  Tin- 


Icgrale  I 


x~''   'e  ""dx. 


461.   L'intcgrale  F  (//  -I-  i)  peut  se  ramener  ä  T  ^^n). 
En  inlegiaul  par  parties,  ou  a 


/■ 


-r-  n    l  c~-'x"' 


'd.r  z:=  —  x"  C~'  -f-  //     i  e~^x"~'dj- 


Or,  x^e''  s'annulc  pour  x  =  o,  et  aussi  pour  j:  =  cc 
En  elfet,  puisque 


,  ^ 1 h  . .  •  H 

I  1.2  I  .  ?. .  O . 
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on  a,  quol  que  soit  t, 

^1.2.3.../' 

par  consequent 

X-"  e'  ">  —- . 

I  .  2  .  .  .  t 

Or,  quanJ  on  prciid  i'^n,  ce  qui  est  ovidcmment  pcr- 
mis,  le  second  membre  devient  infini  pour  x  =  oo  .  Donc 
le  pioduit  x~"e*  devient  aussi  infini,  et  par  consequent 
son  iiiverse  x"e~'^  devient  nul  pour  x  =  oo  . 

D'aprcs  cela,  si  Ton  integre  entre  les  limites  o  et  oo  , 

on  aura 

Jr'cc  /»oo 

0  fJ  o 
GVL 

(2)  T{n-\--i)=nT{n). 

462.   0)1  aura  de  meme 
r  [n]  =  [n  —  i)T  [n  —  \),     r  («  —  i)  — •  («  —  2)  r  («  —  2), 
et  si  n  est  entier,  on  arrivera  ä 

r(2j  =  xr(i), 

/»CO 

r  (i)  =  /       e-'^dx  —  i. 


=f 


Par  consequent,  on  aura  pour  n  entier  et  posilif 

(3)  r(«)  =1.2.3. ..(/z  —  i). 

Si  /z,  sans  etre  entier,  est  plus  grand  que  i,  la  formulc 

T[n)=[n-i)T[n-i) 

permettra  de  reduire  l'integrale  T  [n]  k  l'integrale  F  (v), 
dans  laquelle  v  designe  un  nombre  positif  moindre  que  i; 
de  Sorte  que,  pour  calculer  V  (/z),  il  suffit  d'avoir  Jes  va- 
leurs  de  cette  fonction  pour  les  valeursde  l'indice  n  com- 
prises  entre  o  et  i . 

463.  L'integrale  F  («)  peut  prendre  une  autre  forme; 


i4  couns  p'analyse. 

tu  posant  e~'  =j'i  ou  a 

X  =  l  —■)       fix  =z -i 


HC 

t/o         J  J 


INTEGRALES    QVl    SE    D^DUISENT  d'lNE    INT^.GRALE  CONNUE, 
PAR    LA    DIFF6kE1NTIATI0>'    SOLS    LE    SIGNE. 

464'.  La  differenliaüon  sous  le  signe  permet  de  deduire 
dune  integrale  definie  connue  de  nouvelles  integrales. 
En  voici  quelques  exemples  : 


J^      x'-i-a        2 


Differentions   n    fois    par  rapport  ä    a   :    il    en    resulle 
(n°4ol  j 


1.2.3.../2  I      35  2/7   —  I 


1^       [X^-ha)"'*'^  2     2     2  2  "-t-j     2 

et,  par  suitc, 

r=^'  r/.r  1.3.5.  .     '2/7  —  1)         TT 

(0       / 

t/o 


2a 


«/o 


I 

e-''(lx=  - 


Si  Ton  diffcreniie  lesdeux  membres  de  cetle  egalilc  //  —  i 
fois  de  suile  par  rapporl  ä  a,  on  aura 


r 


p-ai^^/i- 1  f/x  _^  I  .  2  . 3 .  .  .  ^  /■<  —  I )  a-", 


thente-iiüitieme  lecon.  Ij 

Oll  bleu 

(2  /         e-"x"-'r/x= 

^  Jo  «" 

4Gc).  Ce  dernier  resultat  subsiste  quat)d  on  rcmplaro  la 
quantite  reelle  a  par  l'expressiou  iniaginaire a-\-b  y/  —  i , 
daiis  laquelle  la  parlie  reelle  a  est  positive. 

Ell  effet,  on  a 


/' 


a  -f-  Ä  V  —  I 

—  e-^'(cos  bx  —  \J —  I  sin  bx) 

a  -i~  b  \/ —  I 
el,  par  consequent, 


C, 


f 


f,-ia+b^,)x^lj,  — 


I 


a  -r-  b  ^ —  I 

Si  niaintenant  on  differenlie  celte  egalite  n  —  i  fois  par 
rapport  ä  a,  on  anra 

(3)  r"^-CaW^)^r"-rfx=  llilAl^J^'^ 

c/o  {a-\-b\J—if 

ce  qui  est  la  derniere  formule  dn  n°  464  eienduc  au  cas 
plus  general  oü  a  represente  une  expression  imaginaire 
II  ^  b  ^ —  1 . 

466.  Cette  formule  fournira  d'autres  integrales,  au 
nioyen  de  la  Separation  des  quautites  reelles  et  des  iuia- 
ginaires.  Posons 

a  -h  b  \^  —  i  =  p  (cos  Q  -h  \/  —  I  sin  9), 
c'est-ä-dire 


p  =^  \/a' -h  b^,     cos  9  = ;      sini 


s/a^  ~  b^  \!a^  -t-  b^ 

l'equation  (3)  devient 

Ji^ao  

e~"   cos  Ä.r  —  \  — - 1  sin  ^a: )  .t"~  '  dx 
u 

r(«)  /  .       N 

=: \^cos  «0  —  \  —  I  sni «  0 ; , 
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equailon  qui  sc  partage  en  dcux  autres  : 

f,-aXjn—\  5,p  l)j' (Ix  ^  .   Sin/70, 


j       - 

*     t/o 


e~" x"~^  cosbx  dx  z^ cos«0. 

P" 


Notre  demonslratlon  suppose  que  n  est  un  nombrecn- 
ti(;r5  mais  ces  formules  subsistcnt  quel  que  soit  «. 

IKT^GU-VLES  DÄDUITES    d'auTHES  INl^GTlALESj   AU   MOVE>    DE 

l'i]Vti!:gratiok  sous  le  sigke. 

467.  L'inlegralion  des  integrales  deGnies.  par  rappori 
aux  conslaiiles  qu  elles  renferment,  fouruit  encore  de 
nouvelles  integrales.  Soit,  par  exemple,  Tinlegrale 


e~"^  COS  bxclr  = 


qui   se  deduit  de  la  derniere   formale  M66)   cn  faisant 
n=^i.  II  cn  resulte,  c  etantune  conslante  moindrc  (jue  a, 

/      da  j       e-""^  cos b.rdx=  j      -y-     -• 

Mais  (45o), 

'■  /  '"  / ' 

i/'  o  «-'  c 

0 


J?"'£ 


c'"'  cos bauir  -:   /       dx  I     c-°^  coshxdn 

o  «-  c 


cos  bx  (Ix : 
Jo 
dun  au  Ire  cole. 


;  "'     ndn  in"-"-  b- 

I .    (r-\-  b^        2     c'  -T-  A^ 


Donc 


2     c'-h  b* 
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4G8.  Si  Ton  fait  £  =  o,  on  a 


X 


Ou  obliendrait  eiicore  ce  resullal  cn  inlc'grant  rclalivo- 
iiient  ä  fl,  enlre  les  liinites  c  et  a,  les  d(;ux  membres  de  Ja 
formule 


T 

a 


469.   Par  le  meme  procede,  de  la  formule 

h 


r 

«/o 


e—^'  sin  bxdx  :z_ 


on  deduira 

I      da  I       e~"  smuxdx  =:  1      — 

Je  Jo  Je     "' 


b' 

a                       c                        b{a  —  c) 
=  arc  lang  y  —  arc  tane;  -  =:  arc  tancr  — . 


Mais 


I      <f<2  /       e~'"sinix(/jr  ^^   /      dx  j      e~"smbxda 

\J  C  VQ  Jq)  Je 


sin  hxd.Vj 

o  -^ 


'o 
donc 

(o)         I       sin  ojTf/jr  =:  arc  lang - 

i/o  -^ 

470.  Si  l'ou  faii  a  =  00  ,  c  =  o,  on  a 


b^ 


ac 


r^ 


0  ^ 


pourvuquei  soit^cSiFon  avait  £<^o,  lesecond  niem- 

bre  serait ^  •  Cette  integrale  presente  donc  une  disconli- 

üuite  remarquable  :  constante  lorsque  b  varie  en  conser- 
Stcrm.  — ^«.,  II.  2 
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TT  TT 

vant  Ic  mömc  signo,  ello  [jasse  brusquement  de  —   -  ä  - 
lorsque  />,  cn  s'evanouissant,  passe  du  negalif  au  posilif. 

EAII'LOI      DE      C0äSId6rATI0>S      G^OMfixniQUES      POLT.      LA. 
DliTEIlMINATION    DE  CEUTAIKES  INTEGRALES  D^FIMES. 


47J .  L'integrale 


0 


dx 


a  ete  detcrminee  par  M.  Poissoii  ä  l'aide  d'un  procede 
ties-iemarquable,  Si  Ton  change  x  enj.,  ou  auracncore 


A  = 


Ja 


dy. 


riß.  «o*- 


et,  par  suilc, 

/»CO  r>ra  /»oo/«» 

Soicnt  mainlenant  trols  axes  reclangulaires  Ojr,  Oy. 
Or  j  et 

les  equalioiis  d'unc  conrbe 
siluee  dans  le  plan  zOx. 
Si  cetle  courbe  tourne  au- 
tour  de  Taxe  Or:,  eile  cn- 
i;eiidrera  unc  surface  avant 
pour  equalion 


et  r integrale  double 


I         I       e-^'-}'d.rdy 
i/o      t/'c 


roprcsontcra  le  qnari  du  volume  compris  cntre  la  surface 
et  le  plan  xOj\  Ou  pcut  evaluer  ee  volume  en  le  parta- 
geanl  eii  luie  inluiite  de  iranches  cyliudriques  doiit  Ür 
soll  laxe  cüuiniuu.  La  liauche  Ici  luinee  aux  suilaees  (jui 
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ont  ponr  rayoiis  /'  et  r -{- dr  est  egale  ä  sa  base  2nr(h 
uiullipliee  par  sa  liauteur  z  ou  e"'"'  :  on  a  donc 

I 


il  ou 

(0 


I  r'^     , 

4c/o 


dr 


A  ^         " 

2 


472.  Un  procede  analogue  peut  etre  employe  pour  la 
determinalion  d'autres  integrales.  Supposons  que  l'on  ait 
a  ev aluer 


0  «/O 


f[ar,x)dx. 


Cette  integrale  represenle  la  portion  situe'e  dans  l'angle 
des  coordonnees  positives  du  volume  compris  entre  la 
surface  qui  a  pour  equation 

z=zf[x,y) 

et  le  plan  xOy.  Decomposons  ce  volume  en  elements 
Fig-  io5.  infiniment    petits    au    nioyen 

des  plans  2  OS,  zOR  menes 
par  Faxe  des  z,  et  des  cylindres 
PQ,  RS  ayant  Oz  pour  axe 
—  commun.  Si  l'on  pose  0P=;/, 
P0j:=:6,  leprisrae  infiniment 
petit  MPQRS  avant  pour  baso 
le  rectangle  PQRS  =  rc?ö <-//',  et  pour  liauieur 

z=/(x,j^)  =/frcosO,  rsinö), 
aura  pour  volume 

rdOdrf  [rcos9,  rsinO). 

L'integrale  proposee  pourra  donc  etre  remplacee  par  la 
suivante 

TT 

/         /     /{rcos9,  rsmQ)rdQdr, 
Ja      J  o 

dont  la  valeur  sera  quelquefois  plus  facile  ä  trouver. 

2. 
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473.  L'integrale 

C^  I    - 

/       e-'^  dx  =  -  VTT 

Jo  ^ 

conduit  ä  la  suivante 

(2)  (       e-''dx=  v^ 

En  cffet, 

/30  /»o  /»:o 

e-''(/ar=   1         e'^'' dx  ~  j       e^'Vx. 
-  30  t/  —  as  «/o 

Si  Ton  change  x  cn  —  x,  on  a 

«/  M  t/O  * 

donc 

i74.  Plus  generalement.  s\f[x)  est  une  fonotion  paire 
de  .r,  c*est-ä-dire  une  fonclion  teile,  que  Ion  aii  idenli- 
quement/'(x)  =f{ — x),  on  aura 

/       /•^x]dx:^i  1      /  x]dx. 

J 30  J  O 

En  effet, 

X30  /»O  /^  3C 

f^xdx=:j       f{x)dx-^j      /[x]dx. 
-   30  «/  —   30  t/ O 

Mais 

/       f.^](i^=\      fv—^)dx=i      J,_x]dx; 
J —  00  Jo  J  0 

donc 

/OO  /^OO 

/(x;  dx  =  1  j      f{x)  dx. 
-  30  i/o 

On  prouvorait  de  la  meme  nianiere  que  siy(x)  esi 
une  fonclion  impaire.  c  esl-ä-dire  si^  [ —  x)  ==■  — J {^]i 
on  aura 


f[X   dx  =  o 

-  aa 
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475.   Si,  dans  l'integrale  (2),  on  remplaceo:  par  x  \ja^ 


011  aura 


'''  £ 


6"-"'  dx=^ 


Ell  differeiitiant  celtc  dcrniere  cqualion  Ji  fois  de  suiie 


par  rapport  a  a,  on  aura 

(4) 

et,  si  l'on  fait  a  =r=  i, 

,3.5.  .  .[in  —  i) 


r^      ,  .  ,        -1.3.5...^«-!)  -("-^y 


r°°  - 1 

(5)  I        e-^'ji7'"f/^  =  y/TT  — 

J —  CO 


a" 


EMPLOI    DES    lAlAGINAIBES. 


476.  Ell  changeant  x  e\\  x -\- a  dans  i'equation  (2), 
eile  devient 


(6) 


ou 


-  00 

Xoo  _ 

-  00 


Mais  011  a 

Xoo                                                /^CO 
g-x->-iax^^  —.  I        ^z^  (e-2")  dx 
-00  «/ CO 

O 

donc 

T"^  r- 

( n )  i       c-^-  (e-"  +  £?-'"■")  rfj:  =  e°-  sJt:. 

Les  deux  merabres  de  cette  equation  peuventetre  de- 
veloppes  en  series  convergentes,  suivant  les  puissances 
entieres  et  ascendantes  de  ß,  et  comme  requation  a  liea 
pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  a,  les  coefFicienls  des 
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memos  puissances  de  a  doivent  elre  egaux  dans  1p5  dcux 
membrcs-,  d'oü  il  suit  que  l'efjualion  subsislera  si  Ion  y 
remplace  a  par  uiie  expression  imaginaire.  En  posaiii 
a=^a  \j — I,  d'oü  e'"-+-  e"*"'  =  2cos2ax,  eile  devient 


(8)  £e-'' 


2 


Ainsi,  le  passage  des  quanlitos  reelles  aux  imaginaircs 
pcut  faire  decouvrir  de  nouvelles  integrales,  coninie  on 
l'a  dejä  fait  remarquer  au  n°  46G. 

INTEGRALE    OBTEISUE    A    i/aiDE    d'l>E    £QCAT10> 
DIFF^UENTIELLE. 

477.  Un  autre  procede  tonsisle  ä  former,  cnlrcrintc- 
grale  proposee  el  l'une  des  indelerminees  qu'elle  ren- 
ferme,  une  equalion  diil'erenlielle  qu'on  puisse  inlegrer. 
Seit,  par  exeinple, 

•  o 
ün  a 

'^^      r  ■       x^    /     r*  •      ^  X' 

—  =  —   1       sin2a.r.e~'  ixdx  ^^  j       sin  2a.r.rtf"~' . 

En  intc'grant  par  parties  et  en  observani  que  sin  2  a  ve~'' 
est  nulle  aux  deux  liniitcs,  on  aura 


c'csl-ä-dire 


e  '  cos2a.r.  2aax. 
da. 


du  du 

=:r  —  2a  K,        OU       — -:=  —  lud  2.', 

da  « 

d'oü 

u  -  -  Cc         . 
Pour  detcrminor  C,  on  fait  a  ^-  o  :  alors  (171) 

**  I     - 

u  =^  j      C'dx  _  -   y  T  =  C; 
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donc 

0  -^ 


EXERCICES. 

1 .  Demontrer  In  forniule 

et  en  dcduire  ki  prcnüere  de  ccs  integrales  quand  m  est  un  nonibre 
entier. 

2,  Demontrer  la  formale 


0  V  I  \"-T-i/      «+1  \'in-\~ij      in-k-i  \in  +  ij 


^0 

cas  particulier  de  «  —  2 
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SUITE  DES  INTEGRALES  DfiFDsIES.  -  INTEGRALES 
EÜLfiRIENNES. 

Formule  fondamentnle;  applications.  —  Developpements  en  serics.  — 
Des  integrales  eulerieniies.  —  Definition.  —  Propriete  des  integrales 
de  premiere  espece.  —  Relation«  entre  les  integrales  euleriennes.  — 
Integrales  multiples  qui  s'expriment  a  l'aide  des  fonctions  F.  —  Appli- 
cations aux  volumes  et  aus  centres  de  gravite. 


METHODE    DE    M.    CAUCHY.    FORMULE    FONDAMENTALE. 

478.  Soient  z  une  variable  imaginaire,  r  soii  module 
et  p  soll  argument,  en  sorte  quoii  ait 

z  =r  r[cosp  -+-  \J — I  siu/?)  =  T-c/'v-'. 

Soit^(2)  une  fonclion  de  z  qui  reste  Onic  et  conlinuc. 
ainsi  que  sa  derivee,  pour  loute  valeur  de  z  donl  le  mo- 
dule ;'  est  inferieur  a  une  certaine  limite  R.  Siipposons, 
en  outre,  c^u'en  laissant  Ic  module  constant  et  cn  faisaiit 
croitre  l'angle  p  d'unc  maniere  coutinue  depuis  une 
valeuf  quelconque  a  jusqu'ä  la  valeur  a  -i-  2T,  la  fi)nr- 
tion  reprenne,  pour  p  =  a  -f-  27r,  la  valeur  qu  eile  avait 
pour  p  =  c.  Cette  condilion,  que  M.  Caucliy  omet  dans 
sesenonces,  mais  qu'il  suppose  dans  scs  demonstration«, 
n'est  pas  loujours  remplie  quand  la  fonclion  y(z)  a 
plusit'urs  valeurs  diflerentcs  pour  une  meme  valeur  de  z. 
On  ne  considere  ici  qu'une  des  valeurs  de  J\z)  et  la  va- 
leur correspondantc  de  sa  derivee. 
Cela  pose,  je  dis  qu'o/i  a  la  formule 

(I)  Ao;^-^  r'^''y,z)dp. 
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on 

poitr  toiit  module  r  moindre  que  R. 

Ell  cffet,  ;:  etant  une  fonction  de  ;•  et  de  /7,  si  Ton  dif- 
ferentiey^(2),  toura  tonr  par  rapport  ä  ret  ä  /?,  on  aura 

et,  par  consequent, 

dr      '      r\j—\      dp 

Comme,parliypoihese,/'  (z)  reste  finie  etcontinue  pour 
toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  R,  la 
meme  propriete  appartient  aux  deux  membres  de  celle 
derniere  equation.  En  les  multipliant  par  dr.dp,  et  les 
integrant  par  rapport  ä  r  depuis  zero  jusqu'ä  /•,  et  par 
rapport  a  p  depuis  a  jusqu'ä  a  H-  2  7i,  on  a 

X  Jo       ^^  c/o   r^l-  I  J«  dp 


er, 

df{z) 


f 

t/o 


dr 
et  puisqiie 


dr=f{z)-f[o). 


j'L^äp=f[z)=f[rcP^^^l 


on  a 

'  a  +  2  TT 


f 

V  a. 


'Ifi-^) 


dp=fYrl'-'  +  ''-)'^-']-f(re-''f^'). 


dp 
Mais  le  second  membre  est  nul  par  hypothesej  par  cou- 
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sequenl 


et 


donc 


Jo    r\l —  I  Je/. 


n  v.-h  '2  7t  /•  a  +  2  TT 

f{o)  clp  Az)dp, 


OU 

(I)  /(")  =  ::::/        Z^^)^'/'' 

ce  qu'il  fallail  demonlrer. 

479.  ^\f[z]  cif{z)  restenl  finies  et  conlinues  pour 
toules  les  valcurs  tle  z  donl  le  modale  csl  coinpiis  ciilre 
/•et  p,  en  appclaul  ^  la  valeur  de  z  qui  a  p  pour  module, 
on  aura 

J<»ft-(-27r  pct.-r'iTt 

f{z)dpr=  i  f{X,)c!p: 

K  *J  a. 

f[z)rlp   est   independanle  du 

a 

module  /•,  ce(proi)  vt'rifie  en  differeniianl  celle  inlcgrale 
par  rapporl  a  /•  [Ao\ ). 

480.  En  faisant  a  :=  o  daiis  la  formulc  (I).  011  auia 

(II)       /(o)=-^  r  A--''>'^>//', 

et  si  Ton  y  fait  a  ^=:  —  27:  et  quo  Ion  cliangc  />  cn  • — p, 
on  aura 

/(o)=.  ^    /  f[rc-Ps'-^)clp. 

^^  Jo 

481.  En  icniplacanl  y  (c)  par  f^.c -j- z)  daiis  la  for- 
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mule  (I),  on  cn  (lödiiit 

(lU)  f(x)=:—    /  i{x-^~reP^-')(fp, 

car  on  a  ^(o)  -  :  f  (.r).  Ainsi,  unc  fonciion  f(j')  crime 
variable  x^  ideelle  ou  imaginaire,  pcut  etre  representee 
par  une  integrale  dcfinie,  jiourvu  que  f(.r  -h  reJ'^~^)  reste 
finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dcrivee,  pour  la  valeur 
atlrlbiu'e  ä  /'  et  pour  loule  valeur  moindre,  et  que  cctte 
fonciion  reprenne  la  menie  valeur  quand  p  augmenle 
de  27r. 

Applications. 

482.  Les  formulcs  precedenles  donnrnt  les  valeurs 
d'uiie  classe  nombreuse  d'integrales  definies.  Prenons 
d'abord 

I 


/(2)  = 


I  —  z 

Cette  fonciion  elsaderiveedeviennentinfiniespour  zr^i, 
valeur  donl  le  module  est  /•  =:  i  :  mais  elles  sonl  fiiiies  et 
conlinues  pour  loule  valeur  moindre  que  i  attribuee  au 
module.  On  peut  donc  appliquer  la  foi^mule  (II)  qui 
donne,  pour  r<^i, 

z 


(I) 
d'oü 




o        1  —  / 


dp 


cos/?  —  V^~  ^  rs\np 
^^(i  —  rcosp  4-  v' —  '  rsin/j' 


dp: 


J  I  —  2 /cos/? 

el,  cn  scparanl  les  parlles  reelles  el  les  imaginaires, 
""^    (i  —  rcos/;)  dp 


W 


I  —  2 /cos/»  H-  r' 
^'^  s\n/)dp 


=  27r, 


j  -. 


=  O. 
2,rcosp  -r  /•■' 


28  couns  d'awalysk. 

Celle  derniere  formule  est  d'ailleurs  evidente,  puisque 

los  elements  de  Tintegrale  qul  correspondent  ä  des  valeurs 

de  p  dont  la  somme  est  27:  sont  egaux  et  de  signes  coii- 

Iraires. 

483.   On  irouvc  directenient  la  formule  (i)  en  obser- 

vant  cjue  la  fonction peut  elre  developpee  en  une 

Serie  convergente  quand  le  module  de  z  est  moindre  quo 
l'unite.  En  effel,  dans  ce  cas, 


z'  -h . 


d'oü  resulte  la  serie  convergente 


r^^    dp  r^^  /»2:r  />2- 

Mais  on  a 

O 

et,  d'ailleurs,  pour  tout  exposant  positifdifferent  dezero, 

z'dp  =  r"  I       c"P V -' dp  =  o; 
o  *y  o 

donc 

dp 


484.  Faisons  dans  la  formule  (II) /(z)  =:  e"'.  Cette 
fonction,  ainsi  que  sa  derivee,  est  finie  et  continue  pour 
toute  valeurde  z,  et  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  a  donc, 
quel  que  soit  le  module  r, 

}     T''^  — 

(3)  1=    /  t-arcuSf-yZ-iorsin/jJ,,^ 

d'oü  Ion  tirc,  en  faisant  ^//'^^  b  et  cn  separaul  Ics  quan- 
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titds  reelles  d'avcc  les  imaginaiies, 


(4) 


Xc''"^°^i'cos(bsinp)  dp  -=:  27:, 

^cos/jgjn  (^bsinp)  dp   -  o. 
o 


'o 
48o.  Soll  cncore 

/(3)=1(,-Z),        tl'üü       /'(Z)=. ^. 

I  —  z 

La  fonction  et  sa  derivee  deviennent  infniies  pour  la 
valeur  2  ==  i  dont  le  module  est  i .  II  faul  donc,  dans  la 
formule  (II) ,  supposer  r<^\.  D'ailleurs, en faisanlcroitre/7 
d'une  maniere  continue  depuis  une  valeur  quelconque  a 
jusqu'ä  la  valeur  a -h  27:,  la  fonction  l(i  —  z)  reprendra 
pour  p  =  a  -f-  27r  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  ^^  ct. 

En  eilet,  posons 

I  —  z  =  p  ( cos  9  H-  y—  I  sin  G )  : 
p  et  9  seront  determines  par  les  equations 

pcos6=i  —  rcosp,     psinOz:^  — rsinp; 

on  en  deduit 

ju  =  H-  v  I  —  2/-C0S/?  +  r% 

I  —  rcosp  .  —  rsin  w 

cos8  =    . ?      sm9 — • 


^i  —  2rcosp  -h  r^  v'i  — 


■2  rcosp 


On  connait  donc  cosö  et  sin0  en  fonction  de  p.  Si  Ton 
donne  ä  p  une  premiere  valeur  arbitraire  a,  on  a,  par  ces 
formuleSjdes  valeurs  de  cos 0  et  de  sin0  auxquelles  corres- 
pondent  une  infinite  de  valeurs  de  l'arc  0.  Choisissons  ä 
volonte  une  de  ces  valeurs  que  nous  designerons  par  S. 
En  faisant  croitre  p  d'une  maniere  continue  depuis  a 
jusqu'ä  a  4-  2  7r,  les  valeurs  de  cos0  et  de  sin0  varieroni 
par  degres  insensibles,  et  reviendront,  pour  ^  =  a  4-  2  7r, 
egales  ä  leurs  valeurs  initiales  pour  p  =  a.  Par  conse- 
quent,  l'arc  0  variera  aussi  d'une  maniere  continue  a 
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partir  de  sa  valeur  initiale  o  qui  correspond  ä  ^  =  a,  et 
(|uand  p  alleindra  la  limilc  superieure  a  -r-  2  r,  0  sera 
leveiiu  a  sa  valeur  iniiiale  o,  ou  bien  il  ea  dilTerera d'une 
ou  de  plusieurs  circonfcrences. 

Mais  si  Ton  suppose  /•  <^i,  je  dis  qu'on  aura  6  =  0  pour 
p  =  a  -i-  27:  comine  pour p  ^  a:  car  la  forniule 

I  — •  rcosp 
cosO  = 


\/ 1  —  2.  r cos jj  -f-  r* 

fait  voir  que  si  Ton  a  /  <^i ,  cosö  resle  positif  pour  toules 
les  valeurs  de  p.  Doiic  rexticniite  mobile  de  l'arc  varia- 
ble 6,  mesure  ä  parlir  d'une  origine  fixe  surun  cercle,  se 
trouvera  loujours  dans  le  prcmier  ou  dans  le  qualrieme 
quart  de  cercle,  et  puisque  son  sinus  et  son  cosinus  le- 
prenncnl  pour  p  =  a  ---  it:  Icurs  valeurs  pour  p  ^=^  a, 
l'arc  0  lui-iiieinc  reprendra  pour  /?  =:=  a  -h  2 7:  la  valeur  o 
qu'on  lui  avait  assignee  pour  p  =  a. 
Ayant  pose 

I  —  z  =  |3^cos9  -h  y/  — 1  sinö;  —f>e^^~^j 
DU  a 

i(i  — z)  =  ipa-ev^^, 

et  la  formule  ([I)  nous  donne 

(Ip+öv-i)^/^, 

0 

cquation  qui  revient  aux  suivantes  : 

X27r        
1  (v'  1  —  2 r  cosp  -{-  r^)  dp  =  Oy 


(6) 


J'^^^                    —  rs'wn 
aretang —^ —  dp  =  o. 
0 


I  —  rcosp 


D^VELOPPEMENT    DES    FO>CTIO>'S. 

48G.  RI.  Cauchy  a  fait  servir  la  torinulc  (I)  au  devc- 
loppemcut  des  louclious  eu  series,el  il  eu  a  deduit  lc6  cou- 
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(litions  sous  icsquelles  ccs  devcloppemcnts  sont  conver- 
geiits.  II  est  arrive  alnsi  a  ce  theorerne  remarquable  : 

Vne  fonction  F(x)  dune  variable  x,  reelle  ou  ima- 
ginaire,  peiit  etre  developpee  en  serie  convergente  siil- 
vant  les  piiissances  entieres  et  positives  de  x.,  tant  que  le 
modale  de x  est  uioindre  que  cehd poar  lequclla  fonction 
ou  sa  derivee  prendere  dcvient  infinie  ou  disconlinuc. 

D'apres  ce  iheoreme,  dont  la  demonstration  est 
donnec  par  jNI.  Laurent  dans  VAppendice ,  les  fonr- 
lions 

e^,     sinx,     e*',      cos(i  —  ^'), 

et  leurs  derivees  premieres,  ne  cessant  Jamals  d'etre 
finies  et  continues,  seroiit  loujours  developpables  suivant 
les  piiissances  ascendanles  de  x.  Mais  les  fonctions 

»      ■<      1(1 — Jr),     arc  tangx, 

^       -^        I  -f-  V  I  —  jc'^ 

et  leurs  derivees,  cessant  d'elre  continues  quandle  module 
de  X  devient  egal  ä  Funiie,  ne  seront  developpables  que 
si  ce  module  est  moindre  que  l'unite.  Les  series  obtenues 
pourront  devenir  et  deviendront  en  eilet  divergentes  sile 
module  de  x  surpasse  l'unite. 

Enfin  les  fonctions  Ix,  e"^,  cos  -  devenant  discontinues 

.V 

avec  leurs  derivees  pour  x  =  o,  et  par  consequent  lorsque 
le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  seront 
jamais  developpables  en  series  convergentes  ordonnees 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

487.  Les  derivees  des  fonctions  que  nous  venons  de 
nommer  deviennent  infiiiies  et  discontinues  en  meme 
temps  que  ces  fonctions.  S'il  en  etait  toujours  ainsi,  on 
pourrait,  dans  l'enonce  du  theoreme  general,  omettre  la 
condition  relative  ä  la  derivee  premiere*,  mais  on  n'a  pas, 
a  cet  egard,  uue  certitude  suliisaute. 
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DES  INTEGRALES  EUL^RIENNES.  —  DEFINITION.  —  PROPBltTES 
DE    L'I^TEGRALE    DE    I'REMIERE    ESPECE. 

488.  On  norame  integrale  eulerienne  de  prcmiere  es- 
pece  et  Ton  represenle  par  B  [p,  q)  rinU.'grale 


«/o 


xP-^'i  —  x)1-'dx. 


Jans  laqueüe  p  et  g  designenl  des  nomhres  posiiifs.  On 
verra,  comme  precedemment  (460).  que  l'inlegrale  (i) 
aurait  une  valeur  infinie  si  p  ou  q  etail  negalif  ou  nul. 

Li'integrale  eulerienne  de  seconde  espece  est  rexpres- 
sion  dejä  consideree  (460,  463) 

T^n)=i      e-' X'*-' dx  =z  i     (l-ij       dz. 

489.  L'integrale  de  prcmiere  espece  peut   se  meilic 
sous  l'une  des  deux  fornies 

TT 

-^ ,      2  /     (  sin ö) '/>-', cos e=?-' i/o, 

en  posant  x  =  — —  dans  le  premier  cas.  x  =  siir  9  dans 
le  second. 

490.  L" integrale  de  prcmiere  espece  est  une  fonction 
symetrique  de  p  et  de  q ;  car  si  Ton  pose  x  =  i — j  ,  on  a 

B{p,q)=  f  (i-j)''-'.)»-'^J=-B(<7,y.;. 
Jo 

On  a  douc 

(2)  B(y.,  7}=B(7,/>}. 

491.  On  pcut  diminuer  dune  uuiie  chacuu  des  expo- 
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sanls  /)  et  q.  Car,  cii  inlcgrarjt  par  parlics,  on  a 

/xr{\ x]t       n    r 
xP[i—.x)l-Ulr~ -f-  -   /  xl'-'  {\  —.Tl-'  [\  —x\l.r 

—. h-   I  JrP-'il—x/l-'dx—-   \  .iPli-~x)i-'dx; 

clonc,  en  prcnant  pour  limiles  o  et  i, 

(3)  B{p-\-   l,rj]=.:^B  [p,  q)-^~B{p  +  X,q), 

d'oü 

(4)  B(/,4-i,7)=-^^B(/;,  -7); 

p  -i'  q 

011  aura  de  meme 


p  -+-  V 


KELATIOKS    EKTUE    LES    INTEGRALES    DE    PREMIERE 
ET    DE    SECOJVDE    ESPECE. 

492.  Toute  integrale  de  premiere  espece  peut  s'expii- 
mer  au  moyen  de  deux  integrales  de  seconde  espece. 

En  effet,  si  dans  l'integrale  V  [p)  on  change  x  en  ^  ', 
on  aura 

e-r-y-p-'c/j. 

0 

On  aura  aussi 

e-'^' X-1-' dx ; 

0 


done 


j       c-^'—.^'x'J-'j'P-'dxdf. 
o      J  o 

Le  second  membre  representele  volume  conipiis  enlrc 
la  suiface  qui  a  pour  equation 

z  =  e-'^'—y'  x'l-'  J-P-* 
et  les  plans   coordounesj    en  prenant  des  coordonnees 

Stckm.  —  ^n.,  II.  3 
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polaircs  ;•  et  C,  re  volume  sera  encore  represenle  par 


-'■'/■V+'7-'r//-. 


2/     (sin0)V-'(cos9)'?-'r/0X  2  /      c-''/=. 

t/o  t/o 

Or,  le  premier  facteur  (!.si  (-gal  ä   B  (/?,  (j)    (i89),  et  le 
second  ä  F  (^7  -h  ^) ;  oti  a  donc 

r(/.)r(r/;      B(//,  7)  r  (/. -f  7), 
d'oü 

(■)  «(".') -HTTrlr- 

493.   Si  dans  le  premier  nieinbre  de  lequation  prece- 
dcnte  on  pose  x  ^^  -■,  on  aiira 


X 


'"  iir->   {a — 11)1-'  rlu         r{p)T{q) 


d'oü 


(2  j  I     «/>-'  ( a  —  u)i-'  du  =  aP'^l- 


int6gualks  multiples  Qi;i  s  exprimekt  a  l  aide 

DES    FOKCTIOKS    F. 

494.  La  formule  (2)  est  un  cas  particulier  d'une  for- 
imde  plus  generale  au  moyen  de  laquelle  ou  exprinie  par 
des  foiu  lions  F  l'inlegrale  multiple 

/    /    i  ...xV-'yl-^z'-' ...[a  — X— y  —  z.  .  .'/-Uixelrdz 

etendue  ä  touies  les  valeurs  positives  de  x\  y\,  z. .  .  .  ,  (pii 
satisfoat  ä  rinegalile 

.r  -t-  r  -I-  Z  -!-  .  .  .  <t. 

En  effet,  soit,  pour  iixer  les  idees,  Tintegrale  triple 

J,.(i  >n    -X  na—x—y 

xP-'dx  I  ,)''-' dj  j  z—'{a—x—y--zy-'dz. 

0  t  "  Jo 
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J'intcgre  d'abord  par  lapport  n  z,  el  j'ai  pour  rcsultat 

Miiltlplions   Y^av  ji~^dy  et   inlt'gions   ])ar  rapport   a  jr 
depuis  7-^  =  o  jusqu'ä  j)  —  «  —  x,  nous  auioiis 

,  .,.,.^.-r(>7lrjr_+i)r(.)r(.v) 

[^—^}  ^'^.^^r-r-s)     r /,-  +  ,•)' 

ou 

.,■....._■  r  (7)  r(r)rr.v) 

Enfin,  mulllplions  par  xP~*  fix  et  inlegrons  de  x  z=  o 
h  X  =  a^  il  vient 

Si  dans  oeile  formule  oa  fait  5  =:  i,  «  =  i,  on  aiira 

r  r  r  r( n)  vin)  vir) 

JJJ  -^  T[p  +  q-^r  +  i) 

Tintegrale  etant  prise  pour  loiües  les  valeurs  positives 
de  x.y,  z  qui  satisfont  a  l'inegalite 

49o.  De  lä  on  deduit  la  valeur  de  IMntegrale 
B=  I    I    ixi'-'yl-'z'-'dxdydz, 

ctendue  ä  toutes  les  valeurs  positives  de  x^y^  z  pour  les- 
quelles  la  somme  (-J    +(7-)+(~)     est  iiiferieure 
ou  au  plus  egale  a  i .  Car  en  posanl 

r\.5  fz\y 


l'integralc  cherchee  devient 


^-^jjjrrr.n,.... 
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avGc  la  coiidllion  'i  -f-  r  -f-  ^  ^  i.  Dono 

(2)  U  = -. 

aß-/  ip        q        r 

a        ß        7 


Al'PLrCATIONS    A    LA    RF-CHETlCflE    DES    VOLLMES 
Er    DES    CENTUES    DE    GP.AVIT^. 

49G.  La  formule  (2)  permet  d'obtenir  le  volume  compris 
cntre  les  plans  coordonnes  et  la  surface  dont  requalion  est 


©"-(iy-(^)^- 


Par  exemple,  en  faisant  «  =  ß  =  y  =  a,  p  =  (7  =  r  =  i , 
l'inlegrale  designee  par  B  (49o)  representera  le  volume  V 
du  8"  de  i'ellipsoide  dont  les  axes  sont  20,  ih  ^  ic.  Oii 
aura  donc 


^=    6 


nie  [^(i)T 


mais  (46!) 


/3        \ 
r   -  +  1 

\2       / 

-M^)-M^: 

d'ailleurs  (492,  471) 

/»CO                                              _ 

:  2  /       e-^'dx  —  VTT' 
t  0 

donc 

TT«/;^^ 

497.   Si  Ton  demandc  les  coordonnt'es  x,,  -)',.  r,  du 
centre  degravitede  ce  volume,  il  f'audra  prendre  laronuulc 

yx,=z    ff    i  .rdxihdz. 


Ilh- 
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ei  l'on  aura,  cn  faisaiit  a  =  ß  =zy  =  2,  p  =  2.  q  =:  i'  ^^  i, 

d'oü 

3 

.,3  3 

ÜJi  li ouverail  de  la  meme  manicre  y.  =  -  b ,  z,  z=  -  c. 

•^  ö  ö 


EXERCICES. 

i .  Beinontrcr  la  rdation 
n  (k'signant  un  noinbre  critier  et  positif. 


/•■_L^^..^;,; 

«/o    t/i  —  •'■''  ^ 
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QUARANTIl'ME  LECON. 

INTfiGRATION   DES   DIlTl-RFATIFLLES   TOTALES 
ET  DES  EQUATIONS  DIFFEKENTIELLES. 

Condilion  d'iriti'{jral)ilile  et  intogration  dans  le  cas  de  deux  variables.  - 
Kxlension  au  cas  d'iin   iiombre  qiiciconqiie  de  variables.  —  ^qiiations 
dilTerenlieUes.  —  Definilions.  —  Equations  du  premier  ordre.  —  Sepa- 
ration des  variables.  —  Equations  homogene?.  —  Equalions  renJucs 
homogenes. 


CO>DriION    D  IJNTEGR.VBILITE     DES    FO>CT105S    DE    DELX 
VARIABLES. 

498.  Integrer  une  c.xprcs.sion  diffcrentielle  <le  Ja  forme 
]M<^/x -+- NrA^ -f- P^/2.  -  ,  c'est  chorcher  une  luiiclioii 
de  x,Y,  r...,  donl  celte  expression  soil  la  difltTen - 
tielle  totale. 

Une  differenliclle  relative  a  une  seule  variable  a  toi;- 
jours  une  integrale  (I,  3iG  •  il  n'en  est  pas  toujouis 
ainsi  d'une  fonction  differenlielle  de  plusieurs  variables, 
et  certaines  condiiions  doivent  elre  reniplies  pour  rpi'une 
teile  expression  soit  la  differenliclle  totale  d'une  fonction. 
Ell  effet,  si  u  =  J  [x^j  ),  on  a 

du  =  —  rtjr  H dy, 

dx  dy   ' 

et 

du  da 

d  —        rf— - 

dx  dy- 

dy  tix 

donc,  si  Isldx  -f-  Nr/)'  represeule  la  differenlielle  totale 
de  la  fonction  i/,  on  aiira 

du  du 

dx  dy 

et 

d}\        r/N 

^^  'äj' ~  'dx' 
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L'expression  Mdx  -^IS ciy  nc  pourra  donc  etrc  integroe 
si  Celle  relalion  n'a  pas  Heu. 

490.  Si  la  concHlion  (I)  est  roinplie,  Mtix-h^ f^y  seia 
la  (1  i ffi; rem i eile  lolalo  d'uiie  foiiclioii  it.  Eu  d'auUcs 
lernies,  il  existera  uue  foncliou  u  teile  que  rori  all 

da:  (ly 

En  effet^  cherclions  une  fonclion  u  teile  que  l'on  ait 

(i)  t/M  —  Mf/.r -H  Nrfy. 

La  fonclion  cherchee.  devant  avoir  Mr/x  pour  differen- 
tielle  par  rapport  ä  a',  sera  egale  a  riiitegrale  de  M^/.r 
augmenlee  d'une  quanlite  9  (j  )  independantede  x,  mais 
fonclion  de  j  j  u  sera  donc  de  la  forme 

Uz=   JMdx  -h  (p(j)  -:  <-  -f-  cp  (j), 

en  posant  i^  =z  jMdx. 

II  reste  ä  determiner  9(j)  de  maniere  que  -  =  N. 
Ol ,  on  a 


d'ou 


da       cl(>        ci(^ 
dy  "  dj        ay 


äy  dy 


On  voit  par  lä  que  N ne   doit  pas  contenir  x. 


On  aura  donc 


DU 


—  =  o, 

dx 


d—        d  — 

d^  _      dy  _  '  (l.r    _  rfM 

äx  dx  ay  dy 
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On  reirouve  ainsi  la  condhion 

//N  _  dM 
dx         dy 

Si  celte  condilion  est  rempliej  on  aura 

et,  par  suitc, 

(2)  u=ßlda:-^JI^^-^)dy. 

ExEMPLE  : 


dl 
On  a  : 

'^ 

~ da:  H- 

d'M                  nyx            d'S 

dy  ~       ,^—y/  ~  rfx' 

n  = 

iMdx    1    ifv'  — Ij:            "'           '    r'v^- 

J             '                  ^—x      ' 

du 

di> 

df         a.ry  —  r'        rfip               X* 

<>■  X 

U  = r  I-   -^C. 

•^  —  X         X 


EXTENSION    AI'    CAS    DE    PLCSIEUHS    VATIIABLES. 

500.  Soit 

Udx  -r-  ?idy  -^^dz  =  du, 

c'cst-ä-dire 

du       ,.       du       ^.        du       ^ 

5;="'  jr=''  rfi='^' 


on  aura 


<-/«  du  .  r/«         ,  ^«  .  du         .  r/« 

f/ —  d —  d —         d —  d —         d  — 

dx  dy            d.r dz             dy dz 

dy  dx  dz            dx  dz            dy 
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ou  bien 

^M         r/N         r/M  _  r/P         r/N  _  rfP 

^     '  (iy  (Ix  dz         d.r  dz         dy 

Teiles  soniles  condilions  iiecessaires  pourque  la  formulc; 
proposec  soit  inlegrable. 

50J.  Reciproquenient,  si  ces  condilions  sont  remplies, 
la  formule  proposee  est  inlegrable.  Eii  eflfel,  cherclions 
une  fonclion  u  teile  quc 

f  i)  du  r=  Mr/x  -t-  Nr/j  -f-  Pr/z. 

Puisque  la  differenlicile  de  u^  par  rapport  ä  x.,  doit  elic 
Mr/x,  on  auia 

cn  posant  ^' :=  JMdx. 

Maiiilenant  il  faudra  que  Ton  ait 


c'est-a-dire 


du       ^,       du 

Ty  =  '*^      7ü  =  ^' 


dv         dm  di>         do         „ 

dy        dy  dz        dz 


ou  bien 

^=N  — — ,      ^  =  p_— . 
r/^T'  r/j'        dz  dz 

^-^       do         d(o  ,    .  .  , 

Ur,  ^-  et  ~  ne  doivent  conlenir  que  r  et  z,  par  nv 
dy        dz  L      y  L  ^ 

pothese^  donc  on  aura 

di> 


rf  1  N  -  -^  ]  rf  (  P  -  ^^^ 


=  o, 


dx  d.r. 
OU 

dfk  di\         r/P  _  r/M 

dx  dor  ^      dx          dz 


4^  couns  n'AKALYsr. 

l'^n  oiilio,  la  fonclion  o  doit  salisfaiio  ä  la  cnndiiion 

clo  (lo 

d  — '-       d  — - 
ay  ilz 

dz  dy 

Oll  aiira  doiic 

dv\ 


ä[^-'t.)  rffp 


dz 


dz  dy 

ou 

rflV  _  r/P 
^^''  'ttz~'dy' 

Si  les  trois  conditions  (2)  et  (3)  sont  remplics.  il  exis' 
tera  (4ü9j  une  fonclion  o  dcj'  et  de  z  teile,  que 

/  di>  \  dv  \     , 

et  l'on  aura 

505.  La  methodc  precedenle  s'etend  a  un  nonibre  quc!- 

conque  de  variables.  En  general,  — est  le  nonibre 

des  conditions  necessaires  et  süffisantes  pour  1  integra- 
biliie  d'une  formale,  71  etant  le  nonibre  des  variables. 

liQUATlOiSS    DIFF^REKTIELLES.  DE.FIMTIO>S. 

503,  Oll  noninie  eqnalion  (JiJjerenlicUe  du  n"""  ordre 
une  relalion  enlre  niu;  variable,  unc  fonclion  de  cctle 
vaiiablc,  et  les  dcrivccs  ou  diflercnlielles  de  divers  ordres 
de  cclU'  fonclion  justju'au  //""""  ordre  inclusivoniont. 

Une  ei|uaiion  dillerentielle  du  preiuicr  ordre  ä  deux 
variables  sera  donc  de  la  forme 

dy 
En  la  resolvaul  par  rapporl  a  '    ,  on  aura  une  ou  plii- 
*■  dx 


QUAr.  MVTli.MF    LU<;()N.  4^ 

sieurs  tHUiations  de  la  luiiuc 

(ly 

-'-  T=r.f[x,  y\      Oll      'Mdx  -!-  Nr/)  — -  o 

M  ot  N  elant  des  fonclioiis  coiinucs  de  x  et  do^. 

I>TtGUATION    DES    EQUATIOISS    DU     PUEMIER    ORDRE.    

S^PAUATIOM    DES    VAltlABLES. 

50i.  L'integralioiis'effeclue  inimedialementquand  Ics 
variables  peuvent  eire  separees,  c'esl-a-dire  quaiul  il  est 
pcssible  de  metlre  re(|ualion  sous  la  forme 


o[.v)  dx-    -b  {y)e/j; 
ß{.T)dx=J^{j)dy~l~C. 


C'estce  qui  anive  si  requalioii  est  de  la  forme 
dj 

on  separe  les  variables  eu  ccrivant 

G  :  .r )  dx  =  — '■ — •  • 
50o.    EXEMPLES  : 
1°  x'"dx  -T-j"dr  r=  O, 


.r'"+'             X 

—  c 

f/t  -r  i         n 

2°                                     x-dy^[y 

--a)dx; 

ceite  cquation  rcvieut  ä 

dy 

dx 

0  -'-  «      ^'■ 

Oa  en  dcduit 
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OU 

y  -^.-  a  z=z  e       -". 
3"  xjdx:=\^a  —  ^){y  —  ^ )  '(>', 

(l'oü 

r  —  b   ,  xdx 

dy  = 

y  a  —  X 

On  cn  tire 

feQUATIOKS    HOMOGENES. 

500.   On    pcul   cncore    separer  Ics   variables   lorsque 
requaiion 

(i)  M^jT  H-  Nf//  =  o 

est  homogene,  c'esl-ä-diie  quand  M  et  N  sonl  des  foiic- 
tions  liomogenes  et  du  meine  degie  des  variables  x  et  j  . 
On  a,  dans  ce  cas,  in  elant  le  degre  de  riiomogeneile. 


AI 


^x-,(-r),  N  =  ."+(£). 


L'equation  differentielle,  divisee  par  x"",  devientdonc 

(2)  ^{^dx-^^[^^)dy^o. 
Si  l'on  pose 

y 

■— =  z,      troll      dy  -     xdz -■    zdx, 

X 

requaiion  (i)  deviendra,endivisanl  par  j:[c-(3)  -}-s^|  (:)]*. 

(3)  'i^4-^iii^^-  =  o, 
d'oü 

\x  -\- 


r     ^(z)dz 


Qt  An  A.NTIKME    LECJON, 
507.    ExEMPLES. l" 


(') 


xdj  —  r<lx  r=  dv  \J x"^  -\-  J'- 


Celle  cqualion  est  homogene  et  du  premier  degre.  En 

appliquant  la   inelhode  precedenle,  on  la  ramene  d'a- 

bord  ä 

^r  _       dz 

doü  Ion  lire,  en  inlegrant. 

Ix  =z\c{z  ^  sjl  -r  Z-), 

ou 


2  -f-  y/  IH-  z' 
ce  qui  donne,  en  remplacant  z  par-5  et  en  faisant  dispa- 
railre  le  radical, 

(2)  X^  =  2.CJ  -\-  C-. 

On  parvient  ä  requation  differeniielle  (i)  quand  on  re- 
Fig,  lüü.  sollt  ce  probleme  :  Trouver  une 

courhe  MNP  teile,  que  le  rayon 
vecteur  OM  soit  esal  aii  ses.- 
iiient  OT  compris  entre  Vori- 
gine  et  le  point  oü  la  tangente 
MT  rencontre  Vaxe  des  j.  D'a- 
pres  l'equalion  (2),  celle  pro- 
prlete  appartient  ä  toutes  les 
paraboles  qui  ont  pour  axe  la 

droile  Oj  et  pour  foyer  le  point  O. 

2°  xdx  -^ ydy  =:  inj'dx. 

On  Irouvc 

\X  -t-     /    — ■ ;  =  C, 

J   I  —  inz  -r-  z- 


4^  COIKS     U  A.NALYSE. 
Oll 

1         ,      ■    w  ,       -.■  ■  "^^ 

Ijr  ~ I  (I  —  2nz  ■+-  z- 


'  /     I  —  2A 


'.nz  -+-  z' 
Qiiand  «  =3  1 ,  011  airi\e  ä  rt'quaüon  integrale 

.T 

Ell  tlifferenliant.  oii  a 

rd.T  =z ,     ■ » 

cqualioii  homogene  dont  rinu'grale  est 

(x'—  2j'/  =  C.r». 
4°  ^  mx  -4-  /y )  <^-r  -r  'p-^  -f-  7j)  djr  =.o, 

Ün  a 

et  Tintegralion  pcul  toujours  s'acliever. 

feQL'ATIOKS    QUE    L  0>     PEUT    RE.VDRE    HOMOgLnFS. 

508.  On  peut  quclqucfois  rciidi  c  honiogene  une  eqiia- 
tion  qui  ne  j)resente  pas  ce  caractere.  C  est  ce  qui  arrive 
pour  l'equation 

( I )  (  a  -!-  "'-^  ■+"  "X)  '^  -^  \^b  ^  px  ~-  qy)  dy  =  o. 

\\n  posant 

x  =  x'-\-a.,      j=^-'h-o, 

on  a 

(c/-f- w/a  -^ii^-'r  mx'  ~ny'  dx'-h[lf  ~-/)x-'^-tj^  -^  px'  -^-  71'^  ih'. 

II   suOlra,   pour  lendre  cetle  i-ciualion   homogcue,   de 

poser 

n  —-  in  a.  ~r  rit  :'-  o , 

^  -t-  />a  -H  76  -^  o; 
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cVoü  Ton  lire 

hn  —  aq  np  —  hm 

%-.-. -I        5= 1 

mq  —  np  mq  ■ —  np 

et  il  reslcra  rc-fjualion 

(2)  [mx'  -V-  riy')  den'  +  [px  -h  qy')  r/y' z=  o. 

5(19.  Ccttetransformationeslimpossiblcsi  mrj      ///j=o. 

T-w  "/-'  I'  '  •  /      \      1  • 

Dans  ce  cas,  011  a  <7  =  — .  et  1  equalion    1 1  clovuMit 

'in  ^  ^   ' 

m{a  -\-  nix  -\-  nf)  dx  -{-  [mb  +  [mx  -\-  fij]  J-']  ''0'  -  -  ^- 

On  posc 

mx  -f-  ny  =  z, 
d'oü 

dz  —  /w  dr 

dj=—^—; 

il  eil  resulto 

,  ,                ,  dz  —  m  dx 
m  [ci  -h  zjax  -{-  [bm  -^-  pz) =:  o 

et 

( hm  H-  pz  )  dz 


( 3  ^  mdx . 


bin  ■ —  an  -^  [p  —  n)  z' 


equalion  ou  les  variables  soni  separees. 

Si,  en  nieme  temps  que  hkj  —  np  ==0,  011  a  q  ^i^  o, 
il  faul  que  n  ou  p  =^  o,  et  les  variables  se  separeiit  imnie- 
diaiement. 

510.   L'equation  (i)  peul  encore  s'inlegrer  en  posani 

a  -\-  mx  ~\~  ny  z^  11,      b  -\~  px  -\-  qy  =  i>; 

d'oü 

mdx  -+-  ndy  =  du,     pdx  ~r-  q  dy  r=  c/c. 

Les  valeurs  de  oc^y.^  r/j?,  dy,  lirecs  de  ces  eqnalions  et 
subsiiluees  dans  la  proposee,  couduisenl  a  uue  equalion 
homogene  en  u  et  v. 


4S  couns  d'analysi:. 


EXEIICICE5. 


i  .  Integrer  reqiintion  differenüelle 

(x'  +  j')  clx  +  ^  ~        ^ dy  ^  o. 

^  x-\-y 


Solution 


a?[y—x 

[y-—Zxy 


xy_ r2r+(v/T3  — 3).r"|'"' 


Solution  : 


j"-f-  2x'  =  C  v/x'-t-j-'. 

3.  xydy  —  y-dx  =  [x-\-yi'^e    '^dx. 

Solution  : 


fa:-f-;  )U  =  xe' . 
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OUAUANTE  ET  UNIEME  LECON. 

SUITE  DE  LLNTfiGRATION  DES  fiQUATIONS  DU  TIIEMIER 
ORDRE. 

£quationslineaires.  —  Equations  qui  se  ramcneiit  aux  cquations  lineaires. 
—  Probleme  de  de  Reaiinc.  —  Probleme  des  irajectoires.  —  Equations 
du  premier  ordre  et  d'un  degre  quelconque.  —  Gas  oü  l'eqiiation  ne 
renferme  pas  explicitement  les  variables,  ou  l'une  des  variables. —  Gas 
oü  röquation  peutötre  rcsolue  par  rapport  ä  l'une  des  variables 


tQVATlOKS    LIA'tAIUES. 

511.  On  appelle  equation  lincaire  du  premier  ordre 
une  equalion  de  la  forme 

(.)  £  +  P^-  =  '3- 

daiis  laquelle  P  et  Q  designcnt  des  fonctions  de  x.  Pour 
Tintegrer,  on  pose 

d'oü  Ion  lirc 

,    ,  (h        [du  \ 

On  pcut  prendre  a   volonle  un  des  lacteurs  de  r  :  en 
posant 

,3)  g.P„  =  o, 

requation  (2)  se  reduit  a 

(4)  «^  =  Q 

L'equalion  (3)  donne 

• — =— Pr/.r,      d  üu     I«=—   jPdj:,      QU      u=^e-J^''^. 
Sturm.  —  ^n.,  II.  / 


bo  COmS    D'A^ALYSF.. 

On  n'ajoute  pas  de  coiistaDtc  ä  celle  integrale  parce 
cjull  sullil  qu'une  valeur  parliculiere  de  u  saiislasse  ä 
requalion  (3). 

Eu  remplacant  //  par  c~i''''-'  dans  requalion  (4),  on 
aura 

d.r        "^  '  J    - 

ei,  par  consequenl, 

512.    EXEMPLES. 

fix 

y=z  Cf'-'-l-.r'—  3.r'-l-  6jr  —  6. 


ou 


(I 


eil 
lix 


xy  —  a. 


Ici 


p  = 


donc 


Mais 


donc 


j=  V  n--*- 


a  clr 


r     ach 
\  T  + 


C; 


j>-  =  rtx  +  C  y  I  -i-  -^^ 


^QtlATIGKS     QUI     SE    UAMEKENT    AUX     I^QÜATIONS    Ll^tAlRES. 

513.  On  ranienc  aux  equalions  lineaires  los  equalions 
de  la  iüinie 

-l  +  Pj  =  Q,)-, 
dx 
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ou 

dy 

yt— « 

En  effet,  si  Ton  pose =-•  r,  d'oü  y~"  dy  =  dz^  on 

aura  l'equation  lineaire 

514.  On  peut  cncore  operer  dii'ectemeiit  sur  requalion 
proposee  eomme  on  l'a  fait  au  n°  511.  En  posant  y^^  uz, 

Ol)  aura 

,/z  fda  \ 

+  Pm    =  Qh"z", 


clx  \  (Ix 

equation  qui  sc  parlage  en  deux  : 


On  en  tire 


du  dz 

---i-P«=:0,        -—  —q  «"-'  s«. 
dx  dx 


z" 


z 
et  enfiii 


"  —  ('  -  ")i  f(ic(^-"^S^''^dx  +  c)  , 

^•>-''  =  (i  —  n)  f-C— );P'/^  J    jqci'-"^S^''i^dx  -K  c^ . 

515.  On  peut  obtenir  l'integrale  generale  de  l'equation 

(i)  ^+P7  =  Qj=  +  R, 

quand  on  en  connait  une  integrale  particuliere.  Soit  u 
une  foncllon  qui  satisfasse  ä  celte  equation  sans  renfer- 
mer  de  constanle  arbitraire.  Posons  7^  =  « -f- ;r,  il  vient 

-^  +  -^  +  P«  +  Pz  =  Q«'4-  2Qz/z  -T-Qz^+R; 
a.r         dx 

4. 


52  corns  d'anai.yse. 

mais  oti  a,  prr  liypolliese, 

flu 

(Ijc 

l'equaüon  (i)  se  reduil  donc  a 

dz 

(2)  h  ;P  — 2Q/<)2=  Q;' 

dx 

qu'on  sait  integrer  (513). 
Par  exemple,  requalion 

dy 

-;-  +  P7  =  (jj  =  -l-  I  4-  Pj:  —  Qjt' 

est  sallsfaile  parj'  =  r,  et  se  ramene  ä  lefpialion 

Si  Icquation  renfermait  une  puissance  de  j'  superieure 
ä  r^,  la  meine  Substitution  ferait  disparailre  R,  mais  eile 
introduirail  de  nouvelles  puissauccs  de  z. 

PROB:r:ME    de    de    BKA^^E. 

516.  TroiU'cr  une  courhe  teile,  (lue  Li  sous-tangente 
soit  h  V orclonnee  coninie  une  ligne  constante  est  h  Li 
dijference  entre  V ovdonnec  et  V ahscisse. 

L'equalion  differenlielle  de  la  courbe  est 

dr 1"  —  r 

ds  a 

ou 

dy  I        ? 

d.v         a  -  (i 

c'(|uation  liiieaire  et  du  premier  ordre.  Em  appli(iuaul  la 
formule  du  u"  51 1,  ou  irouve  pour  integrale 

j  =  X  4-  a  -t-Ce^"'. 
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Cette  equalion  sc  simplific  quand  on   prcnd   pour  axc 
P,g.  lo-j.  des  x' la  droite  qui  a  pour  ccjua- 


iion 


y  =  j:-\-a, 


cnconservantlememe  axedesj^; 
los  formulps  de  transforraaliou 
sollt  daiis  ce  cas 


J  =  J  + 


v'. 


et  Ttiqualion  de  la  cour'be  devient 

x' 


PROBLEME    DES    TRAJECTOIRES. 


517.    Trouuer  une  courhe  qui  coupe  sous  an  angle 
doiine  toutes  les  courbes  renfermees  dans  Vequation 

(,)  Y{.r,y,  a]  =  o. 


a  elant  un  paranielre  varia 


ble. 


Fig 

.  108. 

— ■ 

y 

^    /iC 

r 

0 

T 

X 

Soieiit  X  eiy  les  coordonnees 
du  point  M  commun  ä  l'une  des 
couibes  AB  et  ä  la  trajectoire 
CD,  m  la  langente  de  l'angle 
donne,  enfin  T'  et  T  les  angles 
qua  les  langentes  ä  la  courbe  AB 
et  ä  la  trajectoire  au  point  (.r,r) 


fönt  avec  Taxe  des  x*,  on  a 

tangT —  tangT' 


Mais 


+  langl  langT' 


rfF 


tanLT'=  — —  . 


54 

COURS    D 

donc 

/ 

r/F 

/ 
in 

\ 

dy  dx 

Oll  f  ncore 

/dF        dF  dy\   _  dF        dF  dj 
^    '  \dj         d.r  dx)         da:         dy  dx 

L'elimination  de  acntre  les  equalioiis  (i)  ci  (2)  donnera 
l'equation  diflerenlielle  du  lieu. 

518.  Soit,  par  cxemple, 

>-"  :=  axP. 


Ol 


n,  iyny'^-'  -\-  np.vl-    '^j 


dy 
ap.rP"'  —  ny"~'  —  =r  o. 
dr 


Si  1  on  elimine  a,  apres  avoir  mullipliela  derniere  cqua- 
tioTi  par.r,  011  aura,  en  divisanl  par  }  ""', 

/'  dy\  dy 

Oli 

[tn/iy  —  nx)  — h  mrix  -r-  py  =  o, 

equaiion  homogene  que  Ton  sail  integrer. 

En  particulicr,  si  Ton  suppose  ji  ^=2  jy  z=i  j ,  cVst-a-dirc 
si  Ion  deinande  les  irajccloircs  des  droiles  represenlees 

par  I  ecjualion 

r  =  fix , 

requalion  dilVeientielle  sera 

///  [xdx  ~  ydy)  -}-  ydx  —  xt/y  -t=  o; 
divisec  par  W'-hj  '  et  inlegree,  eile  donne 

ni\[j;^-\' y-y  =  arc  lang  — h-  C, 
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et,  cn  prcnant  dos  coordoiineos  polaircs, 

0-f-C  ö 

m]r=0  -\-C,      ou      rz=e    '"     —  ce'". 

Doiic  les  courbes  qui  coupent  sous  Ic  menie  angle  toules 
lesdroites  menees  par  l'origlnc  sont  des  spiralcs  logarilh- 
niiques  semblablos,  ayanl  cellc  origine  pour  poinl  asymp- 
totiquo. 

519.  Le  Probleme  des  trajectoires  se  simplifie  quand 
l'angle  donne  est  droit.  Dans  ce  cas,  Ics  Irajcctoircs  sonl 
diles  orthogonales,  et  rcqualion  dinercnticlle  resulto  de 
reliminalion  de  a  entre  les  deux  equations 

r  (.r,  V,  aj  =:0,        ——  ÜY —  rfx  =  O. 

dx     '  dy 

Ainsi,  dans  Tcxemple  du  ii"  518,  il  faul  eliminer  a 
entre  les  equations 

j"  =  uxP,      nf"—'  -^- paa:P~'  ■—-  =  o, 

djc 

ce  qui  donne  l'equation 


nx-^/jy  -—  =o, 
dx 


dont  l'integrale  est 


py'  =  C. 


Suivant  que  n  et  />  scront  de  meme  signe  ou  de  signes 
contraires,  cetle  equation  representera  une  infinite  d'el- 
lipses  ou  d'byperbolcs  semblables  et  concentiiques. 

Si  l'on  se  proposait  de  chercber  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  donnees  par  l'equation 

nx"-  -\-  py^  z=z  C, 

on  devrait  evidemment  retrouver  requalioa 

y"=znxP 

dans  laquclle  a  est  une  constante  arbitraire. 


56  COL'RS    DA.NALYSE. 

feQUATION   DU   PREMIER   ORDRE  ET   d'uN   DEGR6  Qt"ELCO>QtE. 

CAS   OU  Lt.qVA.TlOu   ^E   CONTIEAT    PAS    EXPLICITEMEÄT 

X  ET  y. 

520.  Soit 

OU,  en  posant  -^  =  /?, 

F(-^.  J. /0  =  o 
iine  equalion  diflerentielle  du  premier  ordre  et  d'un  degre 
quelconque  par  rapport  ä  -j--  S'il  est  possible  de  la  re- 

soudre  par  rapport  ä  -^i  on  aura  une  ou  plusieurs  t-qua- 
tions  du  premier  degre  que  Ton  tächera  d'iulegrer. 

521.  Si  requalion  sc  reduil  ä 

et  quon  puisse  la  resoudre  par  rapport  ä  /;,  on  aura  plu- 
sieurs va'icurs  de  p  : 

de  lä  ics  Solutions 

J-  =  XX  -t-  C,       .V  =  a'.r  -f-  C', .  .  . , 

comprises  dans  l'equalion  uniqne 

(j— ax  — C)(r— a'x—  C)  [r—'j.".r  —  C"'.  .  .  —  o. 

On  ne  diminue  pas  la  generalite  de  cetlc  integrale  en 
admeltant  que  la  menie  conslante  arbitraire  C  euire  dans 
tous  les  facleurs \  l'equalion  precedente  peul  alors  s  eciire 

(^^-.)(^-.)...=c. 

OU  bicn 

p/.r-C 


QUAnAKTE    F.T    UJVIEME    LFr.ON.  5y 

resullalqu'on  obliendrait  cncorc  cu  elimiiianl  a  enlre  Ics 
equaiions 

F(a}  =  o,      y  =z  a.x -h  C. 


EXEMPLE. 


;-  1  —a'  =  o: 

(IX  , 


d'oii 

y  =  zh  ax  -h  C. 

^QUATIONS    QVl   A'E    RENFERMENT   PAS  l'uNE  DES    VARIABLES. 

522.   Supposoiis  maintenant  que  l'eqiialion  diÜ'eren- 
tielle  ne  renferme  pas  j^  et  quelle  soit  de  la  forme 

Ol  1  on  peut  la  resoudre  par  lapport  a  -j-  et  eii  tircr 


£=/w. 

on  aura  j=  \  f  [x 

)  dx^  et  le  Probleme  sert 

une  quadralure. 

EXEMPLES. 

1° 

(l)'-''"=°- 

On  en  tire 

g  =  ±v/»-^. 

»    2            

\laxdx  ==  ±  -  x  ^/flo:  4-  C, 

Uli 

9 

dr^        ,  .  dy 

-^  —  ( a  4-  j: h  rt^  =  O. 

dx'  dx 


58  cotrs  d'analysi:. 

On  deduit  de  celte  ef|ualion 

dy  dy 


dr  ~  •■ '       d.r  —  •^' 


d'oü  les  deiix  Solution s 

■>-  =  /7.r  -+-  C,       r  = !-  C. 

523.  Sl  requation  ne  peul  pas  d'lre  resolue  par  rapport 
n,  /?  mais  qu'on  la  puisse  resoudre  par  rapport  a  x,  ou 
aura 

(0  ^  =  fip), 

d'oü 

dy  =pdx=p.  df{p), 

j=Jp.d/fp)+C, 
ou 
(2)  y^pff^,,)^  ^fip)d,,-^C; 

on  aura  l'inlegralo  cn  elirninant  j>  cnlrc  los  equalions  f  i) 

ol(.). 

o!2i.  Si  requation  differeiitielle  ue  coniienl  pas  x  et 
qu'on  puisse  la  resoudre  par  rapport  ä  },  on  aura 

r=--J{p),      d.r=— —  =  —-—, 
d'oü 


"   J        I' 


dp  -\-  C. 


CAS    OU     1,'i!:QIATI0N     PEIT     ETHE    HILsGLIE    tau    RVPrORT 

A  l'l'ke  ues  vauiadles. 

525.  Si  l'equaliou  coulient  x,  y  et  /'.  et  qu'elle  puisse 
se  resoudre  par  rapport  n  l'une  des  variables,  >  par  exeiu- 
plc,  en  sorlc  ([ue  Ion  ait 

J  —/(•'•,  p). 
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on  aiira 

(ff  ,lf 

{{y.      Oll      ixlx  z=z  ——  tl.r  -\ dp. 

ilx  (Ij) 

Si  Ton  pcul  intct^rcr  ccllc  cquallon,  qui  est  du  prcmior 
ordre  cl  du  premier  degre,  la  relatiou  cherchee  s'obtien- 
dra  eu  eliniinant  p  cntrc  rcquatiou  iulegrale  et  l'equa- 
üonj=f{x,p). 

526.   Pietions  pour  exemplc  recjuaiioii 
qui  ue  renfenne  x  cl  j'  qu'au  premier  degre,  On  a 

pdx  =  xf  (/;)  dp  +f[p)  dx  -\-  'i'  {p)  dj), 

ou 

dx    ^       f'{p)  _  o'[iA 

(ip   '  f\P)  —  p  JKp)-  l' 

equatiou  qui  donue  (5H  ) 

(2)    x=-r     J  nP)-P  -y^'fJ-  J  Ap)-P  dp  4-  C  1 

lJ  f\p)—p    .  J 

En  eliminanl  p  ciitre  Ics  equations  (i)  et  (2),  on  aura 
Tintegrale  demandce.  Ordinairement  ceile  eliminaiion 
n'est  pas  praticaLle,  parce  quel'equalion  (2)  roniienl  des 
fonciions  transcendanies  de  p ;  mais  alors,  en  donnant  a  p 
une  suile  de  valeurs  arbilraircs,  les  equations  (1)  et  (2) 
determineront  les  valeurs  correspondanies  de  x  vij. 

o27.   Quand /(/>)  =  ^,   requation   (2)  est  illusoire. 
Mais  alors  l'equation  (i)  devient  l'equation  de  Clairaut, 

(a)  j  ==/7.r-f-cp(/;), 

et  en  differentiant  par  rapport  ä  .r,  on  aura 

pdx  =  pdi:  -+-  xdp  -h  ^' {p)  dp, 
d'oü 

dp\x  -f-  o  [p]]  =  o. 

Cette  equalion  peut  etre  salisfaite  de  deux  manieres  : 


6o  couKS  d'akalyse. 

i"  cn  posanl 

dp  —  o,     d'oü    p  =  C, 

Ol,  cn  siibsliluanl  celte  valeur  de  p  dans  (a), 

2"  cn  posant 

(Y)  x^o\p)  =  o\ 

on  cn  dcdtilra  pour/)  une  valeur  f(r)  et  Ton  aura 

rclation  qui  ne  contient  aucune  conslante  arbilraire  et 
qui  ne  pcut  etre  deduile  de  l'integrale  generale  en  don- 
na.nt  a  la  conslante  une  valeur  parliculiere. 

C'est  ce  qu'on  noninie  une  Solution  singulieie. 

628.   Les  droiies  representees  par  rintcgrale 

j  =  Cx-h<p(C) 

sonl  langenies  ä  la  courbe  (o).  En  etTet,  si  1  on  prend  sur 
la  couibe  uu  point  {x^  j)  correspondant  ä  une  valeur  ar- 
bilraire de/?,  on  a,  en  difTerenliant  Fequation  (o), 

Donc,  en  donnant  ä  p  une  valeur  quelconque  C,  on  a 

pour  ce  point  de  la  courbe  j  =  Cr  -+-  !jp  (C)  et  —  =  C. 

Donc,  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  qui  a  pour 
equation  j=  Cx  -h  (jp  (C). 

529.  Nous  avons  dit  que  la  seconde  Solution  ne  pou- 
vait  etre  deduile  de  Tinlegrale  generale  cn  donnant  ä 
la  conslante  une  valeur  parliculiere.  Cela  supposc  que 
<f'  [p]  n'esl  pas  conslant.  Si  o'  (/?)  eiait  egal  ä  une  con- 
slante ^,  on  aurait 

X  -T-  b  ■=:o, 

Solution  comprise  dans  Tintegrale  generale  en  y  faisanl 
L  =  X  el  ^-V-  =  /'. 
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EXERCICES. 

Solution  : 

j-  =  Ctf—x"—  4.7;'—  3.4..r=—  2.3.4X  —  1.2.3.4. 

2.  Troiivcr  Ics  trajcctoires  orthogonales  des  ccrcles  inscrils  dam 
un  angle  droit.  Troiiver  V asymptote  sans  integrer.  Prouver  que  les 
trajectoires  sont  des  courbes  seniblables. 


y  =  .r  +  '^-f 


dr       dr^ 


dx       dx' 


Solution  :  fiqiiation  qui  r6siilte  de  l"eliminatiün  de  p  entre  les 
öquations 

r=   ^  -f-  */?  -+-  />',       X  —  ip  -\-  4  log  (y)  _  1 )   -I    C. 


COLTS    D  A>Ar.VSE. 


QUARANTE-DEUXIEME  LECOX. 

SUITE  DES  fiQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Existence  de  Tinteßrale  d'une  equalion  diirerenlielle  du  preniicr  ordre.  — 
Existence  d'uu  facteur  propre  a  rendre  inlegrable  le  premier  menibre 
de  r<kiualioii.  —  Delcriniiialion  de  ce  facteur. 


TOUTE    l^QUATION    DIFF^RENTIELLE    DU    PREMIER    Or.DRE 
ADMET    LNE    INT^GUALE. 

530.   Toute  equalion  din'ercnlielle  du  prcmicr  ordre 

~-  z=f[x,  y).     Oll     Mt^-r  +  Nf(r  =  o 
(Ix 

adnic't  uiie  integrale  conlenant  une  conslante  arbilrairc, 
c'est-ä-dire  qn'il  exisle  loujours  une  equalion  conicuant 
X,  y  et  une  conslante  arbitraire  lelle,  (ju'cn  la  dilleren- 
liant  et  clinünant  la  conslante,  on  retrouve  rec|uaiion 
proposee. 

EnefTel,  Tinlcgralion  de  rcquation  proposee  consisle  ä 
Irouverunc  foncliondea:,designee  parj',  teile,  que  sa  de- 
rivee  soit  egale  ii/(.r,^),  ou  encore,  qu'en  donnant  ä  .r 
raccroissenient  infiniment  pctit  dx^  raecroissement  cor- 
respondanl c/)'puisseetreregardeconi nie  egal äy(x,>')c^r. 
Puisque  lequalion  diirerenlielle  f/y  =  J  [x,  j)  r/x  nc 
delermine  ([ue  raccroissemenl  de  >  ,  on  pcul  se  donner 
arbilrairement  la  valeur  de  >'  pour  une  valeur  parlicu- 
liere  de  x.  Si  Ton  piend  >  -=  b  pour  x  =  «,  /  («,  /')  // 
scra  raccroissemenl  inlinimcnt  pi'iit  de  i  lorsque  .r  pas- 
seradela  valeur  «  ä  une  valeur  inlininient  voisine  a  -r  h- 
De  nicnie,  si  Ton  pose 

«-+-//  =  n      et     //  —  h  -h/{n,  l> '  li, 
f{a'i  h')  h  sera  raccroissemenl  de  j  lorst^ue  x  passcra 
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de  a'  ä  (l' A- li.  Ell  conlinuaiiL  aiiisl  ä  faire  croilre  x 
par  degics  iiiscnsiblos  jiisqu'a  une  valeur  quoIcon(|ue, 
roqualion  diHereniiellc  dclerminora  Ii>s  accroisscinenls 
successifsdcj'",  de  sorle  que  la  valoiir  (Xqj  correspondant 
a  cliaque  valeur  de  x  sera  conipleieineiit  delcrminee.  Par 
consequeiil  y  sera  une  certaine  fonction  de  x,  et  Celle 
fonciioii  dt'pendra  necessairement  de  la  conslante  arbi- 
traire  h  ;  ce  qu'il  fallait  domonlrer. 

IL  EXISTE  UN  FACTEUa  PROPRE  A  RENDRE  DIFFltRE>TIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  d'uJNE  £QUATI0]V  DU  PREMIER 
ORDRE. 

531.  Oll  vienl  de  demontier  que  requation  diireren- 
tlelle 

(i)  l\h/r-i-N^/r  =  o 

admet  toujours  une  integrale  contenant  une  constanie 
arbilraire  C.  Celle  equalion  integrale,  resolue  par  rapport 
a  C,  prendra  la  forme 

{2)  «  =  C, 

//  etant  une  fonction  de  x  elj  qui  iie  renferme  pas  C.  Ou 
tire  de  requation  (2) 

du 

du  rlu  dy  dx. 

-—  f/x  +  — -  dj  —o,       d  011      -y-  = . 

dx  dy  dx  du 

Jy 
Or,  re'quation  (1)  donne  —  = — •  Ou  doit  donc  avoir 


(3) 


Celle  equalion  doit  etre  idenlique,  car  sMl  en  etail  au- 
tremenl,  eile  etablirait  entre  les  variables  une  relation 
en  vertu  de  laquelle  j  serail  une  fonction  de  x  saus  coii- 


du 

Hl  " 

N 

^ 
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stantc  arlJilrairc,  puisquc  M,  JN,  --•,  -- n  cn  conlicnnent 

])3S.  Or,  a  cause  de  requalion  «  =  C,  ^^  doit  dependie  de  j: 
el  de  ]a  conslanie  C. 

L'idcnlilc  (3)  peut  elrc  iiiisc  sous  la  forme 

da        da 

dx  _dx  _ 
M  ~  iN   ~  **' 

en  designaiU  par  u  cliacun  de  ces  quolienis.  Oii  lire  de  In 

da  da 

dx  dy 

donc 

da  r=('  (Mr/rH-INr//), 

Ainsi,  il  cxiste  toujours  un  Jacteur  v,  fonction  dr.  x 
et  de  y,  propre  ä  rendre  le  p rentier  menibre  de  Vequn- 
lion  une  differenlielle  exacte. 

Quand  Oll  saiira  trouver  ce  facteur  et  lintegrale  //  de 
la  dillercntielle  totale  w  {Mdx  -h  i^dj),  // =  C  sera  Tiu  • 
tegrale  de  l'equalion  (i). 

532.  //  existe  une  infinite  de  facteurs propres  a  rendre 
le  prender  niemhre  de  Vequation  (i)  une  dijjerentielle 
exacte.  En  elTet,  si  iious  mulliplions  les  deux  meinbres 

de  i'equation 

V  { M dx  -\-^dy)i=  da 

par  vinc  fonclion  quelconque  de  u,  9  ("),  ü  vienl 

('(j)  ( u)  ( Mdx  -f  Nrfj)  =  ^  (w)  du  =  dJfSf  ( u )  da. 

Ainsi,  ^^{li)  [Mdx-^-'^dy)  est  encore  une  dirtereniiellc 
exacte,  etle  facteur  v a^ [u]  \o\x\i  de  la  meuie  propriele  que 
le  facteur  \'. 

ExEMPLE.  xdy  — ydx  =  o.  Gelte  equalion  doniie 

dr       <Jr-  y 

—  =  —  )      (1  ou       V  =  Cr,      Oll      -  =  L  =  K. 

Le  facteur,  r,  le])Ius  simple  qui  rendxr/) — J  dj.  une  dif- 
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förentiellle  exaclc  csL  donc  — •  Toul  autre  f'acleur,  v'f{u), 
est  de  la  forme  — -»  (  - 


Ainsi  (p(u)  =  ~  donne  le  facteur  —  et 


xy 

y  X  X 

o(i/)  =: r  donne  le  facteur  — ; r  et 

^  ^    '       i  +  u-  x^  -r-y 

xdy  —  y  dx        ,  y 

x^  -+-y'^  X 

533.  Reciproquement  tout  facteur  Y propre  ä  ren- 
dreMdx-\-Ndy  une  differenlielle  exacte  est  de  la 
forme  voi^u).  En  effet,  soit 

on  a 

v{Udx^  ^dy)  =  dir, 
donc 

(0  d\]  =  ^-du. 

Soit  u  =:  J\x,  j-').  Si  Ton  tire  de  cette  equatlon  la  va- 
leur  de  y  en  fonction  de  u  et  de  x,  et  qu'on  la  porte  dans 
la  valeur  de  U,  on  aura 

U  =1  'Ij  ( u,  X ),      d{]  =  -7-^  du  -i — r^  dx ; 
'  '  du  dx 

cette  expression  de  la  differentielle  totale  du  doit  etre 

identique  ä  sa  valeur  (i);  or  cela  exige  que  -—  soit  nul, 

et  que  la  fonction  ^|/,  independantc  de  ^,  soit  une  simple 

d^ 
du 


lonction  de  u-^  il  en  sera  de  meme  pour  sa  derivee  -—} 

,     ,     ,  V 

qui  est  egale  a  -• 

öSi.  D'une  maniere  generale,  u,  U,  q  etant  des  fonc- 
tioiis  dun  nombre  quelconque  de  variables^  si  Vau  a 
Stlrm.  —  Aii.^  II.  "^ 
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dU  =  r/du,  on  ««/«  Ü  = '^(m);  car  cn  elirninant  iine 
de  ces  variables,  x  par  exemple,  on  pourrail  ecrire 

U  ='!,(u,y,  z...). 
Or,  dlJ  nc  peuL  se  reduire  identiquement  ä  rjdu  que 
si  (|>  est  independant  de  ^,  z,...  et  se    reduit    ä    une 
fonction  de  u. 

53o.  Si  deux  facteurs  \  et  i^  rendent  differentiellc 
exacte  Vexpression  Mdx  -\-^dj,  leiir  rapport  egale  ii 
une  conslanle  sera  Vintegrale  de  Vequatioii 


Car  de 


on  lire  u 


RU/.r  H-  Nf/7=r  O. 

V 

—  =C,         OU        (p(k)=:C, 


DETERMINATION    DU    FACTELR    V. 

536.   I.a  condition  necessaire  et  suflTisaiUe  pour  que 
V  [M.dx  -\-  ^fiy)  soit  une  dlfferenliclle  exacle  est 


d.c.M 

d.t'N 

dj    - 

dx 

ce  qui  revient  a  l'equaiioii 

di'         ,.  dv 
^  1                          dx            (ly 

fdM 

i>     

\dx 

dx 

Quoique  cetle  cqualion  soit  en  general  aussi  diflicile  a 
resoudre  que  la  proposee,  eile  peut  cepcndanl,  Jans  quel- 
ques cas,  servir  ä  irouver  le  facleur  u  : 

i"  Si  P- ne  doitdependrequed'unc  scule  vai  ial)le.  x  par 

exemple,  on  a  -—  =  o,  et  1  equalion  ( i )  se  rcduil  a 

dM        r/N 
I    dv  dy  d.r 

Par  hypolhese,  le  premicr  mcnibre  ne  depend  ([ucdcx-, 
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donc,  on  doit  avoir 

flM        r/N 
(ly         (Ix 


JN 


■■f[^)' 


Celle  condilion  est  süffisante  5  car  si  eile  est  remplie,  on 
satisfeia  h  l'equalion  [■>.)  cn  prenanl 

Le  calcul  est  jilus  simple  si  Ton  suppose  N  =:  i,  c'est- 
a-dire  si  Ton  met  rc(juation  proposee  sous  la  forme 
flj  -h  ISldx  =  o,  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

d'oü 

M  =  Pj4-Q. 

L'equalion  proposee  devient 

^  +  Pj  -t-  Q  =  o. 
cix 

II  suffit  donc,  pour  reudre  differentielle  exacte  le  pre- 
mier  membre  de  cetteequalion,  de  le  mulliplier  par  e^'^^''^. 
On  a 

eS^äx  '_Z  _|-  PycS^'J^  -f.  Q 6'Jl'''^  =  o  ; 
(Ijt 

d'oi'i  (4-99) 

e /'"'/- j  +  /  Q  ''■'^''^  '/-^  =  c. 

C'esl  le  cas  de  l'equalion  lineaire  (511). 

2°  Si  le  facteur  v  est  de  la  forme  XY.  X  etant  une 
fonction  de  x,  et  Y  une  fonciion  de  jy,  on  a 

dv  f/X        dv  dY 

—  =Y— — 5          -—  =2  X    -r— ? 

rt.r  clx  df  elf 

c?t  l'equation  (i)  revienl  ä 

Xc/x  Y  dy         dy  dx 
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Si  cette  condilion  esl  reniplie,  on  aura 

537.  LVmplol  du  facteur  p»  donnc  les  melhodcs  prc'-- 
cedemmeut  exposees  :  ainsi,  la  Separation  des  variables 
dans  l'ecjualion 

XYr/^  +  X,Y,r/jz=o, 

oü  X  el  Xi  designent  des  fonclions  de  x,  el  Y,  \,  des 
fonctions  de  jy,  revient  ä  mulliplier  requation  proposee 

par  le  facteur  :^-Trp' 

La  transforniaiion  employee  dans  l'inlegraiion  de  l'e- 
qualion  homogene  revient  aussi  ä  la  determinalion  d  nn 
facteur  f[ui  rend  Ic  premier  mcmbre  integrable.  En  cflet, 
l'equalion  (3)  du  n"  506  n'est  autre  chose  que  lequation 
proposee  divisee  par  .x"'+'  [9(2)  -\-  ^'^  {^)]'  En  rempla- 

cant  z  par  -?  x'"'^  (  -  )  par  INI,  x'"  ^  (  -  1  par  jN",  on  \o!t 

que  le  facteur  v  est,  dans  ce  cas, 


M  a  4-  JN  j)- 


II  est  d'ailleurs  facile  de  verifier  que  '-— rr-^  est 

alorsune  differentielle  exacie.  II  sulfit,  pour  ccla,  de  ile- 

montrer  quo 

f.I  N 

d —       d 


M.r-HiNj  Rlx+iNj 


dy  d.r 

Celle  equation  revient.  apres  (luelques  Iransformalions, 
ä  la  suivantc  : 

/    ds\        dyi\      ,,  ;    </y        r/\\ 
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OU 

NM  m  —  NM  in  =  o, 

rar  Ics  fonclions  INI  et  N  etant  homogenes  et  de  degre  ui, 
Dil  a  identiqucaiont  (I,  178) 

r/M  r/M  ,^  r/N  r/N 

X  — \-  r  — -  :=  Mw,      X  — 1-  r  -—  =:Nw. 

r/.c  r/j-  r/j:         "     dj 

Si  le  premier  raenibre  de  l'equation  homogene  est  deja 
une  differenlielle  exacle,  on  pourra  prendrepour  premier 

facteur  i,  et  pour  second —  •  Lcur  rapport,  egale 

ä  une  constante,  donnera  Tintegrale  qui  seia,  parconse- 
qnent, 

M  j:  -+-  N  j  =  c . 

EXERCICES. 

1 .  ajdx  -f-  bxdf  -\-  x"'y"  [cydx  -\-  exdy)  —  o. 
Solution  :   Le  iremier  binöme  devient  integrable  lorsqu'on  le 

mulüplie  par  a""'/*"'  o[x''y'')^  et  le  second  par  — ^'  ,,  ■  iiix'y'). 

X   j 

On  peut  determincr  les  fcnctions  <p  et  -li  de  teile  Sorte  que  ces  doux 
facteurs  soient  eiaux. 

2.  Trom'er  le  fi  ctcw  d^iiitegrabdite  de  requntion 

lyX  -\- x)  dx  -\-dj  =  o. 
Solution  :  r-^. 

3.  Trouvcr  le  facteur  dUntegrabilite  de  Vequation 

( I  —  x^y)  dx  -h  r^  [y  —  x)  dy  =  o . 

Solution  :  — • 
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QUARäNTE-TROISIEME  LECON. 

SOLUTIONS  SINGULIERES  DES  fiQUATIONS  A  DEÜX  VARIABLES. 

Commenl  elles  sc  deduisenl  de  rinlcßrale  generale.  —  Solutions  singu- 
lieres  obtenues  au  moyen  du  facteur  qui  rend  integrable  le  premier 
membre  de  l'equation.  —  Exemples  de  Solutions  singulieres.  —  La 
Solution  singuliere  est  renveloppe  des  courbcs  represcntces  par  l'equa- 
tion integrale. 


COMMEIVT  LES  SOLUTIONS  SIKGULIETIES  DES  ^QUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  D^DUISENT  DE  l'iKT^GP.ALE  Ctvt- 
UALE. 

538.   Seien i 
(i)  Mdx  -\-  ]^df=:  o     ou      -j-  z=f[x,y) 

une  equalioii  diflercutiellc,  et 

(2)  Y{x,y,c)=o 

son  integrale.  Diflercntions  celie  dcrnieic  cqualiou  par 
rapport  ä  x  \  nous  aureus 

(3)  1^  =  _^. 
^    '  dx  d^ 

Si  l'on  elimine  c  enlre  colle  equation  el  la  precedento, 

d? 

on  doii  oblenir  requatioii  (1),  ce  qui  cxigc  (jue  —  de- 

vicnue  idenlique  a  —  quantl   on  roniplace  dans  co  quo- 

ticnt  c  par  sa  valcur  liroe  de  requalion  [0.].  cl  celle  eli- 
niinalion  conduirait  encorc  ä  une  identite,  lors  memo 
quc  c  scrail  une  foncüün  de  x  el  de^. 
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539.  Cel^.  pose,  je  dis  que  si  l'oii  coiinait  l'integrale 
F(.r,j,  c)  =  o  d'une  e([ualion  differenliellc ,  oii  [xui 
determincr  les  solulions  singulieres  de  celle  etjualiou. 

Soit 
(4)  ?(-^,r)=o 

une  Solution  singuliere,  c'est-a-dire  une  equation  qui 
salisfasse  ä  requaüon  (i),  niais  qui  iie  puisse  sc  deduire 
de  l'inlegrale  generale  eii  atlribuaiit  ä  la  coustanie  une 
valeur  parlicuiiere.  On  peut  faiie  rentrer  requalion 
cp  {x,j)  =  o  dans  celle  integrale,  eu  y  reraplacanl  c  par 
une  fonclion  convenablc,  car  il  suflit  de  poser 
l5)  F(.r,  j,  c)  =<p(x,  j), 

d'oü  Ton  deduit  la  valeur  de  c  en  fonclion  de  x  et  de  y. 
Gelte  valeur  etant  determince,  si  l'on  diÜerentie  lequa- 
liou  (2)  par  rapport  a  x,  on  aura 


d? 

f/F 

dy 

dF  de 

h 

, „ 

—  + 

— 

=  0; 

dx 

dy 

dx 

de  dx 

d'ou 

l'on  lire 

d¥ 

dF 

dy 

dx 

~di 

de 

(6) 

Tx  ' 

—  ~ 

'  df~ 

~  dF' 

dx' 

L'elimination  de  c  enire  les  equalions  {1)  et  (6)  doit 
conduire  ä  l'equalion  -j-  —  /{x,  j).  Donc  requalion  (6) 

dF 
se  reduil  ä  J-^  =f[x^y).  Or,  —  J—  se  reduit  ä  /(j;,  j) 

quand  on  remplace  c  par  sa  valeur  tiree  de   1  equaliou 
F  (j?,  JS  c)  =  ü  (538) ;  donc  on  doit  avoir 

^F 

de     de 

^''  dF    dx 

equation  ä  laquelle  il  faut  joindre  F  {x,j.,  c]  =  o. 
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Le  Systeme  de  ces  dcux  equations  se  ramene  aux  deux 
suivants  : 

(I)    )  ;z?^°'  (II)  {  ;7f~°' 


(F(x,j,  c)=o,  ^/J 

F(jr,  j,  c)  =  o. 

Or,  le  premier  Systeme  donne  c  =  uiic  conslante,  et,  par 
suite,  on  relombe  sur  Tinlegrale  generale. 
Le  second  se  partage  vn  deux  : 

(III)   j  "^~"'  (IV)  )7iy'~'^' 

{  F{.c,jr,c)=o,  {  F{x,  r,  c)  =  o. 

En  eliminanf  c  entre  les  deux  equations  de  chacun  de  ces 

deux  derniers  systemes,  on  obtiendra  les  Solutions  sin- 

gulieres  de  l'equation  proposee,  pourvu  qu'on  omette  les 

valeurs  de  c  qui  rendent  simultanement  nullcs,  ou  infi- 

,       ,         P         .         f/F    rfF  , 

nies,  les  deux  ionctions— — 5  -^—1  parce  que  la   premiere 
ctc     dy      ^  '  ' 

des  equations  (II)  se  presenterait  sous  la  forme  illusoire 
-  =1  o.  ou  —  =  o  :  il  faudra  aussi  reieter  les  Solutions  qui 

O  CO  ^  ' 

rentreraient  dans  l'integrale  generale  en  attribuant  ä  c 
une  valeur  constante. 

Ainsi,  on  ohiiendra  les  Solutions  singitlieres  (l'uno 
ef/uafion  flijjerenl teile  du  premier  ordre  cn  elinünant 
la  constaute  enlre  V  integrale  generale  et  sa  deriiee  par 
rapporl  a  In  constante,  egalee  ä  zero,  ou  Inen  entre  cette 
Diente  integrale  et  sa  deri\'ee  par  rapport  ä  y,  egalee  ä 
dinjini. 

oiO.  Quelle  que  soii  la  forme  sous  laquclle  sc  presenie 
l'equation  intei^rale  F  (.r,  j  ,  c)  :=  o  ,  rapplicatiun  des 
regles  precedenles   doit    toujours    conduiie   ;iu\   inemes 
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dF 

'de 
Solutions.  En  etlel,  le  rapport  —  -  restera  toiijours  le  ineme 

dy 
quand  on  climinera  c  au   inoycn  de  rTquaiion   F=:o, 
quoique  chacuiie  de  ces  derivecs  changc  quand  on  trans- 
forme  celie  equation.   Car  en  regardantj^  coninie  une 

fonctiou  de  c,  on  a 

clY_ 

de         dy 

valeurqui  sera  toujours  la  meme,  quel  qucsolt  F.  Ainsi, 

lorsqu'une  transformation  de  requalion  F  (^,  J',  c)  =  o 

dY 
fera  perdre  des  Solutions  ä  l'equation  —  =  o,  eile  les  fera 

,  .     ,  p  .         .       -/F 

acquerir  a  1  autre  equation  ——  =  'X)  . 

solutioks  singtjlierf.s  dl^duites  du    facteru   qli  rend 
ijn'ti!:grable  le  Premier  membre  de  l'^qlatiüx. 

541 .  Si  Ton  met  l'integrale  sous  la  forme  n  —  c  =  o, 
on  aura 


d? 

~d? 

I 

~  d7, 

^ 

d7- 

Ainsi,  toutes  les  Solutions  singulieres  seront  donnees  par 

l'equation  —  =  o.  Mais  — -  n'est  autre  que  le  facteur  y 
^  du  dy 

par   lequel  dy — f[x,j)dx    dcvient  une   dilTerentiella 
exacte  (otil).  Donc  l'equation 
I 

-  ^  O,       DU       V  =  X> 
0 

conlient  toutes  les  solutions  singulieres. 
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EXEMPLES    DE    SOLUTIONS    SIKGULltRES. 

542.  1" 


xilx  -h  ydjr  ■=  dy  \jx^  -^  y^  —  «' 


Divisons  par ^Ar*-hj*--rt^,  il  vient 

j  x(lx  -T-  ydr  • — 

dy  =  — —  =  (l  ^x-  ~  y'  —  a\ 

donl  rinlegrale  est 


jr  -+-  c  =  sjx'  -t-  y'^  —  «S 

DU 

icy  -'r  c-  -^  a'  —  X'=^  o\ 

on  aura  donc 

dV  dY 

de  -^  dy 

Celle derniere  equation  ne  conduirait  qu'ä  la  valeur  illu- 
soirej'  =  cc  .  La  premiere  donne  c  =  — j,  et,  par  suite. 

.T-  -hl  -  —  <7-  =  O, 

Solution  singulit're.  Gelte  Solution,  qui  rcpresente  une 
circonference,  liest  pas  comprise  dans  rinlegrale  gene- 
rale, puisque  cellc-ci  represente  une  suile  de  paraboles. 

Comme  le  facteurP'  est  on  voit  bien  que 

\lx-  -+-  y^  —  a' 

la  Solution  singuliere  correspond  ä  p»  rrr  oc  . 

543.   2°  Trouver  la  coiiibe  dont  la  noinialc  a   une 
loiiij'iieur  cofiitante. 

J^equalion  differcniielle  est 

dou 

ax  =  —  , 


X  —  c 

d?~ 

X 
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et,  par  suile, 

equaiion  d'uu  cercle.  Pour  avoir  les  Solutions  singulieres, 
il  faut  poser 


=.  o;     crou 


ei,  par  suite , 

(3)  r=a\ 

Oll  oblicndrait  encore  Celle  solulion  eu  egalanl  ä  l'in- 

fini  le  facleur  -^=  par  lequel  il  faut  inulliplier  l'e- 

V'j'  —  "' 
qualion  proposee  pour  separer  les  variables. 

11  est  ä  remarqncr  que  los  deux  drei  les  represenlees 
par  l'equalion  (3)  sonl  tangeiiles  ä  loules  les  circonfe- 
rences  que  represenle  Tinlegrale  generale  (2). 

544.  S''  Troiiuer  une  cotirbe  dont.  les  tangentcs  soient 
a  une  dlstance  co/isfaiitc,  «,  de  rovigine„ 

L'equalion  de  la  langenle  nienee  par  un  poinl  quel- 
conque  {x^  j)  de  la  courbe,  elanl 

l'equation  dift'erenlielle  du  probleine  sera 
J  —  P-^  _ 

V/ 1  H-  P^ 

ou 


( I )  Y=  pr  -+-  «  v/  I  -4-  p-. 

En  difleientiant  par  rapport  a  x^  on  a 

ap 


O  ^=  dp  [  jr  -\ 3 


'-()  cot  HS    IJ  A>ALVSE. 

equalioii  qul  sc  deconipose  en  deux  ('fjuations  : 

ap 

dp  =  o,     X  -\ -  -  =  o. 

La  premiere  donne  p  z=  c,  d'oü 

(2)  j  =  ex  -i-  a  \J  i  -^  c'. 
La  seconde  donne 

(3)  x  = 


sJi^P' 
celte  valeur  etanl  porlce  dans  l'equalion  (1),  il  cn  rcsulle 

(4)  J 


clevant  au  carre  et  ajoulant  les  equalions  (3)  et  (4)i  on  a 

(5)  x=-<-j'=fl'. 

La  Solution  generale  (2)  represente  une  infinite  de 
droites,  et  la  Solution  singuliere  (5)  une  circonference  ä 
laquelle  loutes  ces  droites  sont  tangenles. 

545.   4" 

dy 

(■)  ;r.  =  '-'•-"'"• 

Les  variables  se  separenl  iminediatement,  et  Ion  iromc 
poiir  l'inlegrale  generale 

(2)  (j— rt)'-"— (I  — n){x  —  c)=^o. 

Pour  obtenir  les  Solutions  singulieres.  on  poscra 


dY 

de  1 

dV_  ^  ( J  -  a  )-" 
dy 


^j  — u/'  =  o. 


d'oü  Ton  deduit,  cn  supposanl  ii  >  o, 
(3)  y  =  a. 
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Gelte  equation  represcntc  uiie  Solution  singuliero  si  ri 
esi<^  I,  car,  daus  ce  cas,  on  ne  peut  pas  dciduire  y  =z  a 
de  l'integrale  generale.  Si  n  est  ^  i^  y  =  a  n'csl  plus 
une  Solution  singuliere,  puisque  röquation  integrale  etanl 
mise  sous  la  forme; 

jr.  —  c 

on  oblient  y  =  (i  en  faisant  c  =  co  .  Enfin,  si  «  =l  i, 
l'inlegrale  generale  est y  —  a  =  cn' ^  qui  devient^'=  a 
pour  c  =  o,  et  il  n'y  a  pas  non  plus,  alors,  de  Solution 
singuliere. 

On  verra  facilemcnt  que  l'liypothese  ii  <^o  ne  donne 
aucune  Solution  singuliere. 

o46.  5*^  Trouver  une  courbe  teile,  que  le  prorhdt  des 
perpendiculaires  abaissees  de  deux  poinis  fixes  F  et  F' 
sui  la  tansente  soit  cotistiuit  et  egal  ä  b^. 

Prenons  pour  axes  la 
droite  FF'  et  une  perpendi- 
culaire  elevee  au  niilieu  de 
cette  ligne.  L'equation  de  la 
tangenle  est 

Y-r  =  pix-x), 

et,  par  suile,  les  perpendicu- 
laires    abaissees    des    poinis 
donnes  sur  la  tangenle  seront,  en  designant  OF  par  c, 


DU  aura  donc 


r  —  P^  4 

V/7T7 

0'  = 


/.c 


(y 


F'il': 


p.x) 


P 


/ 


v/ '  -i-  P' 


\+p^ 

{r-pxy=:b--h  l>=-h-C=) 
et,  si  Ion  pose  b'  -h  c^  =  «', 

j-=  px  -i-  ^/b^-\-a^p^, 


d' 


<0 
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equation  dune  forme  connue  (o27).  En  la  differeiitiant, 
Oll  aura 

(2) 


O  z=z  dp  l   X  -\- 


"  r 


v/6'  -I-  rt'/>' 

ce  qui  donne  d'abord  dp  =  o,  d'oü  p  =  conslanle  =:  m. 
L'inlegrale  generale  est  donc 

(3)  y  =^  mjc -\- \ci' in- -r- b'. 

On  salisfait  encore  a  requaliou  (2)  en  posanl 

fi^  p 


(4) 


sj  b''  ->r  a'^ p 


En  cliniinanlp  entie  les  equations  (i)  et  (4),  on  aura  la 
Solution  siniiuiiere 


(5; 


equalion  d  une  ellipse  c[ui  a  pour  tangenles  Ks  droiles 
represenlees  par  Tinlegrale  generale. 

54-7.  6'^  Trouver  une.  courbe  teile,  qne  la  poi  tion  de  In 
pj^    jjQ  tangente  TS  compn'se  entre  les 

deux  axes  soll  egale  ä  une  lon- 
gueiir  conslanle  a. 

L'equalion  de  la  langen le  est 
Y-_y  =  p[\-.r„ 
et  1  on  a 


0T  = 


p.r  —  r 


OS  =;  ^-  —  px  j 


d'oü,  a  cause  de  ÜT  -{-OS   =  TS  , 


(r-/.x)'(i-4-/.' 


ä'p^ 


On  aura  donc 

puis,  en  dilVcrcnliant. 


VI  -^p'' 


o  =  dp\.> j.    . 
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D'abord  dp  =  o  donnc  p  =  c,  el,  par  suitc, 

/IC 

V  I   -r  ^ 

l  integrale  generale  represenledoiic  uneinfinile  de  (lioii  CS. 
La  Solution  singuliere  sera  donnce  par  rc'quation 


Si  Ton  substitue  cetie  valeur  dans  requalion  (i),  on  aiua 

ap  an 

y  ——  ~~ 1 i 

eliniinant  /:>,  on  aura 

(3)  .r^"  +  j^=:«l 

Celle  courbe  est  repicycloide  obtenue  en  faisant  roulcr 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple.  En 
elfet,  soient  M  lepoint  de  la  circonference  mobile  qui  elait 
place  primitivement  en  A,  el  K  le  poinl  de  conlact  actuel. 
On  sait  queKiNl  est  la  normale  de  repicycloide  au  poinl  M^ 
et,  par  suite,  que  MH  est  la  tangente.  Or,  l'angle  THK, 

qui,  dans  lepetit  cercle,  a  ponr  mesure  -arcKM  ou-  AK, 

aura  pour  mesure  2  AR  dans  le  gi'and  cercle.  Donc  l'angle 
THK  est  double  de  l'angle  AOK,  et  le  triangle  TOH  est 
isocele.  On  a  donc  OH  =  HT.  11  resulle  de  lä  qu'on  a 
egalement  OH  =  HS  5  et ,  par  sui  te  ,  TS  =  2 OH  =  OK . 
Ainsi,  TS  conserve  bien  une  grandeur  constante. 

LKE  S0LUT103V    SIWGXJLlkRE    BEPR^SENTE     LEKVELOPPE     DES 
COURBES    DONKEES    PAR    l'int^RALE    GENERALE. 

548.  On  a  du  remarquer  que  dans  tous  les  exemples 
traites  plus  haut  (o42  et  suiv.),  la  Solution  singuliere 
etait  Tenveloppe  des  ligues  representees  par  i'inlegrale 
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generale.  Nous  allons  demonlrcr  qu'il  doil  toujours  en 

etre  ainsl.  Soit 

F(x,  r.  c)  =  o 

l'integrale  generale.  Elle  represenle  une  suile  de  courLes 
donl  l'enveloppe  s'oblienl  (I,  247)  en  eliminanl  c  entre 
Celle  cqualion  et  sa  derivee  par  rapporl  ä  c.  Or,  cest 
precisement  le  calcul  qui  founiil  la  solulion  singuliLTt*. 
Le  liieorenie  est  donc  demontre 

Par  clia(pic  point  de  la  courbc  A  qui  represenle  la 
solulion  singuliere  passe  l'une  des  lignes  B  comprises 

dans  rinlegrale  generale.  Or,  cn  ce  point  --  a  la  meme 

valcur  pour  les  deux  courbes  A  el  ß,  puisque  Icurs  equa- 
lions  salisfonl  loulcs  deux  ä  Icqualion  dilTerenlielle. 
Donc  on  peul  oblenir  lequalion  de  la  courbe  qui  repre- 
senle rinlegrale  singuliere  en  ccrivanl  que,  pour  cliacun 
de  ses  poinls,  l'equalion  dilTerentielle  proposee  donne 

deux  valeurs  egales  pour  -j-- 

EXERCICES. 

SOLITTION   SINGULIERE  : 

(.r +_r)'—  4«)-=  o. 
2.  f^  =  -ix-+-i, 

j=  +  x'  =  o, 

satisfont  h  Veijualion  dißcrcnücllc  .?y^-i-  ^*^''/7.~-'  "=  °- 

Ccs  integrales  sont-cllcs  singulii'rcs,  oit  particitliercs  ? 

Solution  :  La  premicre  est  une  solulion  parliculierc,  et  la  secondc 
une  Solution  singuliere. 

(ly       ,  ,.  r/)-' 

(tx  (Ix 

Solution  siNGULiiiUE:      y^  =  \  -\-  .r'. 
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QUARANTE-QUATRIEME  LECON. 

EQÜATIOJsS  DIFFfiRENTIELLES  DUN  ORDRE  QÜELCONQUE. 

Existence  de  riiitpgrale  d'une  equation  difTercnlielle  qiielconque.  —  Con- 
dilions  qiie  doivenl  remplir  les  constantes  qiii  entreiil  dans  lintegrale 
generale.  —  Integrales  de  divers  ordres  d'une  equation  difTercnlielle.  — 

Integration  de  rcquation  =  i'. 

äx'" 
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549.  Considerons  une  equation  differenüelle  de  l'or- 
dre  m  resolue  par  rappori  a  la  derivee  de  l'ordrele  plus 
eleve 

Celle  equalion  deteimine  — —  ou  d  — — —i  quand  on 

dy  c/'""'  y 

connait  les  valeiirs  dej; ,  -y-^  •  •  •  ?       ^_,  pour  une  valeur 

de  X.  On  pcut  donc  se  donner,  pour  x  =  a,  des  valeurs 

arbitraires  h,  h' ,  h\.. .  ,  U—'^  de  r,  ^,^,...,^^. 

Maintenant,  si  Ton  donne  ä  x  un  aceroissement  dx,  les 
accroissements  dej^  el  de  ses  derivees  seront 

dy  d'"~'^  Y 

dy  z=z  b'  dx,      d  ---  =  b"  dx,  .  .  .  ,      d  — "—  =z  ^i"'-')  dx^ 

dx  dx"'   ' 

et l'accroissenient  de— — ^seraensuite  donne  parrequa- 
dx'"^^ 

tion  (i). 

On  delerminera  de  meme  la  valeur  de  j'  et  de  ses  de- 
rivees pour  X  =  a  ^  idx,  x  =  «  -f-  3  dx ,  ....  Ainsi,  les 
valeurs  successivcs  de  y  sonl  delerniinees,  et,  par  con- 
sequent,  y  depend  de  x  el  des  ni  constantes  b.,  Z>', . . . , 

Sturm.  —  .in.,  II.  6 


Sa  COUP.S  d'analyse. 

5oO.  On  peut  encore  etabür  rcxislencc  de  l'inle- 
grale,  au  moyen  du  developpeinent  de  j  en  serie.  En 
düTercnliant  rdquation  (i),  on  obliendra  successivement 

los  cocflicicnts  differenliels-r — V  -; — rr'  •  ■  • '  cn  fonciiou 

de  X,  r,  -r'>  '  ■  ■■>  —. — T '•  soit 

^im+x  r  /  dr  d" 


<ir"-' 


=A     -2:,  r,  — - 


^lj.n,^2      •"  \    '- '  fU  dy-' 


{:r  —  aY 


(2) 


Mais  on  a  (I,  422) 

Romplacant  o  [x)  parj>',  o  [a)  par  ^,'y'  («)  par  Z>'. .  , .  , 
Oll  aura  donc 

r  =--  ^>  H-  ö'lx  -  fl )  +  ^"  (-'' ~  "^^^  -4- .  ■ .  +  /;'"■-" 

•'^  ^  '  1.2 

-t-/,(a»',  ...,^'"'-'') 


1.2  I  .  2  .  .  .  I  ///  —  1 ) 

(x  —  n)'" 

1.2.../« 

(■r-^)"'-' 

1  .  2  ...«/(///  -1-  I ) 

(.r  — «]"■-' 


I  .  2  ...</«  -h  2  I 


On  voit  encore  que  la  valeur  de  j  renferme  //;  con- 
stanles  arbiliaires. 

En  faisant  rt  =  o,  on  aurait  le  developpcmenl  de  liii- 
tegrale  suivant  les  puissances  ascendantcs  de  x  :  inais 
cette  valeur  pourrait  rendre  inGnie  la  fonction,  ou  qucl- 
qucs-uncs  de  scs  derivees,  cl  le  developpeinent  devien- 
drail  alors  impossible  sous  cclte  forme.  11  vaut  donc 
iiiicux  conserver  la  seric  (2)  sous  sa  ionne  la  plus  gene- 
rale, cu  choisissant  la  valeur  arbitraire  a  de  teile  sorle 
(ju'aucune  des  lonclions  ne  soll  iiilinie  pour  x  =  a. 
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5o4.  Rcciproquemeul,  toiite  eqiialion 

(3)  F[.r,   r,  r,  r',....,c('"-')]  =  o, 

qui satisfait  ä  l'equation  differentielle  donnee, et  qiii ren- 

ferme  ni  constnntes  arhilraires  au  nioyen  desquelles  U 

soif  possible  de  doniiei;  poiir  .r  =  a^  des  valeurs  arhi- 

111  7  f„.   1^   -      '^'>'  d"'--*  r  .  , 

traires  b.  ü  ,  .  .  . ,  t>'"'   ^'  rz  r,-^-  •  •  • ,  — ,  est  idcntique 

^    dx.  cIj^"~^  ' 

ä  Vintegrale  generale.  En  effet,  si  Ton  determine  ainsi 

les  conslanlcs,    on   aura   encore  pour  y  le   developpe- 

ment  (2)   puisque,  l'equation  (3)   salisfaisant  a  Tequa- 

d'"  Y    r/"'"^'  y 

lion  (1),  Ics  valeurs  de  —r^—^  — ■»  •  •  •  i  pour  j-  =  «,  ne 

^    '  ■  dx'"       f/x"'"*"'  ' 

dependronl  que  des  valeurs  ^,  h\  h" , .  .  .  ,  Z»^"'~'^ 

CO'DITIONS  QUE  DOIT  UEMPLIR  UNE  ^QUATION  POUa 
ETRE  l'iNT]c;GRALE  d'uJNE  EQUATIOJV  DIFF^RE^TIELLE 
DU    m""'"    OnDRE. 

552,  Pour  qu'uue  equation  renfermant  in  couslanles 
soll  l'integrale  generale  d'unc  equalion  differenlielle  du 
m'^'"*  ordre,  il  faul  que  ces  constaiites  soient  bicn  dis- 
lincles,  c'est  ä-dire  qu'elles  ne  puisseiit  se  reduire  ä  un 
nonibre  inferieur  ä  J7i.  Par  excmple,  l'equation 


semble  conlenir  deux  constantcs  arhilraires,  mais  en  la 
nieltaul  sous  la  forme 


/>«^ 


on  voit  qu'elle  n'en  renferme  qu'une  :  eile  ne  peuldonc 
pas  etre  l'integrale  generale  d'une  equation  differentielle 
du  second  ordre. 

Pour  s'assurerque  Ics  constantes  renfermees  dans  Te- 
quation  integrale  sont  distinctes,  il  suffira  de  cherclier  si 
elles  peuvent  etre  determinees  de  teile  sorte,  que  j'  et 
ses  m  —  1  premieres  derivees  aient  des  valeurs  donnees 

6. 
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quelconques  ^,  Z*', .  •  •  >  ^ '"~'^  pour  une  valeur  donnee 
ä  X. 

553.  Par  exemple,  soit 


011  cn  lire 

ds 

et  cn  lesülvanl  ces  dcux  c'qualions  par  rapporlä  c  et  ä  c', 
ie  denominalcur  coinmun  des  inconnucs  sera 

(a— a')  6-'^-^ '-'■'>  ^. 

Donc,  si  a  est  different  de  a',  les  valeurs  de  c  et  de  c', 
correspondanles  a  des  valeurs  «,  Z»,  Z>',  atlribuees  a  x,  y 

-^5  seront  iinies  et  delerminees,  et  clans  ce  cas  1  equa- 

tion  (i)  sera  rintegrale  generale  d'uue  ecjualion  difleren- 
tielle  du  second  ordre.  II  n'en  est  plus  ainsi  quand  y  =  7.', 
comme  on  l'a  vu  dans  rexemple  precedcnt. 

554.  On  reconnaitra  de  menie  quo 

j  1^  c  sin  a  .T  4-  c'  sin  a'  x 

est  rintegrale  generale  d'une  e([uation  differentielle  ilu 
second  ordre;  mais  requaliou 

(i)    j  =  csin  (x  +  a)  -I-  c'sin(x  4-  a')  -h  c"sin  (.r  -h  a") 

ne  peut  pas  ctre  rintegrale  generale  d'une  ecjuatiou  diffe- 
rentielle  du  troisieuie  ordre,  ear  on  a 

( 2 )  ~  =  c cos (.v-^-u)-\-c'  cos (x  -h  a')  -}-  c"  cos  ( x  H-  x"  \ 
clx 

(3)  — —  =  —  csin(.r  -4-  a)  —  c'  sin  (x  -f-  a')  —  c'siii   u.  -r  -<.  '. 

Or,  il  rcsullo  des  etjuations  (i)  et  (3) 

tl\r  _ 

dl^  —  ~"  >^- 
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et,  la  valeurdej'etant  deiermince,  on  ue  peutpas  donncr 

de  valeur  aibitrairc  h  '-^.  Ou  voll  d'ailleurs  surl'equa- 

tion  inenic,  en  recn'vaiu  sous  cette  forme 

j  =  (r  COSa  -f-  c'  cosa'  +  c"  cosa")  sin  J7 
+  (csina  -f-  c'sina'  -:-  c"sina")  cosx, 

OU 

jr  =  A  sin  j:  +  ß  cos.r, 
qu'elle  ne  renfermc  qiie  deux  constantcs  arbitraires  A  el  B. 

INTEGRALES    DE    DIVERS    ORDRES    d'une    6QUATI0N 

diffEremielle, 

Öoo.  Une  eijualion  differentielle  de  Tordre  /;/  a  pour 
integrale  uneequation  de  la  forme 

(i)  F[x,r,c,c',  c",...,c("'-K]  =  o. 

Puisque  les  constantcs  c,  c', .  .  .  ,  c'"'"'^  n  enlrent  pasdans 
1  equation  differentielle,  celle-ci  ne  peut  se  deduire  de 
l'equation  F  =r  o  qu'en  la  differenliaut  m  fois,  el  elimi- 
nantces  m  constantcs  entre  Tequation  (i)  et  les  m  equa- 
lions  differentielles  ainsi  obtenues.  Or,  cette  elimination 
peut  se  faire  de  plusieurs  raanieres. 

Si  d'abord  on  ne  vcut  eliminer  qu'une  constante  c,  on 
pourra  difierentier  l'equation  F=  o,  apres  l'avoir  mise 
prealablement  sous  teile  forme  qu'on  voudra,  puis  on  eli- 
minera  c  entre  l'equation  F  =  o  el  sa  differentielle.  On 
peut,  en  particulier,  resoudre  l'equalion  F  =  o  par  rap- 
port  ä  c,  soil//=c,  puis  differenlier  cette  derniere,  ce 
qui  fait  disparaitre  la  constante.  En  eliminant  ainsi,  tour 
ä  tour,  chacune  des  ni  constantcs  c,  c',  •  .  . .  c^'""*),  on 
obtient  m  equalions  differentielles  du  premier  ordre 
donl  chacune  contient  seulemenl  m  —  i  constantcs.  Ces 
equalions  sont  diles  fies  integrales  de  Vordrem  —  i . 

556.   Pour  eliminer  deux   constantcs  c  et  c',  on   peut 
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differentier  deux  fois  de  suile  l'equalion  F  =  o  :  on  a 
ainsi  Irois  equatioiis 

F  =  o,     dF  =:  o,     rl-  F  =  o, 

entre  lesquelles  on  eliminera  c  et  c' .  On   pcut  aussi  eli- 

miiier  c  entre  F  =  o  et  ^F  =  o,  puis  elimincr  c'  cnirt 

requalion  ainsi  obtenue  et  sa  differenlielle.  De  (juelque 

maniere  que  Ton  opere,  on  doit  arrivcr  ä  la  meme  equa- 

tion  diffcrenlielle  du  sccond   ordre-,  car  si  Ton  oblenait 

deux  equalions  distincles  du  second  ordre,  en  eliniinanl 

eil  Y 
entre   elles  -y^?  on  aurait  une  equation  du  premicr  ordre 

de  la  forme 

?    -^,1,  —^  c",  c"',...,  c:-  ')  Uzo. 

En  differentiani  /// — 2   fois  rette    equation,    on    aurait 

c/y             (!'"-'  y 
m  —  I  equalions  entre  x,  y,  -^i  •  ■  •  ■> et  ///  —  2con- 

stantes,  c'est-ä-dire   plus  d'equations  que   dinconnues. 

On   ue  pourrait  done  pas  se  douner  Ics  valeurs  de  j , 

dr  d'"-*  Y 

"7~'  •  •  • '  -; r  pour  x=  a. 

dx  dx"'~*  ^ 

En  eliminant  successivement  deux  des  ui  constanles, 

m  if/i  —  I )   ,  .  - .  ^- ,  ...       -  ,       , 

on  aura  — ^ equationsdiilerenliellesdu  second  ordre 

contenant  chacune  nt  —  2  constantes,  et  qu  on  nonime 

integrales  de  Vordre  m  —  2.  Trois  integrales  de  cet  ordre 

peuvent  remplacer  l'integrale  generale,  car  on  la  repro- 

,    .  M-     •  ^^      'h'       d"^  y 

uuit  en  climinant  entre  clles  -—  et  — -^• 

u.c         djc' 

557.  On  pourra  de  meme  eliminer  un  nombre  quel- 
conque  de  constantes  et  parvenir  ainsi  a  des  integrales  de 
Tordre  /// — 3,  de  Tordre  m  —  4>  *-'^t:-  ^'  Ion  eliinine 
toules  les  constantes  moins  une,  on  aura  m  equalions dif- 
ferentiellesde  Tordrc/«  —  i  qui  scrontdilcs  des  integrales 
du  preinier  ordre.  Si  entre  ces  ni  equalions  on  eliniine  les 
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,,  .    ,     '/)'    fi'r  d""'  y  ,,, 

m  —  I  dcrivces  -;-?  ——-■,  •  •  •  ■>  — — '---,  on  relrouvora  requa- 

tion  primitive  F  =  o  eulrc  x^j^c,  c',...,  c'"'~''.  11  suffira 
donc,  pour  integrer  requalion 

d'^r       ff  dr  d"-\r\ 

J'avoir  les  ni  equalions  integrales  du  premier  ordre. 

558.   Les  integrales  du  premier  ordre  permeltent  de 

determiner  les  constantes    c,  c', .  .  . ,  c^"'~'^   en   fonclion 

j  dr  f/""'  y  . 

de  X,  y,  y-»  •  •  •  >        ^^^_^  •  r>u  les  resolvant  par  rapporl 

aux  constantes  et  en  designant,  pour  abreger,  les  derivees 
dej'-  pav  y,  j'\. ..,  j^"'~^^,  on  aura  ni  equalions  de  la 
forme 

d'oü 

du        du     ,         du      ^^  du        d"'  y 

dv'^'d}^  ~^dy^'  "^        ^  f/j ("'-')  d^  —  ^- 

Mais 

on  aura  donc 

Celle  equation  doit  etre  identique,  car  aulrement  eile 
elablirail  une  relalion  entre  ar,  j',  j^', .  .  -,J^^"'~'^  et  l'on 
nepourrait  plus  se  donner  les  valeurs  (\ej,j\  . .  . ,  j^'"~*^ 
pour  X  7=  a. 

Ainsi,  les  equalions  du  premier  ordre  etant  mises  sous 
la  forme 

toutes  les  fonctions  «,  i<i,...,  salisfont  ä  une  meme 
equation  aux  derivees  partielles. 
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d'"Y 


lÄTtGRATIO>'    DE    L  tOLATIO-N  ——    =  V. 


539.   Soit  propose  d'inlegrcr  Fcqualion 

(IJC'" 

y  elant  une  fonclion  de  x.  Oii  en  deduil 

dx'"-'        J 

—  =z   I  d.r  I  vdx  -\-  cx  -^  c' , 

''^'"~'        J        J 

^  =:   j  dx  j  d.r  i  vdx  -+-  cx^  -)-  c'x  -!-  c^, 


^m-3 


dx" 

el  ainsi  de  suite.  Donc,  si  Ton  designe  en  gcneral  par 
/  i'dx"  Tintegrale   I  dx   l  dx.  .  .   j  vdx  qui  resulie  de 
n  integralions  successives  par  rapport  a  x,  on  aura 


-\-  C  X' 


(  2  )  J  =    j  vdx'"  -+-  CJL 

560.  L'inlegrale  multiple  quI  eulre  dans  la  valeur 
de  j'  pcul  s'exprinier  a  l'aide  d'uu  ccriain  nombre  d  in- 
tegrales simples.  En  eflet,  rintegration  par  partics  donne 
successivemenl 

I  dx  j    vdx  =z:  X  j  vdx  —    I  vxdx, 

I  vdx^  z=  ( .r'  I  vdx —  7.x  l  vxdx  -+-   l  v^-dxU 

jrdx'  --    ^—-  L'   \vdx  —  3  J-'  /  ^'xdx 

-i-  3  X  1  »'x'  dx  —    I  •  u '  dx  1 1 
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cl  ainsi  de  suile-,  d'oü  Ton  conclut,  par  iiiduclion, 


(3) 


{n  —  \){n—  2) 


(l.r"z=z x"~'   I  vdx —  (//  —  I  ).v"~-  I  i'xd.r 

I.2...(/?-l)L  ./  J 

r"-'  j  v.v'dx  —  .  .  .  ih  /  vx"-'  (Ix    ' 

Pour  elablir  la  generalile  de  celle  forinule,  il  sullit 
de  montier  que  si  eile  est  vraie  pour  unc  inl(%ralo  de 
l'ordre  7i,  eile  conviendra  encore  ä  uiie  integrale  de 
l'ordre  n -]- i .  Or,  on  peut  nietirc  requation  (1^)  sous 
cette  forme 


:dx 


/»'r/x''=  f/x"~*   1  i'dx  —  n  (n  —  l)  x"~-  I  vxi 
1.2...«  I  J  '  '  J 

n!ri  —  i)(n  —  '2)              C        ,  ^       f         ,  ,  "1 

H ^^ — .r"-3  I  vx'dx ±n  j  vx"-' dx    . 

Multipliant  Ics  deux  membres  par  r/x,  et  inlegranl  par 
parlies,  il  vient 

I  pdx"+^  =  \  ^"  i  '"''•^  ~  nx"-'   i  v.rdx 

„(n  —  i)        r  , ,  ,       r       ,1 

-\ x"~  '  1  vx^d.T  —  .  •  «rt:  nx  I  er"—'  d.r 

I  v.r"dx. 


r?  [n  —  i) 


Mais 


i  —  /?  -f- 


n  {n  —  1 " 


d=«  =  (i  —  i)"z=;i  =±i; 


done 


/cf/.r"-*-'  =  o:"  /  vdx  —  /?j:"~'   /  vxdx 
I.2.../^L       J  J 

H — ^  x"    ■  j  vx  dx  +  .  •  .  zfz  I  vx" dx  U 


ce  qui  elablit  la  generalile  de  la  forniule  (3). 

564.  Enfin,  l'integrale  multiple  ivdx"  peut  s'expri- 
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mer  par  iine  seule  integrale  simple.  En  eflfet,  donnons 
aux  inlegralcs  qui  entrenl  dans  Tegalite  (3)  les  limilesa 
et  x;  posons  p-  =f(^x),  et,  dans  lesecond  membrc,  rem- 

placons  X  par  z  sous  le  signe  /  : 


nous  aurons 


j    f{x)d.v=— ^— ^  L"-'  ^  f(z]dz  —  [n  —  \)jf--  f    z/{z)dz 

3    f\^/z^dz-...l 
in  -1 


(n-,](n-:t)^^_^ 


ou  bien,  en  faisant  passer  les  faeleurs  constants  sous  le 
signe  /  ,  et  remplacant  la  somme  des  integrales  par  unc 
integrale  unique, 

(4)      JJf{a:)dx-'=  ^^^^^'^^_^^£/{z){x-z]''-'dz. 

562.  Cctte  dernierc  formule  conduit  h  une  nouvellc 
demonstration  de  la  serie  de  Taylor.  En  rcmplacanty(j:) 
par  la  derivcey^^"+'^  (j:),  et  n  par  «  -h  i ,  on  aura 

/      y(r.+l)  (_^v  ^/_p„  +  ,  _   [ i    y(„+,)  (3j  (^^  _  ^Ydz. 

D\in  autro  cote, 

j  /("+')  (.r),/^«+'=/(.r)  -f[a)—f{a)[x-a) 


donr 

f.r  —  aV 


f[.r)=f[a)+f'{a){x-a)-^f"[a 


I  .2 


f.r  — «V 

'      ^'"^Of-^  [X  —  z'i'dzi 


^    ^   1.2...«  1.2...//  J,    •" 
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et,  si  Ton  posc  x  =  a  +  A,  et  ^  =  «  +  h(i  _  /), 
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QUARANTE-CINQUIEME  LECON. 

int£gration  de  quelques  £quations  dun  ordre 
quelconque. 

Equalions  de  la  forme /(    -—r,  i  — —  )  =o.  —  Equations  de  la  forme 
\  dx  äx     j 

fd"'-''y     d'"r\ 

f\  ^^)  1=0.   —  Equalions  susceplibles  d'abaissement.  — 

\  dx'"  '      dx'"  ) 

Applications  geometriqucs.  —  Equations  homogenes. 


tOL'ATIONS    DE    L\    FORME    /      — — >  -7-^      ^  O. 


S63.  Soit  d'abord  lequalion 


dx^  \  d.c 


En  posanl  —  =  /^,  on  aura  —  =^J  [p] ;  d'üü 

Si  Ton  pcut  lirer  de  cette  eqiialion  p  cn  foiicllon  de  x, 
on  aura 

et,  par  suito, 

(3)  j=ß{x)d.r  +  c'. 

Cette  equaliou  est  rinlegrale  generale,  car  eile  conlicnl 
deux  constantes  arbilraircs  c  et  c'. 

564.   Si  Ton  ne  peut  pas  tirerde  requallon  (2)  la  va- 
leur  de  p  eu  fünclion  de  x,  on  aura 
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d'oü 

on  climinera  cnsuite  p  cntre  Ics  equations  (2)  el  (4)- 

56o.    ExEMPi-E.    Troin'cr  la  courhe  dont  le  rayoii  de 
courbure  est  coiistant  et  egal  ä  a. 

L'cquation  differentielle  du  probleme  est  (I,  257)  . 
(.)  ^       ^^    -~ 

On  aura  donc 

et,  en  integrant, 

par  suite 

dj  =  pdx  ^= 

d'oii 

(3)  j  =  -— ^^  +  c'. 

En  eliminant />  entre  les  equalions  (2)  et  (3),  on  aura 

(4)  (.r-cY^:j--c'y  =  ^% 

equation  dun  cercle  dont  a  est  le  rayon. 

On  peut  aussi  tirer  de  requation  (2)  la  valeur  de  p  cn 
fonction  de  0:5  on  a 


dp 
dx 

dx 

adp 

3  •> 

[i+P'Y 

"P       ^c- 

V/i  -\-p- 

dj=f 

nix-     "P^^P^ 

X  —  c 

p  = 


)j  n- —  (.r  —  c)'' 

il  en  lesulte 

[x  —  c)  dx 

dy  =  -^^z^^=L=^=^ 
sla"—  \^x—  cf 
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d'oü,  cn  Ijile^ram, 


j-  —  c'  =  —  y/a'—  {x  —  Cj\ 
el  enfin 

(.r  —  cY  -1-  ( j  —  c';2  =  fl'. 

566.  Plus  gencralcment,  si  Ton  a  retjualiun 

ne  conienanl  que  deux  derivees  conseculives,  en  posant 

(l'o-'y  ,       (l"'j         dp 

dx"'-'         '  dx""         de 

lequalion  proposee  se  reduil  ä 
on  en  deduit  successivement : 

^P         rt    \  I  '^P  »  C  '^P 

^•r    •^^^^'  Ap)  JAp) 

Si  celte  derniere  equation  peut  ctre  resolue  par  lapport 
ä  /?,  on  aura 


p  =  <f[x)     ou 
el  (359) 


p  =  <f{x)      ou       -^—~  =  o{t), 


Si  p  ne  peul  elre  cxprime  cn  foiiclion  de  x,  on  aura 

d"-'  y 

Py 


dx"'- 
OU 


.  d""-^  y             ,           p  dp 
d  — —  =  /;  d.r  = ; 


donc 


-*  ~J  Ap) 
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Ell  mullipliaiu  par  dx  =^  ~ — r  et  integrant  de  nouvcau, 
on  aura 

et  ainsi  de  suile. 

tQUATIOKS    DE    LA    FORME  /  (  ,^^_^^  )  -j-^  j    =  O. 

567.  Soild'abordg=:/(j). 

En  multipliant  les  deux  menibres  par  "idj,  et  inte- 
grant, il  viendra 


(1)'= .//.).. 


d'oü  Ion  lire 

dy 


dx  = 


et  enün 

X  =  C'-^     1-—==^=:. 

J^c-^iff{r]dy 

568.    EXEMPLES. 

On  aura 

j  =  c  sin  (/7jr -h  c'l,      ou     j>-  =  A  sinwo:  +  B  coswx, 
A  et  B  designant  deux  constantes  arbilraires, 

On  aura 


2"  — ^  — «-j=o. 

dx^ 


l  drX"^  dr 

\dxj  ^y'-\-c^ 
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et,  en  integrant, 


(i)  y  -f- v'/'-T-  c=  =  cV'»; 

d'ailleurs  on  a  idenliquement 


d'oü 


(2)  _jK-+-s'j'-T-c-=^^". 

On  lire  des  equations  ( i)  et  (2) 

r=-c'c"'^ rc—'^,      ou      r  =  Ae'-'-t- B^-"*. 

2  2  c 

569.  Pour  ramener  au  cas  precedeiil  (o67)  les  equa- 
tions de  la  forme 

'd"'--y     d"'y' 


f 


dx"'-^      de"" 


fl"'—''  Y 

il  suffii  de  poser  - — V  =^P\  i^  cn  resulte 

^  (Lt"'    ■* 

et,  par  consequeni, 
dp 


ce  qui  donne 

Si  Ton  pcut  resoudre  cette  dcrniere  equation  par  rap- 
porl  a  />,  et  cu  lircr  p  ou  ^^^_^  =  o  (x),  1  integrale  ge- 
nerale s'oblicndra  au  nioyen  de  in  —  2  quailralurcs  (jui 
inlroduironl  ui  —  2  nouvelles  conslantes  arbilraircs. 

Quand  l'cipialiou  no  pcul  pas  eire  rcsoluc  par  rapporl 
ä  />,  on  opere  de  la  maniere  suivauie. 


QUAUANTE-CINQUli-ME    LECJOJV.  qy 

cli:' 


(lm-1  y. 

On  a  — — '—  =  £>,  d'oü  lesullc 


donc 


dx"'-'  J    ^(/J) 

On  trouvcra  de  meme 
d" 


dx" 

etainsi  de  suite.  On  arrivera  donc  ä  une  cerlaine  equalion 

(3)  y  =  ^{p), 

conlenant  ni  conslantes  aibitraires.  L'elimination  de  p 
enlre  les  equations  (2)  et  (3)  donnera  l'integrale  generale. 

6QUATIONS     QUI     PEL'VENT    s'abAISSER     A     UN     ORDRE 
INFliUIEUR. 

570.  Soit  Tequation  de  l'ordre  m 

/        d"y     d"+\r'  d'"y 

\^'  17''  Z^'""'   d^' 

d"y 
En  posant  —^  =  P-,  on  la  reduit  ä 
'  d.r" 

.  (  dp  d'"-''p 

\     '  ^'   dx  d.r"'~" 

Si  Ion  peilt  integrer  cette  equalion  qui  n'est  que  de 
l'ordre  m  —  /?,  et  ensuite  la  resoudre  par  rapport  ä  x,  ou 
ä  p,  le  calcul  s'achevera  comnie  dans  le  cas  precedeni. 

571.  Soit  I'equation 

/       dr    r/2  y  d'"y 

qui  ne  conlient  pas  x.  On  peut  cn  abaisser  Tordre  d'une 

Sturm.  —  An.,  II.  n 
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unite   on   prcnanl  j^  pour  variable  indepcnJanle  et  fai- 


sanl  ^—  ■=  p.  Uli  aura 

./  r.  I 


(ix 


fl-y        dp  dp 

<l.r^         dx  dy 

d^y  J^YTy)  ^  y£p         l±y 

dx'  dx  ''   dy'  \dy , 


d"  Y 

En  eeneral,  — —^  consideree  commefonclion  de  p,  sera 

^  '  dx"  ' 

du  [n  —  i)'«'"«  ordre;  en  substlluani  ces  valeurs  dans  l'e- 
qualion  (i)  on  arrivera  done  ä   une  equaiion  de  Tordrc 

VI  —  I 


(2)  M;^'/^';ä^""'  dy^-' 

doiil  Tinlegrale  renfermcra  m —  i  constanles  arbilraires, 
et  rintegration  de  requalion  rly  =  p  rix  fournira  encore 
une  autre  constante. 

APPLICATIONS    d^lOM^TniQlES. 

572.   Quelle  est  la  courbe  dojit  le  rajon  de  courbure 
est  en  raison  inverse  de  labscisse  ? 

L'equation  differenlielle  du  problemc  est  (I,  257)  : 

dp  1 X 

dx 

cn  appelaut  — le  produit  constant  du  rayon  de  courbure 

par  Tabscisse  du  point  correspondatit  de  la  couibe.  Ün 

deduit  de  la 

a''dp 
2  X  dx  = j- ) 
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et,  cu  inlt'grant, 


n  p 


d'ou 


P  = 


r      .r'  +  c)..... 

r  =      -==  +  c 


et,  en  inlegrant  de  nouvcau, 

c)  eh 

''cy 

Celle  equalion  represenle  la  courbe  affectee  par  une 
lame  elaslicjue,  quaiid  iine  de  ses  exlremiles  etant  fixee. 
l'aulre  exlremile  supporte  iin  poids  :  on  lui  donne,  pour 
cetle  raison,  le  noin  de  courbe  elastiqite. 

573.  Plus  generalement,  si  le  rayon  de  courbure  doit 
elre  une  fonctiony"(x)  de  l'abscisse,  on  aura  rcqualion 


d'oii  Ton  deduira 


et,  en  inlegrant, 


da: 


(.+.■)'    ^'■'' 


P 


N/rr 


P' 


r  dx 

JJV) 


Celle  equalion,  elant  du  seconddegre,pourra  elre  resolue 
par  rappori  ä  p.  Seit  alors  p  =  o  (j:),  ou  aura 


-/ 


J=  j  rf  {.t)  dx  -h  c' , 

equalion  de  la  courbe  chercliee,  qui  renferme  deux  con- 
stanles  arbilraires  c  et  c' . 

574.  l^ouver  une  courbe  dont  le  rajon  de  courbure 
soit  proporüonnel  ä  la  lojigueur  de  la  normale  com- 
piise  eiitre  la  courbe  et  Vaxe  des  x. 
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L'equalion  differentielle  du  proLleme  est 

dx 

n  designant  une  constanle  positive  ou  negative,  selon  que 
la  courbo  est  convexe  ou  coiicave  par  rapport  ä  l'axe 
desa:(I,  23o). 

En  prenantj^'  pour  variable  independanle  ei  rempla- 


(Ip  p  dp 

)  Uli  a 

'b'  _  "p  ffp 


cant  —  par  — --?  on  aura 
dx  '         dj 


On  tire  de  lä 


ou 


donc 


c  1 


7  =  ('+/''r; 


\/(?f- 


1  '^Y 

et  cn  rcuiplacant  p  par  -j-t 


dx 


(2)  r/.r  = 


VI  ■ 


-c'    - 


II  sufGlde  prendre  ce  radical  avcciesigne  H-,  car  le  signe 
—  coiiduirait  a  la  meine  integrale. 

Celle  equalion  peut  s'integrcr,  d'apres  la  tlieorie  des 
integrales  binomes,  quand  n  esl  im  nonibre  enlier,  pair 
üuinipair  (I,  353  et  3ü-ij. 
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Examinons  les  cas  parliculicrs  de  n  =  ±  i,  n  =±  i. 
1°  n  =  —  i  :  l'equaiion  differenliellc  (2)  devient 

«r  =  ■  ) 

et,  rinlcgralioii  donne 

(x  —  c')'-t- J'^J=C'. 

Gelte  equation  reprcsciUe  lous  les  cercles  qui   ont  leur 
ccntre  sur  Taxe  des  x. 

qP  n  ^=  i  :  dans  ce  cas,  oü  Ja  courbe  est  convexe  vers 
Taxe  des  x,  on  a 

cdr 

dx  =  — — '^^ —  •, 

et,  en  iniegrant 

Si  Ton  determine  h  de  maniere  que  pour  j' =  c  on  ait 
X  =  c',  il  faudra  que 

c'  =  c\c  -f-  k  ; 
d'oü 


X  

'-'  _  1  j  ^ 

-siy^ 

c 

—  c» 

c 

? 

ce  qui 

revienl ä 

y  - 

=  ce 

r-r* 

(«) 

^  v'j'—  <^^ 

c 

Mais 

.     (r-^ 

•  v/j- 

-c'}{y- 

-sly^- 

-c^)=c'; 

donc 

y  - 

z=  ce 

J"— c' 

(ß) 

-  \y^  —  c^ 

f 

En  ajoulant  merabre  ä  membre  les  equations  (a)  el  (ß), 
on  aura  pour  Fequation  de  la  courbe 


y        1 


-c[e   '     -he      '    ). 


Fi''. 
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Cette  equalion  est  celle  d'une  chainettc.  Par  consequent 
lo  ccrclc  cl  la  cliaineltc  sont  les  sculcs  courbes  dans 
lesquellcs  le  rayon  de  courbure  soit  egal 
ä  la  normale,  avec  celle  diflerence  que 
ces  deux  lignes  coincident  dans  le  cer- 
cle,  tandis  qu'clles  sonl  siluees  de  part 
Ol  d'aulrc  du  point  de  conlacl  dans  la 
chaineiie. 
3*^  w  = —  2  :  on  a  lequalion  dillerentielle 

dy  cly        JcY  —  r' 

dx  y 


dx  = 


vW 


Fij.   112. 


Or,  celle  equalion  represenle  (I,  249)  une  cycloide 

donl  la  base  esl  sur  laxe 
des  X,  et  dont  le  rayon  du 

cei'cle  generaleur  est  -•  On 

sait  en  effel  que,  dans  celle 
courbe,  le  rayon  de  cour- 
bure INIK  est  double  de  la 
normale  INl^i . 


4°  u  =  2 


vicnl 


dx  =  — . 


fcdy 


d'oü 


\'J 


{x  —  c'Y  =  /^c{y  —  r); 

Celle  equalion   represenle  loutcs  les  parabolcs  qui  ont 
Taxe  des  x  pour  dlreclrice. 


i^:quatioks  iiomogekes. 

575.  On  peul  abaisscr  dune  unile  Tordro  dune  equa- 
lion differenlielle  lorsqu'elle  esl  bomogene  par  rapport 
ä  7  et  ä  ses  derivees  ;  soit 

dy  d'"  r 

dx  d.r'" 


(') 


QUAKA,^Tl:-l;l^Ql  it.ME   hi:(;oj>(.  i  o3 

iine  teile  equation,  et  soit  ti  le  (legre  de  rhomogeneile. 
Oll  pouna  nieltre  Tecjualiun  (i)  sous  cello  forme 

,    ,  I         dx      d.i''  dx"'    I 

(2)  y"'^  V  •^•,  — »  '•••■> /  =  o. 

Faisons 

Y-  pfudz 

J    ^  i 


d'oü 


dx 

d-y ^j^  (du 


dx-  \  dx 

dx^  \  (l.i-  dx 


Ell  siiLsiituant  ces  valeurs  dansrequation  (2),  on  aura 
evidemineiit  uiie  equalion  differeutielle  de  lordrem  —  1. 

576.     ExEMPLE. 

d-y         I   dr        y 
dx''         X  dx        x^ 

Posant  j'  ^=:  e^"'^-',  et  siibsliluanl  Ics  valeurs  de  —  et  de 

d'r 

-j-^  Irouvees  plus  liaui,  on  aura 


da 

I 

I 

-j-  -r-  iC-  -f 
dx 

—  u 

X 

X- 

-  0. 

ou 

X  du  — -  u  dr 

n- 

1 

X-  I 

dx 

^^  — 

X 

Posons 

ux 

=  z,  il  vient 

dz 

z-  —  1 

\ 

Ix  ~^ 

X 

-  =zO, 

ou,  eil  st'parant  les  variables, 
dx  dz 


z-  —  1 
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rinlegralion  donne 

z  —  I  x''  -+-  r 


z -f-  I  X-  —  c  X  [x^ — cj 

11  s'ensuil 


/udx  =  / '■ ■  dx  ^=\c' . 
J  a:{x'—c)                          X 


d'üü 


_„/udx__ 


jr  =  c 


577.   On  Iraile  de  la  nieme  maniere  toule  equalion 

/       dr     d\y  d-j\ 

^i^';z^'  TZ7"--'  z^j^'^' 

qui  esl  homogene  par  rapporl  aux  indices  des  differen- 
lielles,  c'cst-ä-dire  dans  laquelle  la  sominc  des  iiidices 
des  differenlielles  de  j^  est  loujours  la  meme-,  car  si  ron 

posc  -p  =/',  l'equalion  deviendra  homogene  par  rapporl 

dp     d^n  d""—' p 


Ij     dy'  dj' 

ExEMPLE.    Soit 

d'y  ^,     ^  I  (b'\' 


;;=/w(£)' 


Cette  equalion  revient  a  p  -j-  =f[j  )  P'^  ou 

equalion  homogene  par  rapporl  a  />  et  a  ■-^.  bi  1  on  lau 

p  =  t/"''-',     tl'üii      ~-  =  ucf^'^.r, 

on  aura  ,  en   porlanl  ccs  valeurs  dans  rcqualion  (i)  et 
suppriniant  le  lacieur  coinniun  ei^'"'-', 


Q  U  AllAW  TE-Cl  i\  Q  V  lE.VI  E    L  E<;OiV  . 

donc 

p  —  -efnx)''f, 

et,  en  iiilegrant  de  nouveau, 

jc  =  c'  -i-  c  I  c-SI{T)<iy  dy. 

EXERCICES. 

\ .  Integrer  l'cquation 


1  dy '  clx  +  y '  dx'  —  y  d  ^y  dx       ^  ' 

oü  X  est  In  variable  independante. 

Solution  : 

X  —  c  -{-  ~d-i  cy  —  c'  -f-  arc  cos • 

c  y 

2.  Integrer  l'equation 

dx\ly  -  xds'd'y  =  adxds  \/{d'xY-i- [d^y)\ 


dans  laquelle  ds  —  yj  dx^  -\-  dy'\  et  s  est  prise  pour  variable  inde- 
pendante. 

Solution:  j= -c(,r  +  <7)^+ c'. 

3.  Trouvcr  la  coiirbe  dnnt  Ic  rayon  de  courbnre  en  citaque  pnint 
est  egal  a  la  distance  de  ce  point  a  itn  point  fixe . 

Solution  :  L'equation  du  premier  exercice  oü  Ton  metlrait  /•  et  9 
ä  la  place  de  y  et  de  x. 

4.  Integrer  l'equation 

dx'       •'  ^-^  '  dx  dx' 
Solution  : 


-J, 


'  'iL 

iJ-] 
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QUARANTE-SIXIEME  LECON. 

INTEGRATION  DES  £QUAT10NS  LINEaIRES  SANS  SECOND 
MEMBRE. 

Definition.  —  Proprieles  de  l'equalion  privee  de  sccond  membre.  — 
liquations  ii  coeflicients  constants.  —  Gas  des  racines  imaginaires  ine- 
gales. —  Gas  des  lacines  egales.  —  Methode  de  d'Alembert.  —  Aulres 
melliodes. 


d6finitio:v. 

578.  On  appelle  equations  lineaires  les  equations  dif- 
ferentielles  dans  Jesquclles  la  fonclion  cherchce  el  ses 
derivees  n'entrent  qu'au  premier  degre,  et  ne  sonl  pas 
muhipliees  enlre  elles, 

Leur  forme  generale  est 

,^,   d"'Y  (I"'~' r  d"'~'Y  dr 

^   '    ci.j-"'  d.v"—'         ^  cW"-'  dx  '' 

P,  Q, .  .  . ,  T,  U,  V  designanl  des  fonctious  de  x. 


I'HOPRIILtES    des    tQUATIO^S    LirJ^AIRES    PRIVtES 
DE    SECO^D    MEMBRE. 

579.  Nous  considürerons  d'abord  lequaiiün  piivcede 
secoiid  uicmbrc 

d"'  r  r/'"-'  >■  d'"-"^  y  dr 

'   dx"'  dx""-'         ^  dx"'-^-  dx  -^ 

Si  des  fonctious  partitulicres  j,^  jj, ... ,  y„  satisjont  ä 
cettc  eqnation,  la  somme  de  ces  Jouclions,  et  nicme  la 
sotiime  des  produits  de  ces  fonctious  par  des  constantcs 
quelconqucs  Cj,  c,,.  .  , ,  f„,  )  satisjera  cgaLincnL, 


on 

auia 

dy 

^1 

dy, 

clr. 

dx 

d'r 

d\r 

<ir^ 

^1 

dr' 

QUAKARTK-SlXli-ME    LE^:ü]\. 

En  cffet,  si  Ton  poso 

r  =  c,  j,  -+-  c, jj  ■+■■  .  .-\-c„y„, 

■+-  c,   — —    H-  .  •  .  H-  r„  --- , 
d.T  dx 


d'"r  d'"  r,  d'"  Yt  d"'j„ 

— =  C,  -—^ h  C,  — -^ h  .  .  .  +  C„  — ; 

d.x-"'  d.r"'  dx'"  dx'" 

La  Substitution  de  ces  valcurs  dans  l'equation  (11)  lui 
faii  prendre  la  forme 

dx""  dx'"-'  dx  ''    j 

Or,  chacune  des  parenllieses  etant  nulle  par  hypothese, 
l'equation  se  trouvcra  satisfaite.  Gelte  propriele  n'appar- 
tienl  qu'a  l'equation  priveede  socond  membre. 

580.  11  suit  de  lä  que  si  Von  connait  m  solutioiis  pav- 
dculieres  de  Vequation  (11),  on  aiira  riiilegvale  gene- 
rale en  posant 

powva  que  Von  pidsse  detenniner  les  constantes  de  nia- 

dy  d'"~'  y 

uiere  ä  donner  ä  i  ,  -^v?  —  des  valeurs  arhitraires 

^  '  dx  dx'"-' 

pourune  valeur  quelconque  de  x  (n"  532), 

Ces  conditious  ne  pourraient  pas  etre  remplies  s'il 

existait  une  relallon  lincaire  enlre   quelques-unes   des 

fonclionsji,  j^2,.  .  .,j',„.  Par  exemple,  si  Ton  avaii 

on  aurait 

J  =  {('i-T-  aCi)j,  -+-  (cjH-  öCi)j;  H-  ^4  j,  +.  ,  .-{-c„,j^, 


io8  couRs  d'akalyse. 

et  cetle  expression,  ne  rcnfermani  que  m  —  i  conslanles 
atbitraires,  puisque  c,  -f-acs  et  Cj  -j-  bc^  nedoivcnt  comp- 
ler  (|ue  pour  deux  coiistantes,  ne  peut  pas  etie  rintegrale 
generale  de  Terjualion  (II). 

581.  L'equation  linealre  elant  homogene  par  rapport 
h  j'  et  ä  SOS  dcrivees,  on  peut  en  abaisser  l'ordre  d  iine 
unite,  en  posant  j  =  e^"'''  (o7o) ;  mais  eile  ccsse  detre 
lineaire.  Elle  prend  alors  la  forme 

(III) l-...-t-(""'-H  P/r-'  +  Q«'"-'4-.  .  .-f-U)  =o. 

^       '      de'"-'  ^  ^ 

Cette  equation  est  plus  conipliquee  que  la  proposee, 
mais  eile  fall  decouvrir  plus  faeilement  coriaines  inte- 
grales particulieres.  Ainsi,  quand  une  valeur  u  =  r,  inde- 
pendante  de  x,  annule  le  polynöme 

(i)  «"■+  P«'"-'-l-Qa'"-=-r-.  .  .-I-U  =/(«), 

l'equation  (III)  est  satisfaite  par  ii  =  r,  car  les  derivees 

du    d^u  d'"-'u  ,,  ,  ,., 

— ,  ,  •  •  • ,  sont  nulk'S  :  par  consequent  I  equa- 

tion  (II)  est  satisfaite  par  j-  =  cc^'"'-^  =  ce""-^. 

6QUAT10NS    LIJM^AinES    A    COEFFICIENTS    CONSTA>'TS. 

582.  Dans  le  cas  ouP,  Q....,  T,  U  sont  desconstantcs, 
l'equation /"(?/)  =o  n'admet  que  des  racines  conslantcs 
/•j,  Tj,...,  /•,„.  En  les  supposant  toutes  differenlcs,  on 
aura  ni  Solutions  particulieres  e*"'',  e'»', .  .  . ,  e^'t■',  et  1  in- 
tegrale generale  sera 

(2)  j  =  CiC^'^-i-  c.c''--'  -\-.  .  .-¥-  c„r'"''. 

Pour  le  demontrer  il  sufüt  de  faire  voir  qu'on  peut 
detcrminor  les  constantes  c,,  c,, .  .  , ,  c„,  de  maniere  que, 
pour  une  certaine  valeur  de  x^  par  exemple  j:  =  o,  la 
fonction  y  et  scs  ni  —  i  premieres  derivees  aient  des  va- 
leurs  arbitiaires  Z>,  ^', .  .  .,  b^"~^K   En  effel,  de  1  iqua- 


QUAUAME-SIXliiME    LE^O^.  J  OM 

tion  (2)  on  lire 


et,  par  consequent,  en  faisaut  x  =^  o  dans  les  equations 

(=^)'  (^^)>  (4)5-  '  -j  on  aura 

^1  4-  C2  -f-  C3  + .  .  ,  H-  r„  —  (^, 
c,  /•,  +  f  2  Tj  H-  rs  rj  H-  .  .  .  +  c„  r„  =  Z;', 
(C)   /  f ,  ^I  +  <^.  r^  +  r,  /•=  + f-  £•„  /•,;,  z=  b\ 


Multiplionsces  equations  rcspectivcmcnl  par /r,  Ä',  />", .••> 
^-('"-2;  et  I,  et  ajoulons-les  :  cn  posant 

/■  +  A'  /•  H-  X"/-=  -i-  .  .  .  H-  ^-('"-')  /•'"-'  +  /"■-'  ==  ,p  (r), 

on  aura 

—  /i,  +  k'b'  -f-  X"^"  4-.  .  .  -+.  ^C"-'), 

On  eliminera  Cg,  C3,.  .  .,  c,„,  cn  prenant  pour  «p  (/•)  une 
fonclion  teile,  que  cp  (/'s),  o  (7-3), .  .  . ,  cj)  (/•„,),  soient  nulles, 
njais  que  cp(/i)  soit  dlfTerente  de  zeio.  Ces  conditions 
seront  remplies  si  Ton  pose 

f[r\ 

d'oü 

et 

_  ^(".-o  +  . .  .  +  i"h"  +  /'^'  +  hb 

On  aurait  de  memo  Cj,  C3, . .    ,  c,„.  Toutes  ces  consiantes 


IIO  COURS    I)  ANALYSE. 

ont  des  valeurs  linics  et  duterminees,  puisque /' (r, ), 
f'{'\), .  .  .  ■,/'{';„)  ne  sonl  pas  nullos  (*). 

Si  Ton  donne  les  valeurs  b,  b',. ..,  //"-',  dej-  et  de  ses 
derivecs  pour  x=  a,on  remplacera,  dans  l'equation  (2), 
X  par  [x — a)  sans  changer  les  conslanles,  car  1  iiile- 
gtale  (2)  peui  evidemment  s'ecrire 

En  prenant  ensuite  les  derivees  el  faisanl  x  =  a.  on  re- 
trouvera  les  incnies  equalions  (C)  pour  determiuer  c,, 
Cj,.  .  .,  c,„. 


cPy 


/•'  —  «•  :=  O, 


Ona 
d'oü 
et 

CAS    DES    1\ACINES    lAIAGINAIRES    OtOALES. 

o83.   Lorsque  requalion 

/(r)  =  /-"-h  Pr-"-'  -+-..  .-+-Tr-f-U  =0 
a  des  racines  imaginaires,  la  formule 

y  =  r,  e""' '  -f-  c.e''-'  -+-...-+-<"„,  f^"' 

represenle  ciicorc  rintegrale  generale,  mais  cllc  rcuferme 
des  imaginaires.  Pour  nieltre  Tinlegrale  smis  iinc  forme 
reelle,  obscrvons  que  les  racines  imaginaires  doiventöire 


(*)  On  pourrait  aussi  demontrcr  cc  rösultat  en  obscrvanl  quo  le  ileno- 
minaleur  coinmun  des  valeurs  des  inconnucs  r, ,  c, ,  r, ,. . . ,  <•«,  dans  les 
equalions  (C},  est  egal  au  produit  de  loutes  les  diOTerences  des  quan- 
tites  r,,  r, ,  r, , . . . ,  prisesdeux  a  deiix,  pruduil  qui  n'est  pas  nul,  puisque 
aucune  de  ces  diflerences  n'esl  nulle    (llieorerae  de  VaDderiuonde  ). 


QUARAMTE-SIXIKME    LE<;ON.  1  I  I 

coiijugecs  dcux  h  dcux  si  l\  Q, .  .  . ,  T,  U  soiU  des  r[uan- 
liles  reelles.  Soicnt  donc 

r,  =  a  -t-  6  V —  I ,      Tj  =  a  —  6  y/ —  i , 
on  aura 

=  e*-'[(c,  +  c,)cos6jr  +  y/— 1  (f,  —  f^jsin^j:], 
ou  bion 

et'''"'  +  C5e'"»-^r=(Acos6j:  -1-Bsin6x)e'^'', 

en  posant  A  =  Cj  H-  Ca,  B  =  (ci  —  Cj)  ^ —  i  :  A  et  ß  de- 
signentdes  constantes  aibiiraires  quo  l'ou  peut  toujours 
supposer  reelles. 

On  peut  encore  ecrire  la  sonime  dos  termes  qui  cor- 
respondent  ä  deux  racines  conjuguees  sous  cetle  forme 

ce^'sin  igx-+-c'). 

584.  EXEMPLES. 

1°  -T^ — h  «'r  =  o, 

r  =  ±n  y/—  I, 
y  =  c,  e"*v'-'  -f-  fj  <?-"-^v'— '  =  Acosw.r  -4-  Bsin//.r. 

<P  y        dr        ^ 
2°  — 6/  =  o. 

dx^        dx 

L'equalion  en  /'  est 

/*  —  /•  —  6  =  o  : 

on  en  tire 

r,  =  2,     7-2=  —  I +y/?.  y/—  I,     r^=:  —  i  —  \Ji  \l  —  \, 

et  par  suite, 

y  =  ce'*  -1-  e~-^  [Acos(xy/2)  +  Bsin  (x  y/a)  J. 

CAS     DES     RACINES     feGALES. METHODE     DE     d'aLEJIBERT. 

585.  Lorsque  Tequation 

(i)  /•"■ -h  P/""-'  -h  Q/-'"-^ +.  .    4-T/-4-U  — o 


I  1  2  COURS    D  ANALYSE. 

a  des  racines  egales,  les  lermes  eorrespondanis  a  ccs  ra- 

eines  daiis  la  formule 

(2)  /  =  f.  C'^  -+-  r,  e^-'  -+-...  -4-c„  e'"-' 

se  confondenl  cn  uii  seul,  et  011  n'a  plus  Tinlegrale  gene- 
rale, puisque  le  nombrc  des  constanles  arbilraires  est  in- 
ferieur  ä  /?/.  Oii  peut  cependant  deduire  de  celle  meme 
formule  Tiiilegrale  generale  cn  considerant  d'abord  le» 
racines  comme  ayanl  une  dillerence  qu'on  rend  nulle 
apres  avoir  fait  subir  ä  Texpression  une  iransformalioa 
convenable. 

Pour  faire  comprendre  ce  proc  ede  par  un  cxemple  ires- 

rr/.r 
--  =  Ix 
«^ 

x"'fl.c  = f-  C.  qui  devienl  illusoire 

//i  -\-  i  ^ 

quand  m  =  —  i .  Posons  in  =  —  1  -+-  A  •,  nous  aurons 


!-. 


■-'■="- j 


Mais 
donc 


r*^  =  I  -f-  // 1  j-  H (1-'^? 

1.2 


J  x'-''  U  \  .1        '         I  .2.  j 

et,  en  rcpresenlanl  (^  -h  -  par  c. 


/ 


<i'^  .  '''in,  '''  I      \. 


Donc,  si  Ton  fall  h  =  o,  on  aura 


/ 


X 


58G.  Revenons  niainlcnant  aux  equalions  lineaires,  et 
supposons  i\=^ri.  On  peut  allerer  infininicnl  pcu  les 
coellicients  de  rccpialion  (11),  u"  oTi),   de  nianiere  (jue 


<)U.VRA]VTi;-si\ii;.Mi:   1-K<;on.  i  i  .■) 

re'quallon  {i)  f{u)  =  o  n'ail  plus  de  racincs  ('galcs.  Alors 
on  a  /'j  =  /•,  -h  //,  et 

y  =  C.  e"  ^  -h  C,  c"  '+'"  -t-  ce"'  -h.  .  .-+-  c„  e'"-', 
Oll 

X  =  (C,  +  C,c''^)  e^"  -h  r,e^''-^.  .  .  -h  f„f^'.' 
=  c'"^  (  C,  -f-  C,  +  C.  //.r  -f-  C,  -^  .r=  -f- .  .  .  I 

ou  bien,  eii  posaiil 

C,  4-C,  =  r,     CJi  =  c', 
on  aiira 

r  =  «'■'  M  c  -+-  r'  X  H-  c'  /r !-  f'  /i= 

\  1.2  1.2.3 

-t-  Cj  c""^  *  H-  .  .  .  +  r„,  t'''m  '^ ; 

celte  valeur  de  y  satisfail  a  requation  diflerentielle  quel 
que  soit  h.  Donc,  cn  faisant  h  =  o,  on  aura 

( 3  )  J)-  =  ('''  ^  ( f  H-  c'  j:  )  4-  rj  e''^'  H-  .  .  .  +  c,,,  c''"', 

expression  qui  renferme  ni  constantes  arbltraires  dis- 
tinctes  quand  r\,  r^,  Z;, .  .  . ,  /■„,  sont  des  racines  diffe- 
lenles. 

Quand  trois  racines  sont  egales,  on  suppose  d'abord 
Tt-qualion  niodifiee  de  maniere  que  deux  racines  seule- 
ment  soient  egales,  ce  qui  donne  a  Tinlegrale  la  forme 

Puisj  supposant  /■3=  /'i  4-  ^i-,  on  aura 

r  C  /i^  C.  h^  ~\ 

r  =  c'^^\  C-f-C3H-(C'-f-C,//).r+  ^;c'4-  — ^.r3+... 

l_  1.2  I.2.0  J 

H-  fi  f '■*'  +  ...  -+-  r„i  t''""'-', 

,    C, //= 


ou 


,  eu  posant  C  -t-  C?  =  c,  C'-h  C3  h  =  c',  — —  =  c", 


1 . 2 


r  3=  £•'■''    c  H-  c'o:  -r-  ex-  -\ —  o.-'  H-  .  .  .  M-  c^  e^^'  +  .  .  .  j 

V  ^  J 

equalion  qui  devient,  pour  h  =  o, 

Stlrm.  —  Jn.,  II.  8 
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On  trouverall,  Je  la  meme  maniere,  quc  si  la  racine  /•, 
ctait  quadruple,  il  faudrait  remplacer  Ics  (crmcs  qui  sy 
rappor teilt  par 

^,i(c-|-  c'  T  -J-  c".r^-h  c" x^), 

expression  qui  renfcrmc  quatre  conslantes  arbitiaires. 

DEUXIEME    METHODE. 

587.  Lemme.  u  et  V  etanl  dos  fonciions  de  x,  si  l'on 
clierche  ks  differeiiliellfs  successives  de  uv,  ou  an  ive  par 
induciiou  ä  la  formule 

n    n  —  I  ) 

d"iuv  )  =  uil"v  +  ndii  d"-' v  -}- d'u  /-/"-'c  -4-  ■  ■  • 

^       '  I .  i 

-t-  n  d"~'  u  dl'  -f-  vd"a, 
OU  ä  la  formule  synibolique 

d"iiv  z=  [du  +  di>Y"\ 

cn  reinplacant  dans  le  developpement  du  second  meuibre 
les  exposants  des  puissances  par  des  indices  de  differen- 
tiaüou,  eleu  admeltaiU  quc  fl"u^=u. 

Pour  faire  voir  que  celtc  formule  est  generale,  il  suffit 
de  niontrer  que,  si  eile  est  vraie  pour  Tindice  //.  eile  est 
encore  vraie  pour  l'indice  //  -f-  i .  En  elfet,  soit  fx  d^u  d"~''i' 
uri  termc  quelconque  du  developpement  de  (l"in'.  On 
aura 

d"  /a-  =  \  X-  dPu  d"-P  V. 
De  \h  on  lire 

r/^-^-'KP  =\  {kdP-^'ud"-Pv  4-  k  dPit  <•/"-/-*-' c'\ 

ou,  sous  une  forme  svmbolicjue, 

d"-^'ui>z=z\   AdiiPdi"-P[</n  -r  di>}=  {du  -i-  </<')^   AduPd^-P^ 

Mais,  par  hypothcse, 

\  A  duPd.'"-?  =  (  du  4-  </i-)»  ; 
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011  auia  doiic 

r/"  +  '  lH>  =  [du  -f-  (h'i  [du  -U  f^)CO  ::=  [du  +  dv^"-^'!, 

ce  qu'il  fallait  deinontrer.  On  denionlieiait  de  la  meine 
maniere  la  forinule  plus  generale 

d"[  iiv.  .  .  z)z=.  [du  -I-  f/f  -+-...  +  dz)("K 

588.  Aulrenienl.  Le  coelEcientA  dans  requatiou 

(l)  d"ui>  =  \  kdi'ud'li' 

est  uu  nombrc  independanl  de  la  naluie  des  foiiclions  // 
et  \'.  Soit  alors  u  ^^  ^?"',  v  =  e''-^,  ou  aura 

d"m>  =  r/V^o-*-*  '  =  ,;('»+*)^  (a  -J-  b)"d.c", 
et,  eu  observantque/^  4-  ,/  rrz:  //,  l'equatiou  (i)  devieiidra 

(  rt  -h  i  )"  r/jr"  ==  N  /<  ''i''  b'idj-l'-*-l ; 
ou,  puisque  />  4-  y  =  //, 

Ainsi,  les  coeflicients  de  d"in^  ne  sonl  autre  chose  que  les 
coefficients  de  la  /i'^'"*  puissance  d'un  binoine. 

589.  Revenons  ä  l'equation 

d'"y  ff"'-'  r         _  f/'"-2  r  </)- 

(/j,-"'  f/x'"    '  dx"'    ^  dx 

Remplacons  j'^  par  uv.  L'equation,  ordonnee  par  rapport 
ä  la  fonetion  u  et  a  ses  derivees,  deviendra 

d"'v  d"'-'i'        ^  d"''-i>  r^  '^''         ,T    \  * 

h  P h  Q ,  +  .  .  .  +  T  —.  +  Uf    M 

dx"  iW"-'  dx""'-  dx  ] 

du 

I    I  (/.<■'""'  '  clx"'~-  I   (^/ot 


/;/ -f-     m  —  I    P  -^ :,  +  .  -  .  -h  1  f 


I   r    ,         d'"--i>    ,        ,  N^^^"""'" 

/n   wi  — i)- j+   w  — I    fw  — 2   P-— —  +...  +  I 

1,2         ^  '  d.i.'"--       ^  '  ^  '     dx'"-^ 


mim  —  1 1    w  —  2  .  .  .1.  I  .  p  i  — — 
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ou  bien 

2      Vo«+V,  —  H H ^ 5 -—  =o, 

cn  posaiit 

r/"""'  t*  ^/'"~'  ('  <■/'"""  i' 

V,  =  /W +    (/W  —  l)  P  — — -;   +   (Wi  —  2)  Q  -nZ-.  -f-  .  ■  •  ^    1  f, 

djf-*  dx"'~-  dx'"-^ 

d'"~^v  d"'-^v 

W^^  m   m  —  i) i-(/w  —  i)l/n  —  2)P  -; '-  .  ■  ■ -r-  i.s.Sf, 


Ledeveloppemenl  (2)  est  analogue  a  celul  d'une  fonc- 
tlon  de  X  dans  laquelle  on  remplace  x  par  x-f-  /*;  car  0:1 
voil  que  les  polyiiomes  \\.  Vi,  Vj,,  .  .,  V,„  se  deduisenl 
du  polynöme 

(,"■  _i_   P;."— <  -f.  ...  -4-    Tv  -t-  U 

et  de  ses  derivees,  en  rcmplacant  p»",  p-'""*,  .  ,  . ,  p.  t^"  par 

d'"t>     d  ""-'(>  dv 


dx'"    dx'"    '  dx 


5  w*. 


590.  IMaiiitenaut,  si  Ton  ]>ose  i'  =  c''^,  et  que  Ton 
suppriino  le  facteur  coniraun  e*"',  l'equation  (2)  prendra 
la  forme 

f{f')  designant,  comme  plus  haut,  le  polyii6me 

De  \h  lesullent  les  consequences  suivantcs: 
i"  Si  /•,  est  racine  simple  de  rcquation 

f[r)=0, 

011  satisfera  ä  rcquation  (3)  cn  faisant 

<",  designant  une  constante^  d'oii  r  ==  c^(^^', 

Dune,  si  tüulcs  les  raeiacs  sunt  inegales,  on  aura  rrt  in- 
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tegrales  parlicullercs  contenant  diacune  unc  conslante 
arbilraire,  et  doiii  la  somme  formera  rinlogiale  generale. 
1^   Si  r,  esl  une  raciiie  double, /(/•,),/'(/•, )  seiont 
iiulles,  el  Ton  salisfera  ä  rcqualiou  [[\)  cii  posaul 

doü 

U=z  c  -\-  c'  X,      y  =:  v""'^  [c  +  c' x). 

3"  Si  T\  esl  raciiie  triple, /(/j),  y'(/-,), /"(r,)  seronl 
nulles,  ei  Ton  salisfera  ä  l'equaiion  eu  faisant 

d'oü 

«  =  c  +  c'x  +  f".r% 


//  ^7 ' 


j  =  c"^'^  i^c  -h  c  X  -{-  c'  x^ ) , 


et  ainsi  de  suite. 


TROISIEME    METHODE. 


5*91,   Ell  subslituant  e'^^  a  y  dans  le  premier  membre 
de  l'equaiion 

(II      — ^  +  P- ^-+-0- ^  -)-...-|-T— +  Ur  =  o, 

on  a  idenliqueraent 

,       d"'  e'"^  ^"'-'  e""  de" 


Differenliant  par  rappori  h.  i\  on  aura 


puis, 

!d"'e".T:^            d"'-'e"x'' 
; !-  P h  .  .  .  -4-  Ue'-'^x^ 
d.i:'"                       dx"*-' 
=  e"{f"[r)  +  lxf'{r)^x-f[r)], 

et  ainsi  de  suite. 
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L'equalion  (i)  inonlre  que  Ton  satisfera  ä  rcqualion 
(liffcrenliellc  (II)  cn  posant  j' =  e*"!',  r,  eianl  une  des 
racines  de  l'equalion /(/)  =  o. 

Si  /'i  est  racine  double,  on  a  f{fi)  :=  o,  el  la  rela- 
tion  (2)  montre  que  Ion  peut  prendre  j'  =  e"''  x^  ce  qui 
avec  e'''  fait  deux  Solutions. 

Si  /•,  est  racine  triple,  outre  les  deux  Solutions  dis- 
linctes  dejä  obtenues,  on  deduira  de  Fequalion  (i)  la  So- 
lution 7  =  e'''^  a  -.  et  ainsi  de  suite. 

Donc, ä  chaquc racine muliiplecorrespondra un  nombre 
de  Solutions  egal  ä  son  degre  de  multiplicile.  En  multi- 
pliant  toutes  ces  Solutions  par  des  conslanles,  et  les  ajou 
tant,  on  aura  l'integrale  generale. 


1. 

Solution 


EXERCICES. 

fjin  y 

-,— I >•  =  o. 


j  =  Ce-^^C'e-^ 

k  =  n-\ 

fk  ' 

A-  —  1 

cos 

/. 

'     C/!  cos  (.r  sin—  j —Ca- sin 

2. 

Solution  : 

J  = 

c 

-f 

-C,.r-^Co.r2^...^C„_,.r'' 

Solution  : 

J-  =  (r-i-ri  ,r)  cosar  -t-  (<'j  -:-  rj.r)  sin2.r. 
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QUAUANTE-SEPTIEME  LECON. 

INTEGRATION  DE  L  ßQUATION  LINI^AIRE  COMPLETE. 

Keductioii  de  rcquation  conipK-te  ä  röquation  privee  de  second  meniLre. 

—  Ca«  Oll  les  coelTicicnls  du  premier  membre  sont  conslatits.  —  Abais- 
scment  de  rcqualion  lineaire  quand  on  connait  uii  certain  nombre 
d'integrales  de  rcqualion  privee  de  second  membre.  —  Aulre  melhode. 

—  tquations  lineaires  qiie  Ion  sait  inlegrer.  —  Proprieles  de  l'equa- 
liüii  du  second  ordre. 

nfeDUCTION  DE  I.'^QUATION   COMPLETE   A    LI^QL'ATIOIN    PUIvtE 
DE    SECOKD    ALEMBIVE. 

592.  Soll 

d"'  r  <-/"■-""  r  (Iy 

^    '  dx"'  <•/.*■'"-'  r/.r  -^  ^     ' 

Posoiis 

(l)  ^'—  \    ^'^'•^' 

z  etant  une  fonclion  de  x  cl  de  a  tellcmeni  clioisie,  que 

dz     d'^z  d"'~- z       .  ,, 

z,  —-■)  —-■)  •  '  •■> r  soicnt  nullcs  pour  a  =  x,  cl  (Tue 

d.r     dx^  dx"'~^  ^  * 

Ton  ail  pour  celle  nicuie  valeur 

— z=  F  (.r  . 

Ces  condilions  etant  remplies,  011  aura 

'iL-  ri^dx-^  - 

d.r  ~  J^      dx  ^  " 

Zj,  designant  la  valeur  que  prend  z  lorsqae  a.  ^=  x\  mais, 
par  liypolhese,  cette  substilulion  aiuiules-,  donc 

^    '  ^Ir:        X      ''-^ 

on  aura  cnsuiie 
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niais  (  — -  j   =oj  par  constquent  1  equalion  preceuenle 
sc  reduit  ä 

on  trouve  de  la  nieme  maniere  : 

(l^j         r""  d^z  d'"-'r         r''d''-'z 

d.f^        J^      d.T^  dar-'        J^     djc"-* 

dx"'       J^     dx'"  ^    ' 

En  substiluant  ces  valeurs  dans  requation  proposee  (I), 


(4) 


X'(S 


15)    I    (:^-^-P^+....-T±  +  u  =  )..  =  o, 


ei  il  suffit,  pour  que  requation  soit  saiisfaite,  que  1  on  ail 

^^'  dx"*  d.7f'-'  d.r 

SI,  outre  les  condiiions  cilees  plus  baut,  z  reinplit  ceile 

nouvelle  condiiion,^'  =  /     zda.  sera  iine  integrale  par- 

Jo 
liculicrc;  cn  la  designanl  par  //,  et  posanl  )  =: // -4- i-, 
requation  (I)  deviendra 

Vd'"  II        _  ({'"-'  n  n       d"'  V 

-T—  H-  P-; -t-...-1-U«  —  FiJ:)      H h...  H- Ui' =  O. 

|_rf.r"'  r/x"'-'  ^    'J        itx<" 

Or,  la  prcniiörepariie  du  premior  nieinbre  de  cetle  equa- 
lion est  nulle  ])ar  hypolhese;  donc  requation  so  reduil  ä 

/¥i\  <^/"'('         _  d"'~' V  dv 

"  -7^  +  P^ --4-...  +  T—  4-Up  =  o. 

dx'"  du-"'-'  d.r 

El  si  Ton  peut  integrer  generalenicnl  eelte  dcrniere  equa- 
lion, u4-  ^'  scra  rintegrale  de  lequation  propusee  (I). 
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CAS    OU    LES    COEFFICIENTS    DE    L'lhQL'ATION     (II)     SONT 
COKSTAKTS. 

o93.  Quand  on  connaitra  Fintegrale  generale  de  l'equa- 
lion  (II),  cn  y  remplacanl  x  par  x  —  a,  on  pourra  pro- 
ülerderindt-lcnnination  des  constantcs  arbitraiipsqu'elle 
renfernie  pour  rempllr  los  condiiions  inditpices  plus  haut. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  coefficients  P,  Q,,..,T,  U 
soul  conslanls. 

En  eifet,  /•,,  /',,  /a,...,  /',„  etant  les  racines  de  l'cqualion 
(i)  /(r)  =  /^+P/-'"-' +..  .+  T/-  +  U  =  o, 

on  pourra  ecrire 

z  =  C,  e'--^-^'  +  C,e'''^^-'='-  -^  .  .  .  +  C^e'-ni^—'), 
et  pour  sadsfaire  aux  conditions  dont  il  s'agit,  on  posera  : 

Li]   -!-  (jj  H~  •  ■  •  ~~  ^m  ^--  O, 

dl    /"i    -|-  Ci2  /"j   -1-  .   .   .  -)—  dm  r,„    =:  O, 

C,  r-  -^  C,rl  -f-  .  .  .  +  C„,  r;„  =  o, 


C,  r["-^  +  C,  r^"-'  +  .  .  .  ^  C„  r';^-'  =  O, 

C,  /•,'«-'  +  C,  rr~'  ^-  •  •  •  -^  C„.r^-'  =  F  ( 

En  operant  oommc  au  u"  382,  on  trouvera 


_    F(a)  ^     F(a) 

Li|  —  — r •)        VJ2  — 


et,  par  consequent, 

_F(a)£[>(^2^        F(a)f''(^-°^-^  F(a)e'--^-^-'^) 

On  aura  donc 


(2). 


\ 


o 

Jo  ^(''')  ^o 

/ 

t/o 


.^.  ^r.(ar-a)  p  /     X  /^^  c'"'(^-'^)  F  (a)     _ 

^A,v^-«)F(a)^ 
aa. 
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Mais  on  n'a  ainsi  qu'uiie  valeur  particulicre  ä  laquelle 
11  faul  ajouler  riiiu'grale  de  requaliori 

fl'"V  /'/'"-'('  f/i> 

hV -f-.  ..-KT—  -+-U»'=o, 

(t.r"'  djf-'  dx  ' 


laqucUe  csl 


('  =  c.  c*"'^  -\-  c^e'^^  -^- 


r,,  Cg,  .  .  .  ,  c,„designain  des  constanles  arbilraires.  Ajou- 
tons  cette  valeur  au  sccond  nienibre  de  rcquaiion  [-x]  et 
observons  que 


pcul  s  ecrire 


/■[> 


ou,  cn  remplacaiil  Ci  f'[i-,)  par  c, , 
il  cu  lesuhcra 


1 


J'  = 


(3) 


.-L^-     r   ^-'■.'-'■F(a)./aJ 

TW) 


Ainsi,  daiis  Ic  cas  dos  cocfficients  cdiistaiits,  riniegialc 
de  röqualioa  (1)  ö'übllcnl  par  des  quadialuK-S. 
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CAS    OV    hOS    CONNAIT    UN    CRRTAIN     rsOMBKF,    d'i  NT^GRALE? 

PE  l'iuQuation   rnivitE  du   sEco.\n   membre. 

594.   Si   Ton   connail   m    integrales  pariiculieies  j)^, , 
Js'-  •  •  >  y„n  de  requalion 

dr 

(Ix 


\r           ./"-',- 

*          dx'"              di:'" 

-     '    ^  dx-~^ 

Oll  aura 

r  =  C,  7,  H-  C27.  -I-  .  .  .  -f-  C„,j„„ 

C,,Cs,  .  .  .  ,  C,„  elaiit  des  constaiiles  arbilraires.  Or,  on 
peul  supposer  que  celle  valeur  de  7  satisfassc  ä  l'ecjualion 

en  regardant  C,,  C^ ,  •  •  .  ,  C,„,  iion  plus  coiiime  des  con- 
stantes,  mais  comme  des  fonctions  inconnues  de  x,  qui 
n'ayant  a  remplir  qu'une  seule  condition,  savoir  que  la 
valeur  de  y  salisfasse  ä  requalion  (I),  peuvent  etre  liees 
entre  elles  parm  —  i  relatious  loul  a  fait  arbilraires.  On 
choisit  ces  relalions  de  maniere  que  la  delerminalion  des 
fonctions  C],C2,  •  •  •  ,  C,„  n'exige  que  de  simples  qua- 
draiures. 
Ona 


dx 

dC,n 
dCm   

dx 


dx 

-c  ^'^'' 

dx 

dx 

r/C, 
dx 

dC. 
dx 

Posons 

(0 

Ji 

-T-  +  J  = 

dx 

dC, 

h.  . 

dx 

Alors,  on  aura  simplcnient 


-7—  Ui  — r—    -I-   L.2  -  -    -t-  .  .  •  -1-  ^-'m      , 

dx  dx  dx  dx 


l'ii  COURS    D  AAALVSi;. 

et  Celle  expression  de—  esl  la  memc  que  Jans  le  cas  oii 

C,,  Cj,  .  .  .  ,  C,„  sonl  des  conslanlcs, 
On  aura  de  meine 


d^-y 
d.r' 

= 

^'    dx^ 

+  c, 

d.r^ 

-f-  , 

.  .  .  H-  C„  -— -, 
d.r- 

en 

posani 

(^■) 

dx 

dC 

dx 

dx 

dC, 

dx 

+  . .. 

+ 

dy„  r/a, 
f/.r     dx 

[)uis 

dx^ 

= 

+  c, 

-)-. 

dar" 

eil 

posani 

(3) 

r/'j,  , 

r/C, 

^d^X 
^    dx' 

H-.  . 

•  4- 

d'j„  dC„ 

=  o. 

dx'     (Ix 

dx- 

dx 

On  conlinuera  ainsi  h  former  les  derivees  de  j^  jusqu  a 

d'"~'  Y  .  . 

— — ^  inclusivemcnt,  en  egalanl  toujours  ä  zero  la  somme 

des  lermcs  qui  renfcrmenl  les  differenticlles  de  Cj,C;,..., 
C„.  En(in,  on  aura 


dx""  d.d"  dx«"  dx"' 

d"'-\Yy  dC,        r/"-'  r,  r/C,  r/"-' )  „.  dC„ 


dx"'-^    dx  dx"'-*    dx        '  '  '        dx^-*      dx 

dy  d" 


En  subslituant  ces  valeurs  de  r,  —■,  ■  ■  -  i  — — »  l'eq 

^      dx  d.f'"  * 

tion  (I)  devient 


V  dy  dx'"-'  -^ 


^/"-'.r.  ^C.  _^  rf"— j,  dO.,  r/"-Vv„  ^\,  _  Y 

f/x™-'     dx  dx"'-'     (ix         •  •  •  "^     t/x'"-'      dx   ~~     ' 
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Or,  lospolynomrsqui  niulliplionl  CCj,.--^  ^,«  ^""t  "uls 
par  hypoiliese  :  rcquation  precedenle  se  reduit  donc  a 

^      ''     ^.r"'-'     r/a7  f/x"-'      c/r         '"  dx"-'       dx 

rv  •       •  1  '.  •  '^C,     r/C,  r/Cm     I 

Uli  a  ainsi ,  pour  determiner  - —  •,  —  •>••■■>  •>  Ics  m 

'  dx      dx  dx 

equalions  (i),  (2)..  .  .,  (/h).  Supposons  que  Icur  resolu- 

lion  donne 

r/C,  _  ^'c.  _  dC„_ 

—,       —  A|,        —        — .  Ai,  .  .  ,         —        —  Am  . 
cLr.  dx  dx 

il  cn  resultera 

C,  ^  r,  --h    /  X,  dx,      0.2  =  C2-T-  j  X2  dx ,  .  .  .  , 
et,  par  suite, 

j=  (c,  -H    /  X,  dx\  r,-f-  (cj-H    /  Xjf/.r  j  V2  -H 

595.  Si  P,  Q,.  .  .,  T,  U  sont  des  conslantes,  011  pout 
prendre  ji  =  e'"",  jj  =  e''--^...,  j,„  =  e'm^-  /j,  / j,...,  /-,„ 
ciant  les  racines  de  requation 

/(r)  =  r"'  +  Pa--»-'  -^  Or"'--  -h  .  .  .  4-  Tr  4-  U  =  o. 
Des  lors  los  equalions  (1),  (2),.  .  ..  [m]  devienncnt 

f/C,  f/Cj  r/C;„ 

e'''^  — (-  e''"-^  — !-•••+  c"""''  —r-  =  o, 

dx  dx  dx 

dC,  dC^  dCn, 

«j;  dx  dx 


dCi  dCi  dC,n 

dx  "■  dx  '"  dx 

Par  la  möihode  d'eliminalion  dejä  employee  (582, 593), 

on  aura 

dC,  V 

gz-i-t  — :  ^= , 
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d'oü 

+    1  Vr-^'^dr. 


c. 


On  aurait  de  meme  C2,  C-,  •  •  •  •,  C,„,  et,  par  suite, 

^  f'in)  ^  /'{r,) 

ce  qui  est,  au  fond,  Ja  formule  (3)  du  n"  oü3. 

596.  ExEMPLE  : 

Ici  m  =  2,  7",  =  «,  /•,  =  —  //.  L'inlegrale  generale  sera 
donc 

y  =if"^  {c.,-\-  —    l  Vc'-"^ci.K  \  -h  e-'"  (  c, —   l  \c"^cix\  • 

597.  Si  Ton  connail  seulcmenl  m  —  i  integrales  par- 
liculieres  de  Terjuation  (II)  (n"o94),  il  sera  possible  de 
ramener  rinlegratiou  de  requaiiou  (I)  ä  cclle  d'une 
equation  lineaire  et  du  premier  ordre. 

Eu  effet,  supposons,  pour  siniplificr,  que  Ton  ait  ä 
integrer  requaiion  de  qualrienie  ordre 

(Vy  (Py  (Py  dy 

et  que  l'on  connaisse  trois  integrales^  1,  j  .,  )  3  de  IVqua- 
tion  privee  du  second  membre 

(l^  y  (P  y  (i-  y  ily 

(II)  YT-^-P-7^^-Q-rr-^Ty--+-  U  r  =  o. 

U.r'  f/.j'  d.r-  dx 

On  representera  encorc   l'inlegrale  generale  de   Iccjua- 
lion  (1)  |)ar 

j  =  C,/,  4-  C:  Vj  +  C,.>  3, 

C,,  Cj,  Ca  etant  Irois  lonclions  de  x  (jui,  u  ayant  a  rem- 
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plir  cju'une  conditioii,  peuveiii  clic  assujcllics  a  verifici' 

deux  ic'lalioiis  arbilraires. 

Si  nous  prenoiis  ces  relations  de   teile  sorle  qiie  les 

(iy  cl^  Y 

expressions  de  —  et  de  — —  soient  les  menies  que  si  C,, 

^  dx  dx''  ^ 

Ca  et  C3  elaicnt  des  constanles,  nous  aurons 


-7-  =  C,  -— -    -hC,  -—    +  (-.3  -r-  , 
dx              dx                dx               dx 

dx'               dx'               dx-               dx' 

d'y             d'r,                    d^y,  dC, 
«.r-*               dx                        dl-     (IX 

•) 

d\r        ^   r/v,     _             ,    ^  dC,  d\y,     _ 
dx*               dx^                           dx     dx^ 

dx- 

d'C, 
dx' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  requalioii  (I),  et  sup- 
primant  les  lernies  qui  se  delruisent  par  liypoiliese,  nous 
aurons 

,^    /    d'j'        r.d'y^\dC,  d'y,  d'C, 

et  il  faudra  joindre  ä  celte  equation  les  deux  suivanles  : 
rfC,  dC-,  dCi 

r/C,   dr,         c/Cj  dy,         dC^  dy-s 
^  dx    dx  dx     dx  dr     dx 

w-v  1  '  •  •  dC-,        dC;    j 

De  ces  deux  equalions,  on  lirera  ponr -^  et  -y-  des 

valeurs  de  la  forme 

dCj dCi       dCi dC^ 

dx  dx  dx  dx 

En  les  substituant  ä  --^5  —  dans  Fequation  (i),  on  ob- 
dx      dx 

tiendra,  en  posant  — ^'  =  z,  une  equation  lineaire  de  la 
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forme 


dz 


on  aura  de  plus 


C,  =  c,  -+-  /  zd.r, 

C,  =  C,  -^   jX.zria;       C,=  r,^  JX, 


.dx. 


La  valeur  de  z  contcnanl  dejä  unc  constante  arbilrairc. 
Ja  valeur  de  y  ou  C,  7i  -h  Cjj^i  -1-  C,  7-3  en  conliendra 
quatre.  Ce  scra  done  1  integrale  generale. 

598.  Si  Ion  ne  connaissait  que  in  —  2  integrales  par- 
ticuliercs  de  requation  (II)  (o9i),  on  scrait  ramene  ä 
Tintegration  d'une  equation  lineaire  du  second  ordre. 
En  effet,  soient  y^  el  y^  les  integiales  connues  de 
l'equation  (II)  (597)  supposce  du  quatriemc  ordre,  et 
rcpresentons  par 

y  =  C,j,  -t-C,j, 

l'integrale  clierclieej  comme  on  ne  peut  elablir  entre  C, 

et  Cj  qu'une  seulc  relatioii  arbilraire,  cxprimons  que  -^ 

ala  menie  forme  que  si  C,  el  Cj  etaient  des  conslantes. 

Les  fonctions  C,  et  Cj  seront  delerminces  par  les  i'qua- 
tions 

dC,  dC 

<')  •^■■^-^■^=^=°' 

G,  II,.  .  . .  elant  des  fonctions  de  x.  Do  la  premiere  on 

dcduira  — -'  =^  Xj  — r-S  el  subsliluanl  dans  la  secondc,  on 
dx  dx 

aura  une  ecjualion  oü  C,  n'enlrera  que  par  scs  derivees 

dCy     r/'C.    ^/'C,      .,  dCy 

-;— )  -TT'  -TT'  Alors,  cu  posaut  — —  =z  z.  cctte  euuatiou 

dx        dx'       d.f^  '^  dx  * 

prendra  la  loruie 

d^z  dz 

de'        '   dx        ' 
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Celle  derniere  equalion  eiant  iiitegree,  on  aura 


et  ensuiie 


Conime  z  renferme  deux  constantes  arbitraires,  on  voit 
bien  que  Ci j  ,  +  C^y^  en  conliendra  quaire. 

599.  En  geneial,  si  Von  connatl  n  integrales  dis- 
tinctes  de  rcquation  limtaire  priuee  de  sccond  membi'e, 
on  pouvra  raniener  Veqiiation  complhte  ä  une  equalion 
lineaire  du  [m  —  «)'*""  ordre. 

La  demonstration  de  ce  theoreme  general  est  suffisam- 
ment  indiquee  par  ce  qui  precede  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  ä  examiner  le  cas  parliculier  oü  l'on  ne 
connait  qu'une  seule  integrale  j-j  de  l'equalion  (II).  Nous 
poserons  alors 

el,  en  exprimant  que  cette  valeur  de  y  est  une  Solution 
de  requation  (I),  nous  aurons 

ies  nouveaux  coefficienls  Pj,.  .  .,  T,  se  formant  comme 
on  l'a  dit  n*^  589.  En  posant 

^C,  _ 

"ZT""' 

l'equalion  (i)  se  reduit  ä 

equalion  dilTerentielle  de  l'ordre  ni — i.  Äinsi,  l'ordrede 
l'equalion  pruposee   sera  abaisse   d'uue  unile.   L'equa- 

Stürm.  —  Jn.^  II.  9 


l3o  cour.s  d'a^alyse. 

üoii  (2j  elant  inlegree,  on  aura 

et,  par  suile, 


y  =  rt>-,  -4-  j 


■,    I  //  c/^. 


La  valeur  deuconlcnanl(//i  —  5)  con^tan'es  arbilraires, 
Celle  de/  en  condendra  in\  ce  sera  donc  Tinlegrale  ge- 
nerale. 

AUTKE  METHODE. 

600.  Le  cas  particulier  cjue  nous  venons  d'examincr 
permet  de  deniontrer  Ic  theoreme  general  enonce  plus 
haut  (599),  et  fournit  une  aulre  methode  pour  abaisser 
l'ordre  d\ine  equation  lineaire.  En  eiTet,  appliquons  le 
meme  procede  ä  l'equation 

,  .  d'""^  u  (l'"~-ti 

Soit  i/t  une  Solution  particuliere  de  l'equation 

d"'-'u  (l'"~^u 

7-;;:=r  -+-P<-n;;:=i  +.-.-^T,  «  =  o. 

doC"'    '  rtj.-"'    ^ 

En  faisaut 

dx 
z  dependra  d'une  equalion  lineaire  de  Tordre  m  —  2, 
,    V       d"'---z        ^   d'"-^z  d"'~'z 

Ol  l'on  aura 

u  =  ölt,  -4-  M,   /  zd,r, 

et,  par  suitr. 
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OU 

en  faisant 

Ji  =ri   /  «.  f^-^,      ?  =  J.   /  «,  f/x  /  z  dx. 

La  fonction  designee  ici  par j  ,  salisfait  a  requation 

/o\  fl"'y        _  d"'—^Y 

r/x"  r/.r"'-'  *^  ' 

car  si  Ton  suppose  V  nulle,  on  peut  prcndre  z  =  o,  et 
par  consequent  ^=0,  ce  qui  reduit  j^  ä  aji  -h  bj^^  ex- 
pression  dont  j  2  est  une  valeur  pariiculiere. 

Beciproquement, on  trouvera  une  fonction  teile  que  //,, 
si  Ton  connait  une  fonction  js,  differente  dej,,  qui  salis- 
fasse  a  requation  [?>).  11  sufüra,  en  elFet,  de  piendre 

u  =     ^' 
dx 

d^- 
puisque  n  =  -j—  se  change  en  «j  si  V  =  o,  et  qu'alors 

ji  est  une  valeur  particuliere  de  j^. 

L'equation  en  z  etant  de  l'ordre  vi  —  2,  on  cherchera 
une  valeur  z^  qui  satisfasse  ä  l'equalion 

d"'-'Z  d'"-^z 

(4)  .7^-^P^z;;:^+---^s.3  =  o, 


et  l'on  aura 


cn  faisant  l  --=  — '- •>  d'ou 
dx 


I    I  fr/j:, 


ji  elant  encore  une  Solution  particuliere  de  l'equation  (3), 
et  ainsi  de  suite. 

9- 
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Oll  pourra  donc  abaisscr  Tordre  de  lequation  (I) 
(o94)  d'autant  duiiiics  qu'on  connaitra  de  soluiions  par- 
ticulieres  de  requaliou  (3),  et  linlcgrale  generale  de 
l'equatioii  (I)  sera  de  la  forme 

1  etant  une  Solution  quclconque  de  Tequalion  (I). 

L'cquaiion  lineaire  n'admet  pas  de  Solution  singuliere, 
puisquc  Id  Solution  quclconque  j' =  /  se  deduit  de  linte- 
grale  generale  en  faisant  nulles  les  constantes  a,  h /. 

DE     QUELQUES     CAS     OU     l'oN     PEUT     l-NTfeCRER     LEQUATIO 
LIKEAIRE    A    SECOKD    MEMBRE. 

601 ,   Si  dans  l'equalion 

d"'Y        „   d"'~*r  dv 

(i  -^+P-T— :7+----Ty--f-Uj=V, 

a-r""  d.if"    '  dx 

P,  Q,...,  U,  V  sont  des  constantes,  on  fera  y  =  —  -\-  Zy 


et  on  aura 

d-^z           d-^-'z 

1-  P- h.  . 

dx^             dx'"-' 

d.T 

ViZ  =  o, 
a.T 

equation  quel'on  sait  inlegrer. 

602.  Les  cocfficients  du  premier  membre  de  l'equa- 
lion  (i)  etant  supposes  constanls,  si  V  est  une  fonclion 
enliere  de  x^ 

Aj:"-+-  Bx"-'  -+-. .  -H-  Gx-f-n, 
on  poscra 


r 


ax"  -+-  /;.r"-'  -+■.,.  -h  gx  -{-  /i  =  u , 


etrondcterminera  a,  b,...,  g,  //,  cn  cxprimant  quo  cette 
valcur  saiisfait  ä  Tt-quation  proposee,  ce  qui  lornicra  au- 
tant  d'equations  qu'il  y  a  d'inconnucs.  Une  prcmiere  in- 
tegrale etant  ainsi  obtenue,  on  poscra  7  =  11-^  ^,  et  r  ne 
dcpcndra  quc  d'unc  equation  lineaire  a  cocllicicnts  con 
Slams,  et  privce  de  sccond  nicuibre. 
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603.  Si 

V  =:  A  cosnx  -+-  B  sin nx , 

A  et  B  etant  des  constantes,  ainsi  que  les  coefFicients  du 
premier  membre  de  requation  (i),  ou  fera 

X  =  ^  cos/?.r  -+-  b  sin  nx , 

ce  qui  reduil  l'equation  (i)  a 

(öG  +  bU)co%nx  -t-  (aK  -\-  bh)  smnx  =  Acosw.r  +  Bsin«.r, 

G,  H,  K,  L  etant  des  fonctions  de  n  et  des  coefficients  de 
l'equation.  Pour  que  l'equation  seit  satisfaile,  il  faudra 
qu'on  ait 

ce  qui  determine  a  et  />,  ä  moins  que  GL  —  HK  ne  seit 
nul.  L'inlegrale  generale  sera 

y  =  a  cosnx  -+-  b^innx  -4-  z, 

z  etant  l'integrale  generale  de  l'equation 

d'"z  d'"-'z  dz 

hP-— -  4-..  .-t-T  —  +  Uz  =  o. 

dx^  dx'"-^  dx 

604.  La  metliode  precedente  est  en  defaut  lorsque 
GL  —  HK=  o.  Dans  ce  cas,  Fintegrale  doit  avoir  une 
autre  forme  qu'on  trouve  par  un  arlifice  de  calcul  dont 
voici  un  exemple.  Seil  ['equation 

(1)  --^-hjr  =  cosx, 

on  ne  peut  y  satisfaire  en  posant 

jr  =  a  cosx  +  b  sinjr, 
car  on  trouverait 

—  a  cos  j:  —  b  sin^  +  a  coSuC  -+-  b  sin  jt  =  cos.r, 

DU 

o  =  cosx, 
equation  qu'il  est  impossible  de  rendre  idenlique. 


i34  couns  u'aaalysk. 

Mais  si  l'on  prend  l'equalioii  plus  generale 

(2)  -— - -f /  =  cos«x, 

(IX 

en  posanl  j  t=  a  cosnx  -+-  h  siii/2X,  oii  a 

a[i  —  //')  cosnx  -\-  h  {\  —  A/'j  smnx  =  coswj:, 
d'oü 

a  = ,       b:=o, 

I  —  rr 

cequi  doniic  la  solulion  particulierc 

<()S//X 

D'ailleurs,  Tinlegrale  generale  de  requalion 
csi  (58i) 

y  =  Ccosj:  -+-  C'sinr; 

la  valeur  generale  de  j  scra  donc 

cos  n.r  . 

r  = h  C  cos.r  ^-  C.  sin  JT. 

I  —  rt' 

Celle  valeur  deviendrail  illusoiie  sl  Ton  faisait  72  =  i  ; 

mais  on  peul  ecrire,  en  posanl  C  ^^  C" ,■> 

i  *  1  —  //' 

cosnx  —  cos.r  ^,   . 

r  = h  C   cosx  4-  C  sinx. 

-^  I  —  «' 

Faisant   «  =  i,    le   prcmicr   tcrnie   prend    la    forme  -■> 

,                j-sin.r     ,  II-      '       1       '    •     1 

mais  sa  vraic  valeur  est  ;  uonc  1  inlegrale  generale 

de  lequalion  (i)  est 

j:sin.r  . 

r  = f-  C  sin.r  4-  C"  cos.r. 

2 

C05.  On  oblienl  encore  la  valeur  dej  en  reaipla^Mui  /i 
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par  1  —  A,  cl  posaiit  cnsuite  //.  :;i^  o,  apres  avolr  fail  su- 
bir  a  I'inlegrale  uiie  Iransformation  convenabic.  On  a 
d'abord 

cos(.r  —  hx) 


J  = 


h{l^  h) 


H-  Ccosj:  -i-  C'siiiJ:, 


ou  bien 

r„           cos/tx    "1                 r^,            sinÄ.r     "1   . 
r  =\C-[- 7-    cosx  -f-    C  -r- —    sinx . 

Ell  developpanl  en  serics  coshx  et  smJix,  il  vieni 


J  — 


[/ix r  /l^X^-h  •  •  •     I 
C  H —* s'mx; 
h[i-h)         J 


ou  bieiij  tMi  posant  C"=  C 

+  [c'+    •'■ 


ll[-2.—  It)' 


/t'x^ 


.    sin.r. 


1  —  /1       6  ( ?.  —  A ) 
Si  maiiitenant  on  fait  /i  =  o,  on  relrouve  encore 


X  S\X\  X 

r  =  ' h  G'sina?  -f  C'cosj:. 


606.  L'equalion 

se  ramene  au  cas  precedent  (603)  quand  on  a 
V  =  A  cosn^  H-  B  ünnx  -h  A'cosn'o;  -f-  B'sinn'a: 


en  posant 

j  =  a  cos  n  37  -4-  Z»  sin  njF  +  a'  cos  n'x  -^  h'  s\n  n'x  -\- . 
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Lorsque  V  est  de  la  forme  Ae"^,  on  obtient  unc  So- 
lution de  l'equation  (i)  en  posant  y  =  ae"^  ;  on  trouve 
en  general  pour  a  une  valeur  finie,  a  moins  que  celte 
valeur  de  y  n'annule  le  premier  membre  •,  dans  ce  cas, 
on  suivra  une  niethode  semblable  ä  celles  qui  ont  ete 
developpees  dans  les  n°'  604  et  603. 

607.  On  ne  saitque  tres-rarement  integrer  une  equa- 
tion  lineaire  h  coefficients  variables,  \oici  un  exemple  oü 
rintegration  peut  s'achever. 

Soit  Tequalion 

<■/""  Y  rf'"~^  Y 

lax  -\-  hY" -+-  P  fax  4-  *>-' ^  -;-... 

(0     {  , 

(lY 

-r-  Tiox  -t-  6j  ^ ;-  L  )•  1=  o, 

dx 

P,  Q, .  .  . ,  T,  U  eiant  des  constantes. 

Posonsj)^=  {^ax-\-hY\  substituons  cette  valeur  dans 
l'equation  (i),  et  supprimons  le  facteur  (ax -h  ^)'"com- 
mun  a  tous  les  tcrines,  nous  aurons 

j  /•(/• —  \,{r  —  2).  .  .(r  —  w  -J-  i)  o" 
^^^     (        -1-  Pr(r—i).  .  .(r—M -i-  2)0"— -+-... -f-U  =  0. 

Cette  equation,  etant  du  dcgre  m,  donnera,  en  general, 
m  valeurs  constantes  et  inegales  pour  r\  en  les  designant 
par  r, ,  7-,,..., /•„,,  les  expressions  {ax-^-hY^  («x-l- /')'"',..., 
(ax  4-  ^^Y""  seront  des  solulions  particulieres  de  l'equa- 
tion (1),  d'oü  Ton  deduira  Tintegralc  generale 

j  =  C,  \ox  +  hY'  -\-  C,(fl.r  4-  b)'-'  +  .  .  .-T-C™{a.r-h  Ä)'«. 

Toutefois,  la  forme  de  celte  integrale  scrait  modifiee  si 
quel(jues-unes  des  racines  elaient  egales  ou  imaginaires. 
11  faudrait  alors  se  scrvir  de  proredes  aualogues  ä  ceux 
que  l'on  a  enq)loyes  aux  11°'  00 i  et  6O0. 

Au  resie,  on  ramenerait  lequaiion  (•)  ä  une  eijualion 
lineaire  ä  cocUicicuts  coustants  en  posant  ax  -i-  b  =  c'. 
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propri6t6s  de  l'i!:quation  du   second  op.dre. 

608.  Quand  on  connait  une  integrale  particuliere^, 
de  l'equation 

les  procedes  des  n°'  597  ä  600  permettent  de  l'abaisser  au 
premier  ordre,  et,  par  suite,  de  l'integrer  completement.     • 

On  peut  cncore  operer  de  la  maniere  suivante. 

On  a,  par  hypothese, 

Eliminant  Q  entrc  les  equations  (i)  et  (2),  il  vient 

et,  en  posant 

dr  dfi  ,.    <  d^r  ^' r.         du 


(4)  ;S  +  P"=": 


lequalion  (3)  devient 

(4) 

d'oü,  en  integrant, 

On  aura  donc 

(5)  ^,^_^.^  =  Ce-/^^ 

^    '  -^    dx       ''   dx 


ou 


y        Q.e-5^^^dx 
d  —  =. 5 ) 


et  enfiD, 

(6)  j  =  C'j.  +  Cj,  1" 


r\ 
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609.  L'equaliou  (5)  l'ait  conuailre  plusieurs  proprieles 
de  requalion 

(■)  'i^  +  p±:+Qv=o. 

f/.r'  de 

La  (OMslante  C  n'ciant  pas  nulle,  en  general,  suppo- 
soiis  C  ">  o  :  Oll  aura 


par  coiisequenl,  la  fonclion  r  ei  sa  derivce  — -  ne  pcuvenl 

''  dx        '■ 

pas  etre  nnlles  en  m6ine  tenips. 

La  ineme  propnele  appariienl  aux  lonclions  j  ,  et  -^• 

Delix  valeurs  de  x  qui  annulent  y^  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annale  y.  En  effet,  si  y^.  s'annule  ])Our 
j?  =  <7  et  pour  a:  =  Z>,  on  a  dans  ces  deux  cas,  d'apres 
l'inegalite  (7), 

dv, 

J  -7-  <  <^- 
dx 

Ainsi,  Y  et  -7-^  sonl  de  slgnes  conlraires:  mais  quaiid  x 

dx  "  '  '■ 

croil  de  n  a  o^  — -  chaiige  de  signe  pour  une  ccrtaiiio  va- 
leur X  =:  a:  donc  j'  doit  aussi  changcr  de  signe  avanl 
que  X  nedevienne  egal  a  b.  Par  consequent,  la  fonclion  j' 
s'evanouil  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  cl  h. 

De  meine,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  j',  se 
trouve  une  valeur  qui  annule  7,. 

11  suit  de  lä  que  si  Ion  faii  eroilre  .r,  Ics  deux  fonc- 
lions  y  et  y^  s'annulcront,  l'une  apres  Taulre,  allerna- 
tivenienl.  C'est  ce  qu'on  peul  veriüer  sur  Tequation 

d^r   . 

— T  +  r  =  o , 

tix- 

qui  a  pour  integrale 

r  =  C  sinj-  -f-  C'cos-r. 
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EXERCICES. 

i. 

Solution  : 

■j. 

2. 

'^'^'  1    3 '''"''   1    ar-        ^     L 

r/x^'    '    %/x    '    -"-^   "(H-^)'' 

Solution  : 

7=  -7 

-t-  -  <°-"  /  •: -_  ^  r./ 

2{I^X) 
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QUARAKTE-IIUITIEME  LECON. 

RESOLUTION   DES  feQUATIONS   DIFF^RENTIELLES 
PAR  LES  SfiRIES. 

Developpement  par  la  serie  de  Maclourin.  —  Methode  des  coefficients 
indelermines.  —  Aulre  forme  de  developpement.  —  Integration  d'une 
equation  diflerentielle  par  des  inte(;rales  defiaies. 


DEVELOPPEMENT    PAa    LA    S^RIE    DE    MACLAÜRIJV. 

610.  Etanl  donnee  une  equation  enire  y  et  quclques- 
unes  de  ses  derivecs  par  rappoit  a  x,  on  peut,  comme  on 
l'a  vu  (550),  developper  j'  en  serie  procedant  suivant  les 
puissances  asccndantes  de  x  —  a,  et  ce  developpement 
conlient  vi  constanles  arbitraires,  qui  sonl  les  valeurs 
de  y  et  de  ses  in  —  i  premieres  derivees  pour  x  =  a.  En 
faisant  «  =  o,  on  obticnt  une  serie  ordonnee  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x.  Mais  il  peut  ariiver  que 
certaines  derivees  devenant  infinies  pour  x  =  o,  la  serie 
soit  en  defaul,  a  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  con- 
vetiables  a  d'autres  derivees  qui  no  sont  plus  aibilraires. 
Dans  ce  cas,  la  serie  contenant  moins  de  m  constantes 
arbitraires  ne  represente  plus  l'integrale  generale,  niais 
seulement  une  integrale  parliculiere. 

En  voici  un  exemple.  Soit 
/•/'  >'  dy 

ilx'  dx  •' 

En  differentiant  cette  equation  plusieurs  fois,  on  aura 

d*r         ,  rf'  r  r/'  y  dy 

dx'         ^   dx'  dx^  dx  ♦ 

d^Y       ^d'y  <t^r       o     fi''y 

X-—  4-  5— ^  +  '''-^-TT  ■+•  3/»- "7^  =o, 

rf.r'  d.r*  dx'  dt- 
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La  loi  de  formatlon  est  evidente.  Or,  si  dans  l'equation 

proposee  on  fall  x  =  o,  y  =  b,  —  =  b',  i\  en  resultera 

d^  A- 

— —  =  00  ,  ä  moins  (lue  b'  iie  soll  iiul.  II  faul  donc  faire 

dx' 

dr  1         ,        ,  .  ,  ,   .     , 

-^  z=  o  pour  x  =  o,  et  alors  Jes  equalions  uerivees  sui- 

dx 

vantes  donnenl 


d-Y              nU> 

d'Y 

d*  r        n* b 

■             ■  » 

— ^  —  o. 

dx^               3   ' 

dx' 

dx*           5 

et,  par  consequent, 

n-x^  n*  r'  \         ,  sin/?j: 


•^  \  I  .2.3  "^  I  .2.3.4-5 

r  •  /^ 

ou,  en  laisant  -  =  c, 

n 


On  n'oblient  ain.si  qu'une  integrale  particuliere.   Pour 
avoir  l'integrale  generale,  il  faut  poser 

sin/?r 

J=C   5 

X 

C  designant  une  fonclion  de  x.  La  reclierche  de  cette 
fonclion  conduit  ä  une  equation  lineaire  du  second  ordre, 

d'oü  Ton  deduit 

C  =  c'  H-  c"  cotnx, 

et,  par  suite, 

c'  sin«.r  +  c"  co&nx 
jr= 

On  serait  parvenu  tout  d'abord  a  ce  resultat  si  Ton  avait 
developpe  j"  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  se  don- 

uant  les  valeurs  de  r  et  de  -f-  pour  x  =  a. 

^  dx  ^ 

METHODE    DES    COEFFICIEKTS    IND6tER1VIIN£s. 

6M.   On  peut  encore  employer  la  melhode  des  coefB- 
cienls  indelerniiues  pour  developper  eu  serie  linlegrale 
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d'une  equalion  dinercnlielle.  On  oblicnt  souvenl  par  ce 
moyen  des  dcveloppemcnts  qui  renferment  des  puis- 
sanccs  nc'galivcs  de  x,  cc  quc  nc  peut  donner  la  serie  de 
."Maclauriii, 

Reprenons  rerjuation  differenlielle  du  nuinero  prece- 
dent,  sous  la  forme 

Supposons  que  Tinlegrale  soit 

(2)  r=  Ax'''--+-Bj:^^C.rV-t-..  ., 

Ä,  6,  '/,...  etant  des  nombres  croissants  :  on  aiira 

(tx 

^  =  a  (a  —  0  A.r=^-- 4- §  (S  —  l)  B^'-^  ^  .  .  . , 
tlx^ 

ci  la  subslitulion  de  ccs  valeurs  dans  requation  proposee 
donnera 

(   Aa(a-f-  l).r«-^H- A/7=.r='M-B?(6-f-l)j:^-^ 

(3)  )  .  ... 

(        -4-  ^n-x"  -t-  €7(7  +  OxV  — -  -f-C«'j:''H-.  .  .  =  0. 

Pour  que  ceUe  cquation  soit  idenlique,  il  faut  que  les 
ooefficients  des  dißerenles  puissances  de  x  soicnt  nuls 
separenient.  Or,  puisque  a,  c,  7.  .  .  sont  des  nonibrcs 
croissants,  y.  —  2  est  le  plus  pelit  exposant  de  x  dans 
requation  (3).  On  doit  donc  avoir 

Aa  (a  -i-  l)  =  O, 

cl,  comme  A  ne  pcut  pas  etre  nul,  il  faut  qu'on  ail 
a  =  o,     ou     a  =  —  I . 
Prenons  d'abord  a  :=  —  i .  Les  deux  plus  pctilsexposanls 
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qui  \ionncnt  cnsultn  sont  a  et  c — •  3.11s  pcuvent  eircogaux 
ou  inegaux  :  s'ils  soiit  inegaux,  le  icrme  Bo  ( o -t- 1 )  x '''' ~ '^ 
ne  pouvant  se  rcduire  avcc  uu  aulro  devra  elre  mil  de 
lui-raemc,  ce  qui  donnera  c=o  ou  6  =  — i.  iNJais  on 
ne  peui  supposer  S  =  —  i ,  puisqu'on  a  dejä  a  =-.  —  i ,  et 
que  a  est  suppose  moindre  que  o  :  done  0  =  0.  Parmi  Ics 
exposants  qui  suivent,  les  plus  petils  sont  ce.  et  y  —  2-, 
nous  devons  les  supposer  egaux,  car  le  terme  Arrx"-'-  doit 
se  reduire  avec  uu  autre,  puisquc  A  ne  peut  elre  nul.  De 

la  resulle 

7  =  1,      Art^-t- C7  (7  +  i)  =  o. 

On  trouvcra  de  nieme 

d^  =  2,     B«=-+-D5(«J  +  i)  =  o, 
£  =  3,      C«--l-  Ee  (  £ -h  i)  =  o, 

et  ainsi  de  suitc;  il  en  faut  conclure 
C  = ,         D 


1.2  1.2.3' 

An'  ^  B/?' 

E  =  ;^^,        F 


1.  2.3.4  '•  2.3.4.5 

Par  consequent, 


,   I  n-x 


+  B     I 


1.2         1.2.3.4 


1.2.3        1.2.3.4-5 
A  cosnx        B  sin/?.r 


J'  = 


ou  bien,  en  posant  A  =  c,  -  =  c', 


c cosnx  -+-  c  sin/7.r 
r  =  ' 


612.   Si,  au  lieu  de  supposer  o  —  2  diffcrent  de  a,  on 


|l44  CüLRS    D  ANALYSE. 

fait 

6  —  2  =  «  =  —  1 ,     d'ou     €  =  I , 

le  terme  Cy  (7  -i-  i)x'^~^  ,  n'etanl  pas  nul,  puisqu'on  a 
y>.6^i,  doil  etre  delruit  par  B  n^  x^\  On  a  donc 
y  —  2  =  €;  on  aura  de  meme  0  —  2  :=:  y,  £  —  2  =  0, — 
Par  consequent, 

6  =  1,     7  =  3,     0  =  5,..., 
il  s'ensuit 

An^        ^_       A.n'  An« 

1.2  1,2.0.4  I  .2 . .  .0 

ce  qui  donne 

A  cos  nx 


y 


\x  1.2  1.2.3.4  / 


mais  on  n'obtient  aiusi  qn'une  integrale  particuliere. 

L'hvpothese  a  =  o  conduit  aussi  ä  une  integrale  par- 
ticuliere 

A'sin/7jr 

nx 

En  ajouiaut  ces  deux  integrales  particulieres,  on  re- 
trouve  rintegrale  generale. 

Au  resie,  il  sullil  de  faire  jy  ==  «  pour  ramencr  Tequa- 
lion  (0  ä  la  suivaule  : 

dUi 
dx- 

que  Ion  sait  integrer. 

AL'TRE    FORME    DE    D6vEL0P^EME^T. 

613.   L'e(jualion  lineaire  du  sccond  ordre 

(■)  £-4><J-=" 

peut  tüujours  se  ramcner  ä  uue  equalion  a  deux  IcruiL-ä. 
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Ell  elTet,  ^posons y=  uz.  L'equation  proposee  deviendra 

,    .       d^z       (    du        ^   \  dz  id'^u        ^du       ^    \ 

Delerminons  ii  par  la  condition 
du 


(3) 

2—  -1- 
dx 

Vu  = 

o, 

d'oü 

u=:e 

i/P*. 

Celle  valeur 

elant 

subsihuee 

dans  1 

'equation 

(2), 

on 

aura 

(4) 

d^z 

d.x^  " 

=  Rz, 

R  etant  une 

fonct 

ion  connue  de  x. 

dz 
614.  Designons  par  A  et  B  les  valeurs  de  ^  et  de  —5 

correspondant  ä  une  valeur  arbitraire  a:  =  a.  Nous  au- 
rons,  en  integrant  deux  fois  de  suite,  entre  les  limites  a 
et  x,  les  deux  membres  de  requaiion  (4)  : 

—-  =B  -h  1     Kzdx, 
^•^  Ja 

dx  I     Rzdx-y 

a  Ja 

ou  bleu,  en  posant  f  =  A-|- B  (x  —  a), 

dx  I      Rzrfx. 

a  Ja 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'equation  (5),  on  rem- 
place  z  par  la  valeur  que  donne  cette  meme  equation, 
on  aura 


f  4-  /     dx  \     R  tdx 


(6) 


/     dx  j     Ri 
Ja  Ja 

r>  X  rtx  nx  nx 

f     dx  l     B.dx  I     dx  I     Rzdx, 
V  a  Ja  Ja  Ja, 
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et,  en  remplacaiit  cncorc  z  par  la  valeur  (5), 

Jf^X  /»X  nx  /-tx  r*  X  rtx 

dr.   \      Rrr/x  ~    j     fix  {      Rdr  j     dr         l\tdx 

Jr*x  rt  r  rtx  t  x  /i  .r  /-»x 

d.r  1     Rdc  j     dx  /     Kdx  \     dx         Rzdx. 
a  »Ja  Ja  Ja  Ja  ^  a 

Glo.  En  continuaiU  ainsi,  on  oblierit  pour  la  valeur 
de  z,  une  suite  iiideiinic 


(8)  z  =  t-h   i    dx  i   R 

J  ii  Ja 


tdx 


dont  cliaque  terme,  a  l'excepiion  du  dernier,  se  deduii  du 

precedenl  en  le  multipliant  par  Rt/x*,  et  en  integranl, 

par  rapport  ä  x,  deux  fois  entre  les  iimites  a  et  x.  Le 

dernier  terme  se  forme  d'apres  une  loi  analogue,  mais  il 

contient  toujours  la  fonetion  inconnue  z.  Cependant,  le 

developpement  (8)  pourra  servir  au  calcul  de  la  valeur 

approthee  de  5,  si,  a  nicsure  que  le  nombre  des  termes 

augmente,  le  dernier  tend  vers  o.  C'est,  en  effet,  ce  qui 

arrive  quand  la  fonetion  R  nc  devient  pas  inünie  dans 

rinlervalle  ou  l'ou  fait  varier  x. 

Pour  le  demontrer,  supposons  que  x  croisse  dune  ma- 

niere  continue  depuis   la   valeur  a  jusqu'ä  une  valeur 

quelconque  b.  Soienl  M,  y.,  C  les  plus  grandes  valeurs  de 

R,  z,  t,  dans  Tinlervalle  considere.  On  aura,  en  valeurs 

absolues, 

R<M,     z<u,     r<C; 

le  signe  <^  n'exciuani  pas  regalite.  Si  Ion  trouvoponr  u 
une  valeur  finie,  il  seia  dc'-nionlrr  que  :;  ne  peni  pas 
devenir  iiifniie  entre  les  Iimites  a  et  />. 

Ür,  en  premier  lieu,  on  a,  dans  cel  inlervalle. 

Rf<CM, 

donc 


/     Redx^        CMdr, 

Ja  Ja 
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OU 

/     Ktdx<:CU{x~a). 

Ja 

De  lä  on  tire,  en  inu'grant  successivement : 

[X—  ny 


Jdx  1      Vit  du 
a  Ja 


<CM 


/     dx  \     Rdx        dx  i    Ktdx<:^CW  ^— ^ 

Ja  Ja  Ja  Ja  I  •  •  •  4 

/     dx  l     Kdx  /     dx  /      Rr/x  /     dx  l     Rtdx<^CW-^ tt- 

Ja  Ja  Ja  Ja  Ja  Ja  I...O 

et  ainsi  de  suitc. 

D'un  autre  coic,  on  a 

Rz<pM, 
d'oii 

/     dx  \     Vizdx<^^U 

Ja  Ja 


JrtX  ,tx  r»X  rtx 

dx  j     Kdx  j     dx  j     F\.zdx  <Ciu. 
a  Ja  Ja  «/  a 


w 


l  .2 

{t  —  a)'' 


et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  arretant  ]e  developpement  de  z 

,    1       •  •    j  »,    fa.-— ^r-" 

a  /i  -f-i  termes.leaernierseramoinarenue  aJM"  — ■• 

'  ^      '  I  . 2  ...  2 « 

D'apres  ces  iuegaliles,  on  deduit  de  l'equation  (8) 

{x  —  n)'^                 ix  — ■  nY 
s<C  H-  CM  ■ h  CM=  ^ ,--,  -h.  . . 

1.2  1.2.3.4 

4-  CM"-'  — ; r    4-  pM" , 

1.2.  ..2(« — l)  1.2.  ..2« 

et,  ä  fortiori, 

2  1 .2.  .  .2« 

10. 
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car  on  a 

1.2  I  .'2.0.4  - 

„  .  M'-fj:  — rtV"  [(x  — «Jv'Mj'"  ,    , 

On  sait  que ou —  peut  devpuir 

^  1.2.  ..2A/  1.2. ..2« 

moindre  que  tonte  quantile  donnee  e,  quand  «  est  siiffi- 

samment  grand .  Donc,  si  Ton  designe  par K  la  plus  gi  ande 

valeur  de  -  C  [e('-°^\/^  -\-  e-('-'')V^J  ,  quand  x  varie  de 

a  h  b,  valeur  qui  est  independante  de  Ji,  on  aura 

s  <;  K  -+-  ps. 

Cette  inegalite  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
coniprises  entre  a  et  b,  on  peut  remplacer  z  par  sa  plus 
grande  valeur  |;jt,  et  Ton  aura 

fi  <  K  +  f*e, 
d'oü 


Alnsi,  IX  nepeut  pas  devenir  infini,  et,  par  consequenl, 

le  reste  de  la  Serie  (8).qui  est  moindre  que  fxlVr » 

tendvers  o,  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

610.  On  arrive  encore  ä  la  formule  (8)  (615)  i)ar  la 
melhode  suivante  ; 

Posons 

z  =  ;/„  4-  // ,  +  Kj  +  ■  •  • , 

«0,  «1,  i/o,.  .  .,  etaut  des  fonclions  de  x  que  nous  allous 

d-z 
djc' 


delci  miner.  On  doit  avoir  — ^  =  V<.z  (013),  ou 


d-it„         d-ity  d^ii^ 

dx'  dx-  dx- 

Or,  on  saiisfera  a  cette  equation  en  posant 
^  ''  dx'  dx'  dx^ 
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En  supposant  que  Von  all  j/q  =  A,  — -^  =  B  pour  x  =  a, 

flu,      du-i  ,  , 

et  que  ^^l,  u^^ .  .  . ,  -—5  -—•,  •  •  •  j  s  annulent  pour  x  =^  a, 

on  tire  des  equaiions  (i)  : 

«0  =  A  +  B  (or  —  a)  =z  t, 

Jf\x  nx 

dx  j     Rtdx, 
a  »Ja 

Jrtx  r»x  nx  nx 

I     dx  I     l\dx  I     dx  j     KtdXf 
II  V  a  'Ja  J n 


On  demontrera  que  la  serie 

z  =  «0  -f-  w,  4-  «2  H-  .  .  . , 
est  convergeiite,  comnie  on  l'a  fait  n°  615, 

On  iraitera  de  la  meme  nianiere  l'equation =11^, 

^  t/x"' 

et  l'on  aura  une  serie  dont  chaque  terme  s'obtiendra  en 
multipliant  le  precedent  par  Rri^a:'",  et  integrant  m  fois. 

617.   Comme  applicalion  de  cette  methode,  conside- 
rons  l'equation  du  second  ordre 

d^z 
(,)  ^.  =  ^-"'^' 

a  laquelle  se  reduit  l'equation  ditede  Riccati 

(.)  Tx-^y'=-^^ 

en  posant 

I  dz 

•^~^d^' 


Pour  plus  de  simplicite,  supposons  a  =  i,  et  prenons 
toutes  les  integrales  indiquees  au  numero  precedent,  entre 
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les  limites  o  et  j: :  nous  aurons 

Multipliant  par  x'"dx^  et  inlegranl  deux  fois  enlre  ks 
limiles  o  et  x,  il  vieiidia 


i ///  -T  i)    ni  -\-  1]        { III  -^  i)  [ in  -r-  6) 
Nous  aurons  de  meine  successiverueut 

«J  =  7 ^ 7— 

[in  +  i)  [m  -\-  1)  [im  +  3)  [2.m  -\-  4) 

H ;r^ 7 T-, 

(/«  -h  2)  (/«  H-  ij  (^  2/«  -h  4)  i,2///  H-  t)j 

(w-h  I;  \^in  H-  2)  i^2//i-T-3)  [-2.171  +4)  l3/n-4-5)  .  3/n-T-6) 

(/n-1-2)  (/«H-3)  (2//iH-4j  (2«! +  5)  (3m -t- 6)  (3/n-+-7) 

et  ainsi  de  suite. 

Par  consequenl,  la  valeur  de  z  sera 


z=A     I 


|m-t-  ij  (/«  H-  2)         (//J  -i-i)  i^/«-,-  2j  '/2m  -t-3j  (2m  -T-4) 


-3m+6 


(m-t-  1)  (/«+2)(2mH-3)  ;^2m-l-4)  (3m-|-5j  ,3m  +  6) 


[_         (mH-2)(m  +  3j        (m-f-2)(mH-3)^2m-t-4  jl2m-t-5) 

(m4-2)(^m-|-3)(2m-i-4);2m-+-5^(3/M-t-bj   3m-i-'j)       *"J 

Quand  vi  =  o,  cette  formule  se  rcduit  a 

e'  -«-  e-'  e^  —  e-' 

z  =  A 1-  B =r  AV  -T-  B  c-', 

2  2 

qui  est  bien  l'integralo  de  ri'cjuatioii 
-=.    (082,. 


quahame-ulitieme   le^oiv. 


IUI 


INTfiGRATION     DUNE     ÄQUATION     DIFF^RENTIELLE     A    I.'AIDF. 
D'iNTtGRALF.S    nf.FINIES. 

618.  Soit  recjualion  dlffcrcntiulle  du  second  ordre 
d^Y         rn  dy 

m  et  li^  designani  deux  conslanles  ;  admettons  cjue  soii 
integrale  puisse  eire  developpee  en  serie  convergente 
procedant  suivant  los  puissances  ascendantes  de  x^  et  po- 
sons 

y  =  A.r*'-  +  B^^  -f-  .  .  .  +  L.r^  -f-  M-r/"  + 

En  substituant  cette  valeurdans  l'equation  (i),  on  aura 


Aafa— l) 
-l-/wAa 


t:='-^+B8(6  — i)!. r^-^ -+-... -4- Mf.(pi  —  i) 

r-  ilCkx'^  +  2A'B.r^  +...-4-  a/i^Lx-^  -4-  aA^Ma-/"  4-...  =  o. 


Pour  que  cette  derniere  equation  soit  identique,  il  faut 
d'abord  qu'on  ait 


c'est-ä-dire 


a  (a  —  I  +  zw)  =  O, 


a=o,      ou      a  =  i  —  m. 


Si  Ton  prend  d'abord  a  =  o,  et  que  Ton  procede  comme 
il  a  ete  indique  au  n°  611,  on  trouvera  la  serie 


r,  =  A     I h  — 

•^  L  l  .[PI  —  Ij  I  .2.    W  -4- 

Si  Ton  fait  a  =  i  —  in,  on  aura  par  le  meme  procede 


J.r^A 


r        fi' 


1 .2.  ^3  —  ni)   5 


-...]. 


r,  et  Kä  sont  deux  integrales  particulieres  contenant  cha- 
cune  une  conslante  arbitraire.  Leur  somme  j'j  +)  j  sera 
donc  l'iategrale  generale. 


102  couRs  D  a:valyse. 

619.  On  peul  remplacer  les  seriesj  ,  etjt  pardes  inte- 
grales definies.  En  effct,  entre  les  coefficienls  L  et  M  de 
deux  teriues  consecutifs  de  la  serie  j,,  on  a  la  relation 

//'L  —  Mp  [i  —  m  —  ip). 

Or,  on  deduil  de  la  formule  (B)  (I,  372)  une  relation 
analogue  entre  deux  integrales  definies,  savoir  : 

n  o.p  —  I        f 'T 

/     cos'''asin"'-'a«^a= I     cos-/'-'asin'"-' a^/a. 


Le  rapport  de  ces  deux  integrales  est,  ä  un  facteur  con- 

M 
L 


staut  pres,  egal  au  rapport  — :  si  donc  on  pose 


r>7z 

M  =  A„  /     cos^/'asin'"-'arfÄ, 

Jo 

r^ 

L=A„_,   /     cosV-'asin'"-'arfa, 

Jo 

on  aura 

M 

Ap        ip  —  I                        Ä* 

1. 

A^_i  i])  -\-  m  —  1        p[i  —  m  — 

lp] 

donc 

D'apres  cette  formule,  et  comme  A^  n'est  autre  chosc 
qua  A,  on  aura 

2A'  4A«A  ^  ^    {—ih-')P 


1.2  1.2.0.4  l .2. . .2p 

par  consequent, 

{—'i/r')p   r^     ,     . 

M.  =  A —  /     cos'/" X  sin"'-'  xdx 

P  1.2...  -pj^ 


et 


v   (—  ■2.ii')i'.r-p  r^   ,    . 

y,  =  >  A /     cos'^aSin'"-'arfa, 

jLU  i-2...ip    J^ 
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ou  bien 


L  /     Sin' 


/i  =  A  /      sin'"-'ar/a     I  — 


I .2.3.4 


Mais  l'expression  entre  parentheses  egale  cos  {jix  ^/äcosa) : 
011  a  donc  eufin 

j,  =  A  I     cos(/iX  y/2  cosa)  sin"''~'a(/a. 

La  seconde  seiie  se  deduit  de  la  premiere  en  changeant 
m  en  2  —  7?i  5  donc 

/»TT  _ 

/2=:A'j:'~'"  /     cos(Ä.r  v'^  cosa)  sin'~'"a(^a. 
J  o 

620.  La  valeur  de  j^i  dcvient  illusoire  quand  on  a  jn=.  o 
ou  w  <^  o.  En  effet,  si  m  =  o,  l'inlegrale 

cos  \hx  sj-2.  cosaj  sin'"~'ac?a 
0 

est  plus  grande  que 

«^  o 

A'  designant  une  quanlite  finie  et  s  un  nombre  siiffisam- 
ment  petit,  mais  lui-meme  finl.  Or,   /     —  =  co.  Donc 

'J  o 

la  premiere  integrale  est  infinie  quand  m  :^  o,  et  ä  plus 
forte  raison  quand  on  a  m  <<  o. 

De  meme  la  seconde  integrale  n'aura  une  valeur  finie 
que  si  2  —  m  est  positif. 

Donc  j'i  4-j  2  ne  representera  l'integrale  generale  que 
si  ni  est  conipiis  entre  o  et  2.  En  deliors  de  ces  deux 
limites,  l'une  des  deux  formules  tombera  en  defaut,  mais 
l'autre  subaislera  et  servira  ä  irouver  Tintegrale  generale 
par  le  procede  du  n°  608. 
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C21.  Examinons  mainlenant  quelques  cas  parliculiers. 
1°  m  =  o.  L'equation  se  leduit  ä 

Pour  (leduirc  son  integrale  des  formules  precedeiites,  ob- 
servoiis  qua  la  valcur  de  j  j?  qui  est  encore  admissible,  se 
reduit  a 

^2=A'x     I      cos    /ij:  y  2  COSa)  sioarfa 

= _  I      COS    h.r  \j2COSu    d( /ix  \  7.C0S:t 

=  Csin  ^ hx  v'2). 
Au  moyen  de  celte  prämiere  integrale  on  trouvera 

y  ^  c  s\n\hx  \^  "i.  ]  -r-  c'  cos  \hx  y  2 ) . 

2°  m  =  2.  La  valeur  de  72  est  illusolre,  mais  cclle  de 
}"i  subsistc  et  donne  Csin(//XY'2)  pour  integrale  parli- 
culiere.  Ou  en  deduil  Tiulegrale  generale 

c  sin  (  hx  y'2  )  -f-  c'  cos  ( hx  y/2  1 

y  =z 

X 

3°  tu  =  1.  Le  rapport  de  ji  h  j\  est  conslaiu,  et  ces 
dcux  integrales  ne  sont  plus  dislincles.  Dans  ce  cas.  du 
poscra  ni  z=^  i  -{-  h,  et  l'on  appliquera  le  procede  de  d'A- 
leuiberl  (080), 

EXERCICES. 

.  d\Ydr 


dx*       dx 


Solution 


^  r  -r*  -r" 


,2)'      (1 .2.3/*      (i  .2.3.4  ■ 
integrale  parliculiöre. 
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äx'       X  dx      ■^  dx 


Solution 


.  /        x'         x'  x"        ^       \ 

integrale  particuliere. 
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QUARANTE-NEUVILME  LECON. 

EQUATIONS  ülFFfiRENTIELLES  SIMULTAN£ES. 

Elimination  d'une  variable  entre  deux  equations  differentielles.  —  Sys- 
tcmes  d'cquations  du  premier  ordre  eqiiivalents  a  une  ou  pliisieurs 
equations  d'un  ordre  quelcnnque.  —  Theoremes  sur  les  integrales  des 
equations  simultanees  du  premier  ordre.  —  Integration  des  equations 
simultanees  du  premier  ordre. 


Elimination  d'une  variable  entre  delx  £quatio^s 
differentielles. 

622.  Soient 

/  dy  d'"y         dz  dPz\ 

dy  d"y  dz  dlz^ 

deux  equations  qui  renferment  Ueux  fouctions^'  et z  d'une 

variable  independante  .r,    et    leurs   derivees    de    divers 

ordres.  En  eliminanty  entre  ces  equations,  on  obliendra 

une  equalion  ditrerentielle  ä  une  seule  fonction  ^,  etdont 

rintc'gration  fera  connaitre  z. 

Pour  operer  cette  elimination,  on  diirerenticra  n  fois 

la  premiere  equation,  et  m  fois  la  secondei  on  auia  ainsi 

TTJ  4- « -f- 2  equations   entre  lesquelles   il  sera   possible 

d'eliininer,  par  les  moyens  ordiuaires  de  lalgebre,  les 

dy    d^y  d"'-*^y     _  , . 

m  -h  n  -+-  I  inconnues  j,  ^'  "^ ' ' ' ' '  -J^^i^ '  L  equalion 

finale  sera,  en  general,  d'un  ordre  egal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  n-\-p,  ni-\-q\  toutefois  cel  ordre  pcut 
etre  moindre,  si  lelimination  a  pu  s'effectuer  sans  eni- 
ploycr  les  in  +  /i  -f-  2  equations. 

623.  Plus  generalement,  si  1  on  avait  /•  equations  dif- 
ferentielles contenant  une  variable  independante  x  et 
/•  fotictionsj',  z,  «, .  .  .  de  cette  variable,  on  eliniiiierait 
y  entre  ccs  r  equations,  ce  qui  donuerait  /• —  i  equations 
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enU'o  3,  ll,....  On  climinerait  cnsuito  z  enire  ces  /•  —  t 
equations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  ä  une 
(Vjuation  differentielle  ne  renfermaiit  plus  qu'une  soiilc 
des  foncdons  inconnues. 

SYSTEMES   ü'liQUATIONS    DU    PREMIEU    OHDRE    ÄQUIVALENTS   A 
UKE  OU  PLUSIEUKS  IlQUATIOWS  d'uN  ORDRE  QUELCOISQUE. 

()24.  On  peilt  reraplacer  une  equation  difTereiitielle 
d'iiM  ordre  quelconque  ä  deux  variables  par  un  Systeme 
d'cquations  simultanees  du  piemier  ordre,  en  represen- 
lant  |)ar  une  lettre  chaeune  des  derivees,  excepie  celle  qui 
est  de  Tordre  le  plus  eleve.  Ainsi  requalion 

/  dr    dy    d^y^ 

^  y  fl.r     dx^      dx^ 

est  evidemmentequivalente  aux  equations  suivantes  : 
\dx~'^  '       dx  ~^   ' 

625.  De  meme  les  equations 


(3) 

i  ^("'-^'S" 

r/"'  r          dz 
d.t.            dx 

dPz\ 

r'("'-^'£" 

d"  r          dz 
•■'    dx-'^'dx'" 

diz\ 

daiis  lesquelles  nous  supposerons m^  n,  q  ^  p,  peuvent 
elre  remplacees  par  le  Systeme  des  equations  du  premier 
ordre 


(4) 


dr 

Tx=y^ 

dx  —^   '• 

dz 

dx  =  '^ 

dz' 

iU^y,/: 

' "  ■  ' '      dx 

F  ( .r,  7,  /' 

,...,y"\^, 

dyi"'-^) 

dx 

dz''i-'') 


=  2(2-'), 


dv 

...,  Z^P^  ]  =  o, 
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En  general,  etant  donne  un  nombre  quelconque  d'e- 
qualions  diÜeientielles  ronfermant  une  variable  indepen- 
dante  et  plusieurs  fonctions  de  cette  variable,  si  Ton  re- 
presenlc  les  derivees,  ä  I'excepiion  de  cclles  dont  Pordre 
estle  plus  eleve,  par  des  lettres,  on  aura  un  Systeme  d'e- 
quations  simultanees  du  premier  ordre  qui  sera  equiva- 
Jent  aux  equalions  proposees. 

TIIl^ORiiMES    SUR   LES    INTEGRALES    DES    ^QUATIOKS 
SIMULTAMtES    DU    PREMIER    ORDRE. 

620.  Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  Ton  ait  trols 

equations  ditrerenlielies  simultanees  du  premier  ordre 

enlie  une  variable  ind('pendanle  x  et  irois  fonctions  7', 

z,  u  de  cette  variable.  On  pourra,  en  general,  lesoudie 

,         .  , ,  .    ,      dr    dz     du       , 

ces  equations  par  rapport  aux  derivees  -^»  — ■,  —  et  Jes 

*  *■  ^'^  dx      rix      (Ix 

rcinplacer  par  des  equations  de  la  forme 


ou 

(i) 


dr 

Q 

r/3    _   R 

da 

V 

dx 

-P' 

^  ~  p' 

dx 

p 

dx 

dy        dz 

du 

P"  " 

Q  ""  K 

-  Y' 

P,  Q,  R,  V  etant  des  fonctions  deterrainees.  Le  problemc 
propose  revient  donc  a  etablir  entre  les  variables  x.j^ 
z,  u  des  relalions  telles,  (jue  les  diilereulielles  de  ces 
variables  soient  proportionnellcs  aux  fonctions   P,    Q, 

Je  dis  maintenant  que  les  relalions  cherchecs  doivent 
eontenir  trois  constantes  arbitraires.  En  eilet,  les  equa- 
tions (1)  detcrminent  seulement  les  accroissemenls  inli- 
niment  pelits  des  variables  j  ,  z,  11  pour  un  acrroissement 
infiniment  petil  de  .r.  On  peut  douc  prendrcä  volonte 
les  valeurs  de  j',  2,  et  u  pour  x=^a.  En  raisonnant 
comnie  on  l'a  fait  dans  le  cas  d'une  seule  equation  dille- 
renlielle  (oi9),  on  voit  quej  ,  z  et  u  sout  des  fonctions 
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determinees  de  x,  dependant  neccssairement  de  Icurs 
valeurs  initiales,  qui  sont  tout  ä  fait  arbitraires.  Les 
equalions  integrales  doivent  donc  contenir  trois  constanles 
arbitraires.  Ces  constanles  peuvent  d'ailleiirs  etre  rein- 
placees  par  d'autres  ayant  avec  elles  des  relaiions  arbi- 
traires, pourvu  qu'on  puisse  determiner  les  nouvclles 
conslantes  de  maniere  que  j^,  z  et  u  aient  des  valeurs 
donnees  correspondant  ä  une  valeur  donnee  de  x. 

627.  ün  arrive  a  la  meme  conclusion  par  la  serie  de 

Taylor.  En  eilet,  si  l'on  represente  par  j„,  ( ~^^^  I   '  <^tc., 

les  val»eurs  de  y  et  de  ses  derivees  pour  x  =  a,  on  aura 


J  = 

ya 

-is; 

'  a 

-a) 

>  -f- 

'd\y 
\dx^ 

V 

X 

-a]' 

.2 

^uitc 

,d, 

es  equations 

dx 

Q 
p' 

dz 
d.v 

=: 

R 
P' 

du 
7h: 

— 

V 

p' 

d"Y 
on  peul  deduire  -r-^en  fonction  de  x,j^  z,  u;  par  conse- 

/d"r\ 
quent  I  -r-j^  \   dependra  des  valeurs  arbitraires  attribuees 

a  y^  z,  u  pour  x  =  a.  Donc  le  developpcment  de  y 
contiendra  trois  constantes  arbitraires.  Les  valeurs  de  z 
et  de  u  dependront  aussi  des  meines  constantes. 

Les  raisonnements  qui  precedent  s'etendent  evidem- 
ment  ä  un  nombre  quelconque  d'equations.  Par  con- 
sequent  m  equations  du  premier  ordre  entre  m  -i- 1 
'variables ,  et  qui  peuvent  etre  mises  sous  la  forme  (i), 
admettent  toujours  ni  integrales  contenant  m  constantes 
arbitraires .  Ces  constantes  doivent  etre  telles,  que  Ton 
puisse  donner  ä  m  des  variables  des  valeurs  arbitraires 
pour  une  valeur  quelconque  altribuee  ä  la  (/n-f-i)'""* 
variable. 

628.   On  a  suppose  que  les  equations  proposecs  poa- 
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,  ,     ,  .  ,  .     ,      dy     dz     du 

vaient  etre  resolues  par  lapporl  auxdenvees  -—•>  -—■>  —-• 
*  *  ^  ax     dx    dx 

Dans  cerlains  cas  particuliers  cette  resolulion  est  impos- 

sible.  Par  exemple,  si  Ton  avait 

dy        dz 

(0 


dx         dx 


dy  dz 

en  cherchant  ä  eliminer  l'une  des  derivees,  on  irouverait 
l'equalion 

(2)  y  —  2 x'^r  o. 

Cette  ecjuation  peut  remplacer  l'une  des  deux  proposees. 
En  poriant  la  valeur  de  j  qu'elle  fournit  daus  la  prä- 
miere des  equations  (i),  on  aura 


dz 
d'oü  i'on  deduit 


- — h  öj:  =  o, 
dx 


z  =  C-— . 
2 

Ainsi,  quand  on  ne  peut  pas  resoudre  le  Systeme  pro- 
pose  par  rapport  a  toutes  les  derivees,  le  probleme  se 
simplifie,  parce  qu'il  existe  alors  entre  les  variables  un 
certaiii  nombre  de  relatious  algebriques,  au  moyen  des- 
quelles  on  peut  faire  disparaitre  les  derivees  dont  le  Sys- 
teme n'a  pu  fournir  les  valeurs.  Mais,  dans  ce  cas,  le 
nombre  des  constantes  n'est  plus  egal  au  nombre  des 
fouciions. 

INTEGRATION      DES     £qUATI0?<S     SIMULTÄNtES     Dt      PREMIER 

ORDRE. 

629.  Soit 

.  .  dx dy         dz  du 

^^'  T  "~  7y  ~  R  ~~  v" 

un  Systeme  d'equaiions  siumllanees.  iNous  avons  vu  qu  il 
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existe  trois  equations  integrales, 

iF,  (x,  j>  ,  z,  II,  c,  c\  c")  =o, 
F2  (.r.r,  z,  u,  c,  c',  c")  =0, 
^3{^,J',  z,  li,  c,  C,  c")  =0, 

c,  c',  c"  etant  des  constantes  arbitraires.  Ces  equations, 
resolues  par  rapport  aux  constantes,  peuvent  etre  rem- 
placees  par  le  Systeme 

(3)  a=:c,      6=c',      7=:c"; 

«,  6,  y  designant  trois  fonctions  de  j:,  j',  z  et  h,  sans 
constantes  arbitraires.  On  peut  donc  trouver  trois  fonc- 
tions de  j:,^,  z,  u  qui  conservent  des  valeurs  constantes 
quand  on  y  fait  varier  simulfanement  toutes  Ics  va- 
riables. 

Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  P,  Q,  R,  V  ne 
peuvent  pas  etre,  ä  la  fois,  identiquement  nulles,  car  ics 
equations  (1)  n'offriraient  alors  aucun  sens. 

Admettons  que  P  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et 
prenons  x  pour  variable  independante.  Je  dis  que  P  ne 
pourra  pas  meme  s'annuler  constamment  en  vertu  des 
equations  (3).  En  effet,  l'equation  P  =  o  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  pas  se  donner 
ä  volonte  des  valeurs  de  j,  z,  u  pour  une  valeur  quel- 
conque  de  x. 

Supposons  donc  P  different  de  o.  En  differenliaut 
l'equation  a  =^  c^  on  a 

(4)  -—  dx  -] — ^  dy  -. — —  dz  -i — —  rfa  =  o . 
^^'  dx  dy    ■'         dz  du 

Mais  a  =  c  etant  une  integrale  des  equations  (i),  les 
differenlielles  dx^  dy^  dz,  du  doivent  etre  proporiioa- 
uelles  ä  P,  Q,  R,  \'  :  on  aura  donc 

ie\  -n^^  r^^^  ^   da.  ,^  dy. 

5)  P_-+-Q+R+V—  =0. 

dx  dj  dz  du 

Stirm.  —  An.^  II.  1 1 


^'£ 

^ 

Q 

+ 

R  — -+- 

dz 

vS 

= 

o, 

da: 

-\- 

Q 

dZ 

'd'y 

- 

R^^^ 
^2^^ 

-s 

= 

o, 

dx 

-f- 

Q 

d-, 

dY 

-f- 

-^ 

= 

o. 
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Cette  equation  doit  etre  identique*,  aulreraent  eile  eta- 
blirait  une  relation  entre  les  variables  x^y,  z  et  «,  et  Ton 
iie  pourrait  pas  donner  des  valeurs  arbitraires  ä  y.  z,  u 
pourune  valeur  parliouliere  de  x. 

On  aura  donc  les  trois  equations  identiques 


(6) 


630.  Reeiproquement,  si  Von  trouwe  une  fonction  9 
des  'variables  o:,/,  z.  w,  sans  constante  arbitraire,  teile, 
quo  Von  ait  identiquenient 

r/e         ^  r/9        ^  d()        ^,  d^ 

Vequation 

e  =  c 

scra  une  integrale  des  equations  simultanees 
dx        dy        dz         du 

En  efict,  on  a 

dB        dB  dY        dB  dz         dB  du\ 


ix         dj  dx         dz  dx        du  dx  j 

doncj',  z  et  uetautdes  fouctions  dea:  telles,  que  Ion  ait 

r/r_Q        ^_5:       du_Y 
Z^"~p'     Tü^p'    ^~"p' 
on  aura 

rf9=—    P—  -f-Q  —  -t-R—  -f-V  — 
9  \     dx        ^  dy  dz  du 

niais  la  (pianlile  rcnferraee  entre  parenlheses  est   nulle 
par  livpolhese,  donc 

r/O  =  o,     ou     0  =  c. 

11  suil  de  lü  que  si  Toa  Irouve  trois  fonctions  a,  o,  yqui 


QUARAIVTK-NEüVIEME    LE(;OIV.  l63 

siibsliiuees  ä  ö  salisfassent  identiquement  ä  requalion  (i), 
les  equalions 

(3)  «  =  c,      e=:c',      y=:r" 

seront  les  integrales  des  equations  (  2). 

631 .  Des  integrales  (3)  peuvent  se  deduire  une  infinite 
d'autres  integrales,  car  x,  j^,  z^  a  variantde  maniereque 
les  fonctions  a,  6,  y  conservent  une  valeur  conslante, 
toute  fonclion  de  la  forme  cp  (3:,  6,  7)  conservera  aussi 
une  valeur  conslante. 

On  peut  d'ailleurs  verifier  directement  que  l'equation 

(4)  ?(«>  s>  7)  =  ^ 

est  une  integrale  des  equations  (2).  En  effet,  on  a 


(5) 


dx 

do  da.         r/(p  r/6          do  dy 
"da.  dar        c/6  d.v         dy  dx 

d  tf 
dy 

d<^  da.         d(f  do         drf  dy 
"  da  dy        do  dy        dy  dy 

dvf 

dvf  da        dif  rf6        d<»  dy 

~  da  dz         d^  dz         dy  dz 

dt^ 
'du  " 

d;^  da         d(f  r/6          r/cp  dy 
~  da  du        rf6  du        dy  du 

Si  Ton  multiplie  ces  equations  respectiveraeni  par 
P,  Q,  R,  V,  et  qu'on  les  ajoute,  le  second  membre  seia 
nul  en  vertu  des  equalions  (6)  du  n°  629.  On  aura  donc 

dm  „  dai  ^    do  ,,  dr? 

dx  dy  dz  du 

c'est-ä-dire  que  cp  mis  ä  la  place  de  0  satisfait  ä  Tequa- 
tion  ( I ) .  Donc  c{>  =  c  est  bien  une  integrale  des  equations 
proposees. 

632.  On  peut  meme  demontrer  que  toute  fonctio/i  d 
de  x,j^  z,  u  qui  satisfait  ä  V eqiiation 

^dB       ^dO       „  rfö       ^de 

^  '  dx       ^  dy  dz  du 

I  I . 
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doit  sereduireä  unefonction  de  a,  S,  y.  En  effet,  soit 

(2J  &  =  ci(x,  j,  z,  «); 

posons 

(3)  K=/,  (x,j,  z,  «),    e=./;(x,r,3,«%    '/ =f:,{x,y,z,u)\ 

on  peut  lirer  de  lä  les  valeurs  de  j',  z,  u  en  fonction  de  a, 
S,  y  et  x^  en  les  substiluani  dans  la  valeur  de  Ö,  on  aurf 

(4)  5=7r(a,6,7,x). 

Or,  je  dis  que  x  ne  doit  pas  entrer  explicitement  dans 
cette  equation.  Enoffet,  en  metlant  cetie  valeur  de  ö  dans 
l'equation  (x),  on  aura 


TT  df         dTc\ 
'/  dx        dx  ) 


(5)  { 


I  d-n  d'j.         dTz  d^         dn 

p i ^_ 

\dx  dx        d-j  dx        d 

l  dTz  da.        d-n  do         di:  d'j 

^  \d^  d} '^  d^  dj- ~^  7F,  d} 

/r/TT  doL         r/77  rf§  _^  drz  (/y\ 
\dx  dz         c/§  dz     '    dy  dz  j 


I  drc  dx        drc  d^         f/n  dy 
\  \dx  du         do  du         f/y  du 

Mais  les  fonciions  ex,  ^,  y  saiisfaisant  a  requalion  (i), 
l'equation  (5)  sc  reduit  ä 

diz  

dx 

d'oü 

dr: 

puisque  P  ne  peut  etre  nul  que  pour  des  valeurs  parti- 
culieres  des  variables.  Ainsi,  la  fonction  7r  ne  conlicnl 
pas  X  explicitement,  et  se  reduit  a  une  fouction  de  a, 

6,7. 
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CINQUANTIEME  LECON. 

SUITE  DES  fiQüATIONS  SIMULTAN£ES. 

Equalions  lineaires  :  cas  de  deiix  equations,  methode  de  d'Alemhert,  — 
cas  de  trois  equalions.  —  Rc-duction  du  cas  general  au  cas  oü  les  equa- 
tions sont  privees  de  secoiid  inembre.  —  Methode  de  Cauchy.  —  Re- 
marque  sur  les  equations  lineaires. 


CAS    DE    DEUX    ^QtJATIONS ,    METHODE    DE    d'aLEMBEUT. 

633.  Si  Ton  a  deux  equations  lineaires  du  premier 
ordre  entre  une  variable  indcpendante  x  et  deux  fonc- 
tions  j'  et  z  de  cette  variable,  en  eliminant,  tour  ä  loui , 

-T-  et  -f-)  on  obtieudra  deux  equations  de  la  forme  sui- 

dx      dx  ^ 

vaute  : 

P,  Q,  V,  P',  Q',  \ ',  designant  des  fonctions  de  x. 

On  pourrait  appliquer  a  ces  equations  leprocede  d'eli- 
mination  expose  plus  haut  (022),  et  Ton  parviendrait  ä 
uneequation  lineairedu  second  ordrenecontenantqu'une 
seule  fonction  inconnue^  mais  il  est  plus  avantageux 
d'employer  la  methode  suivante,  qui  a  ete  imaginee  par 
d' Alembert,  et  perfectionnee  par  Ampere. 

Ajoutons  les  equations  (i)  apres  avoir  mulliplie  k 
seconde  par  une  indeterminee  0  :  nous  aurons 

(2)  %  ^%^  H_(p-i-p'e)j-f-(Q  +  Q'e)3  =  VH-v'e. 

dx  dx 

r. .  .  dy         .  dz  .    ,      -,  ,   .    ,      , 

Si  0  etait  une  constante,  -, — \-  d  -r-  serait  la  derivee  de 
dx  dx 

y  -\-Qz\  posons  done 

(3)  f  =  j-f-Gz, 
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i]  eil  resulte j'  =  t  —  dz  et 


dr        0  dz        dt 

dh 

.     '  .     _f_     ■;^^    _ 

-  z  — 

dx         dx         dx 

dx 

L'equalion  (2)  deviciit  alors 

( 4  )   ^  —  z  ^  +  (P  -I-  P'  G)  (^  —  0  z)  -<-  (Q  +  Q' 0)  z  -z  V  -+-  V  9. 

Comme  z  n'entre  ici  qu'ä  la  premiere  puissance,  on 
eliminera  cette  fonction  en  egalant  son  coefficienl  ä  zero, 
et  Ton  aura  les  cleux  equations 

(5)  ^-t- (p-^p'ö)e- Q-Q'9  =  o, 

dx 

(6)  ^_{-(p  +  p'o)f  —  V  — v'e  =  o. 

dx 

L'equadon  (5)  ne  contient  que  ö  et  x;  eile  determine 
donc  0.  Mais,  quoique  du  premier  ordre,  eile  n'est  pas 
lineaire,  et  Ton  ne  sait  pas,  cn  general,  l'integrer.  Cepen- 
dant,  sl  Ton  en  connait  seulement  dcux  integrales  parti- 
culieres  B^  et  62  ■,  la  question  proposee  pourra  etre  resolut;. 

En  effet,  ces  integrales  particulleres  etant  misos  a  la 
place  de  0  dans  requallon  (6)  qui  est  lineaire,  on  oblien- 
dradeux  valeurs  corrcspondantes  de  f,  ^i  et  /,,  contenant 
chacune  une  constanle  arbitraire.  On  aura  ensuite  j"  et  z 
au  moyen  des  deux  equalions 

j-i-G,z  =  r,,     j-h9,2  =  f,. 

I.es  valeurs  de  y  et  de  z  ainsi  obtenues  conliendront 
deux  constantes  arbitraires,  puisque  ^,  et  t^  en  conlien- 
nenl  chacun  une. 

634.  Dans  le  cas  ou  les  roefBcients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
ronstants,  on  pcut  supposer  0  constant  dans  l'equation  (5), 
qui  se  reduit  alors  ä 

(7)  (p_|.  p'o)0-Q-Q'0-^o. 

Cette  equation  est  du  second  degie  et  donnc  iloux  raeines 
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constantes  que  l'on  peut  prendre  pour  0j  et  0,,  si  ccs  ra- 
cines  sont  inegales. 

Si  les  racines  de  l'equation  (7)  elaienl  egales,  on  n'an- 
raitqu'une  valeurde  0.  Mais,  dans  ce  cas,  requalion  (5), 
en  supposanl  0  variable,  peut  se  metlre  sous  la  forme 

OU 

hP  dx  =  o, 

equation  dont  l'integrale  generale  est 


P'x  -f-c 


Comme  on  n'a  besoin  que  de  deux  valeurs  particulieres 
de  ö,  on  les  choisira  de  la  maniere  la  plus  simple  en  fai- 
sant  successivement  c  =  o,  c  =^  oo  ,  d'oü 

9,  =a4-— — }      ej  =  a. 
Po; 

Les  equations  (i)  peuvent  donc  toujours  etre  integrees 
quand  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont  constants. 

IKT^GRATION    DE    TROIS    6QUATI0NS    LIN^AIUES. 

635.  La  methode  precedente  s'applique  avec  quelques 
modifications  ä  l'integration  de  trois  equalions  lineaires 
simultanees  a  quatre  variables  x,  j\  2,  u.  Ces  equalions 
peuvent  d'abord  etre  mises  sous  la  forme 

/  dr 

l   __|_pj  +  Qz-l-R«  =  V, 

l  ax 

11)  {  ^-t- P'j  +  Q'z  +  R'«=V', 

1  ax 

f  ^  -+-  P"j  +  Q"z  +  R"  u  =  V". 
\  dx 

Ajoutons  ces  trois  equalions  apies  avoir  multiplie  la 
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seconde  par  6  ei  la  troisieine  par  /.  On  a  ainsi 


(0 

'^  +  e^4-X^  +  ^P  +  P'9-P").)j. 

1  dx           dx           dx 

1             -^  (Q-4-Q'9-^Q"X)^^-(R-+-R'&- 

=  V-f-V'0-hV">. 

Posons 

(2)                                  j  +  Gz  4-  >«  =  /, 

(l'oü 

dy            dz            du         dl            rfQ            < 
ßx            rfx            dx        dx           dx            1 

L'equation  (1)  devient 

(3)    i 
i 

-7 z- «_-f-    p  4-P'9  +  p"i~  [t- 

dx           dx           dx 

1             +(Q  +  Q'0^Q">)z  +  (R+R'9 

\ 

—  V+V'0+V"X. 

R").    ü 


hz  —  ^u) 
-R"A)a 


Cette  equalion  ne  renferme  2  el  u  qu'au  premier  degre. 
En  egalant  ä  zero  les  coeflBcients  de  ces  variables,  on  re- 
duira  l'equation  (3)  aux  suivantes  : 

(4)  ^  +  (P  +  P'e  +  P"Ä)e-Q-Q'0-Q"x  =  o, 

(5)  4^-t-  (P-j-P'9-f-P"X)X  — R  — R'9  — R"X  =  o, 
dx 

(6)  ^  +  (P  +  P'ö4-P"X)f  —  V  — V'9  — V">  =  o. 
dx 

Les  dcux  premieres  equations  ne  coniiennent  que  5  ei  X  : 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  lincaires.  On  ne 
sait  donc  pas  les  integrer  en  general.  Neanmoins,  si  Ion 
connait  trois  integrales  parliculieres  9,,  ö«,  O3  cl  trois  va- 
leurs  correspondanles  ?.,,  /j,  Aj,  on  pourra  determiner  les 
integrales  cherchees.  En  effel,  pour  un  Systeme  de  valeurs 
simultanees  0i  et  ?>i,  l'ccjuation  (6)  qui  est  lineaire  et  du 
premier  ordre  donuera  une  integrale  corrospondante  r, , 
contenaut  une  constantc  arbitraire.  On  aura  de  meme 
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tleux  autres  valeurs  ta  et  ^s  correspondant  aux  deux  autres 
syslemes  öj  el  Xj,  ö,  et  I3.  Les  trois  integrales  seront  donc 

1  j  -4-  ö,  z  -f-  X,  w  =  r, , 

(7)  /  j  -(-  0,z  -t-  >j«  =  r,, 

(     7   -1-  03  Z   -f-  >3  M  =  ^3. 

Les  valeurs  de^,  z,  u  qu'on  en  deduira  conticndront 
chacune  trois  constantes  arbitraires. 

636.  Dans  les  cas  oü  les  coefficients  P,  Q,  K,  P', .  • . 

sont  constants,  les  equations  (4)  et  (5)  sont  salisfaites 
par  les  valeurs  constantes  de  0  et  de  X  que  determinent 
les  equations 

(8)  (P  +  P'0-+-P").)9  — Q  — Q'9  — Q")^  =  o, 

(9)  {P-T-P'0--P">)X  — R— R'O  — R">  =  o. 

En  portant  dans  la  seconde  equation  la  valeur  de  X 
tiree  de  la  premiere,  on  aura  une  equation  du  troisieme 
degre  en  ö,  qui  fournira,  en  general,  trois  valeurs  dis- 
linctes  de  celte  variable,  0i ,  0j,  03.  L'equation  (8),  eiant 
du  premier  degre  en  1,  fournira  trois  valeurs  correspon- 
dantes,  X,,  X,,  X3. 

L'elimination  peut  se  faire  de  la  maniere  suivante.  En 
posant 

(10)  p  +  p'e  +  p"Xi=p, 

on  aura  les  trois  equations 

(    P—  p  -|-P'0  +  P">=:O, 

(11)  I  Q-h  (Q'— p)0-f- Q")i  =  o, 
(  R-f-R'6+  (R"— p)X=:o. 

L'elimination  de  0  et  de  A  entre  ces  trois  equations 
donne  l'equation  finale 

(p  -  P)  (p  -  Q')  (p  -  R")  -  R'Q"(p  -  P) 

—  RP"(p  —  Q')  —  QP'(p  —  R")  —  QR'P"—  RP'Q"=:  o. 

Soieni  f.1,  pi,  ps  les  irois  racines  de  cette  equation. 
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L'equation  (6)  prenant  la  forme 
dt 


,     4-pf  =  V-^V'&  -1- V""/., 


ori  aura  (511 
t 


On  dedult  de  lä,  en  remplacant  successivement  p  par  p,, 
P2,  03,  et  0,  K  par  les  valeurs  correspondanles,  trois  va- 
leurs  de  /  contenant  cliacune  une  constante  arbitralre. 
Le  Systeme  propose  aura  done  pour  integrales  les  trois 
equations 

I   r  +  e,r.-4-X,«  =  ^-/''''rc,4-    rV-f-V'O.H-V"X.)<^''<irl, 
{12)   I  r  +  9,^-|->,«z=r-.°'-^rc,+   r(V4-V'&,^-V'i:y»'rir  1, 

AUTRE  METHODE. 

637.  On  peut  suivre  dans  Tintegration  des  equations 
lineaires  simultanees  la  meme  marche  que  dans  les  equa- 
tions differentielles  ordinaires,  c'est-a-dire  ramenor  le 
cas  general  a  celui  des  equations  privees  de  second 
membre.  INous  allons  effcctuer  celte  reduction  dans  le 
cas  oü  les  coelficients  des  premiers  membrcs  sont  con- 
stants. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  connaissait  trois  sys 
lemes  de  fonctions  (>-,,  Zj,  u,),  (j%,  z.,  u,),  (/s?  ^3,  "s) 
satisfaisant  aux  equations 

dy 

-i-  +  P>   -r-Qz-+-R«  =0, 

dx 

(I)  •;  21  -+-  ^'y  ^  Q'  ^  -t-  R' "  =  o, 

du 

--  -!-P"j  4-Q"r-4-R"ü  =  o, 
ax 
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011  y  satisferait  cncore  en  posant 

z^=  c,z,  -4-  Cj  Z;  -^  Cj  rj , 
«  =  r,  u,  -r-f, «,  +  Cj  Mj, 

comme  on  s'en  assure  par  la  Substitution,  et  Von  aurail 
les  integrales  generales,  puisque  ces  formules  contiennent 
trois  ronstantcs  arbitraircs  c,,  Cj,  r^. 

Cherchons  mainlenant  a  resoudre  les  equations  (I)  par 
des  valeurs  de  la  forme 

p,  u,  V  designant  des  conslantes  inconnues.  La  Substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  equations 

[  P  —  p  -f-Q(x-i-Rv  =  o, 

(2)  P'-l-  (Q'-p)p.4-R'v  =  o, 

(   P"-l-Q"a-}-(R"— p)v=0. 

L'elimination  de  fx  et  de  v  entre  ces  equations  conduit  a  une 
equation  du  troisieme  degre  en  p,  la  meme  que  l'on  a  de- 
duite  (636),  par  relimination  de  0  et  de  ^,  des  equations 

J  p_p_l_p'ö  -4-  P")^  =  o, 

(3)  Q^(Q'_p)9-4-Q").  =  .., 
(  R^R'&-^(R"  — p)X  =  o, 

car  on  arriverait  ä  ce  dernier  Systeme  en  ajoulant  les  equa- 
tions (2)  respectivement  multipliees  par  i,  6  et  ).,  et  en 
determinant  0  et  X  de  maniere  que  les  termes  qui  contien- 
nent a  et  V  disparaissent  d'eux-meraes. 

Les  trois  valeurs  de  p  elanl  designees  par  pi,  ^25  p3>  et 
les  valeurs  correspondantes  de  a  et  de  v  par  fXj,  //j,  /ut., 
Vi,  Vj,  V3,  on  aura  trois  Solutions  particulieres  d'oü  Ton 
deduira  la  Solution  generale 


(4)  ',    c  =  c.  fx,e-P-^ -^c,(x,r-P>'+ (-3.1*3  e-/»»^. 


c  =  c,  p,  e     <-'     -T-  Cj  [Xj  r     c»    +  (-3  [*3  e 


(-  — ■  «-1  ri 
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638.  Prenons  maintenant  trois  equations  avec  second 
membre 

dy 

-f--t-Pj  -+-Q3  — R«  =V, 

dx 

(II)  (^  +  P>-+-Q'z-^R'tt=V', 

—  +  P"j  -r-  Q"2  —  R' «  =  V". 
dx 

Cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  a  ces  equations 
par  les  formules  (4).  mais  en  y  regardantc,,  c»,  Cs  comme 
desfonctions  convenables  de  x.  On  aura 

dr  _  _  _ 

—  =  — p.c.  e     Pi^— fjce     P'^— p3C3<?     P'^ 

dx  dx  dx 

On  aurait  de  meme  -;-  et  ^-«  En  substituant  ces  valeurs 
dx      dx 

dans  les  equations  (II),  les  termes  qui  renferment  Cj,  c,,Cs 
sont  nuls  en  vertu  des  equations  (2).  et  il  reste 

dx  ax  dx 

,  ^    ydc^  „    rdCi  ^    -r^^i  ^, 

\  dx  dx  dx 

De  ces  equations  on  tirera  les  valeurs 
-  de,  de.  de, 

X»'  X*»  X»  *^^ant  des  fonctions  de  x  :  doü  1  on  conclura 

(7)  <  c,  =  /  X'^-^  -+-Cj, 

=   lYidx  -f-Cj. 


I  "=/'=" 
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Ces  valeurs,  subsliluees  dans  les  forniules  (4),  donneront 
les  integrales  du  systerae  (II). 


METHODE    DE    CAUCHY. 

639.  Soit  propose  d'integrer  le  Systeme 

dr 

— -t-Pj  +  Qz  -f-R«  =F(j-], 

(1)  {  ^^  +  P'j+Q'z  -fR'«=:F,(a;), 

^  4-  p"j  -|_  q"z  -!-  R"u  =  FJx). 
dx  ' 

Cherchons  des  fonclions  Y,  Z,  U  qui,  subslituees  ä  la 
place  dey,  2,  m,  verifienl  les  equaiions 

-^  +  Pjr  +  Qz  +  R«  =  o, 
dx 

(2)  ^  ^-r-P'j  +  Q'zH-R'«  =  o, 

-j^  -I-  P"7  +  Q"2  -f-  R" «  =  o, 
dx 

et  telles,  que  pour  a:  =3=  a  on  ait 

Y  =  F(a),     Z  =  F,(a),     U  =  F,(a). 

Pour  trouverdes  fonctions  Y,  Z,  U  qui  remplissentces 
conditions,  il  suffirade  determinerles  constantes  qui  en- 
trent  dans  les  integrales  generales  du  Systeme  (2), 

iJ  =  T  (•'■,  Ci,c,,  C3), 
Z  =::(p,(ar,  C,,  Cj,  C3), 
«  :=  cp2(x,  C,,  Cj,  C3), 

de  maniere  que  Ton  ait 

IF  (a)  =(})  (a,  c,,c„C3), 
F,(a)=cp,(a,  c,,C:,  «73), 
»  Fj(a)  =  (pj(a,  c,,Cj,  C3). 

On  aura  les  fonctions  cliei  chees  en  portant  dans  les  equa- 
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tions   (3)   les  valeurs  de  Cj,  Cj,   c»   deduiies  des  equa- 
lions  (4)- 

640.   Maintenant  je  dis  (jue    les  equations  (i)  seront 
salisfaites  en  posant 

YdoL,      z=  j      Zclx,      11=1      Uda. 

Eneffet,  d'apres  l'hypothese,  on  aura 

dr      rdx       , 

et,  en  suLstiluanl  dans  la  premiere  des  equalions  (i). 
F{x)=   f    ^da-i-vi     Yda-^qi     Zdx 


R    r    Ur/a 


Celle  equation  est  identique,  car  eile  revient  ä 


t/0 


rfa  (  ^  -+-  PY  +  QZ  +  RU  )  =  o, 


et  la  quantite  renfermee  entre  pareniheses  est  nulle  par 
hypoihese.  On  verifiera  de  la  meaie  raaniere  que  les  deux 
autres  equations  du  Systeme  sont  salisfaites. 

On  a  done  une  Solution  particuliere  du  Systeme  (i)  : 
designons-la  par  (/i,z,,Ui).  Mais  si  dans  les  equations  (i) 
on  remplace  j,  z,  u  par  J  -i-  Ji,  z  -{-  Zi,  u  —  «i.  on 
obiiciidra  le  Systeme  (?-).  Donc,  en  ajoutani  aux  valeurs  (5) 
les  integrales  gcnerales  [y,  z,  it)  des  equations  priveesde 
second  membre,  on  aura  inlegre  conipletemeul  le  Sys- 
teme (i). 

REMARQUE    SLR   LES    6QIIAT10NS    SIMULTAKEES. 

6il.  Soient 

(    f(x,j, /,:,  z'i-:o, 
(l)  <  ,        , 
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deux  equalions  simultanccs  du  promier  ordre,  dans  Ics- 

ni         /   1  '  •  dr      dz    „   . 

es  r  et  2    desjcnent -i-  et  -r-'  boient 
'  "^  °  dx      dx 

(    z  =  ■i};(  X,  «,  ü), 

les  integrales  generalcs  du  svsteme  (i),  a  et  Z>  etanl  deux 
constantes  arbitraires.  Les  equalions  (i)  doivent  devenir 
idenliques  quand  on  y  remplace  j'  et  z  parles  valeurs  (2). 
Donc,  si  Ton  pose 

dy  dz 

^^)  "=5^'      ''=da' 

d'oü 

du  d^r  dr' 

dx  da  dx  da 

dv  d'z  dz' 


dx        da  dx        da 
on  aura,  cn  differentiantpar  rapportä  a  les  equalions  (i 


(4) 


rff 

d[  du 

rff 

—  u 

■^ 

d^'Tr. 

_i_ 

dz' 

-}- 

dYdu 
d^'Tx 

+ 

rt'F 

V 

dz 

d(  di' 

dz'  dx 
r/F  dv 
dz'  dx 


On  arriverait  encore  aux  equations  (4)  en  posant 

^^^  "=dr  "^Tb' 

et  en  dififerentiant  les  equationsf  i)par  rapport  ä  b.  II  suit 
de  lä  que,  si  Ton  considere  u  et  v  conime  des  fonctions  in- 
connues  de  ^,  le  Systeme  (4)  admettra  les  Solutions  partl- 
culieres  (3)  et  (5).  Donc  ses  integrales  generales  seront 

da  db 

A  et  B  designant  deux  constantes  arbitraires. 
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EXERCICES. 

i  .  Integrer  les  deux  equaüons 
,  dy  dz 


Solution  : 


iq         56      20  _,      c  c' 

3  9         7  5  5  ' 

17         55      9.4  ,      4  c  ,r  c'     , 

3975  5 

dx        ,  _ 

-  +  4^  +  3j=^ 

r/r  .  , 

^+  2JCH-  5j=  e'. 


Solution  : 
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CINOUÄNTE  ET  UNIEME  LECON. 

INTfiGRATION  DES  fiQUATIONS  AUX  D^RIVfiES 
PARTIELLES. 

Des  dilTerentos  cspeces  dintegralos.  —  Equations  qui  se  ranienent  aux 
equations  difTereiitielles  ordinaircs.  —  Equations  liiieaires  du  premier 
ordre  a  deux  variables  indepeiidantes.  —  Gas  d'un  nombre  quel- 
conque  de  variables  iiidependaiites.  —  Equations  aux  dirrerenticlles 
totales.  —  Equations  aux  derivees  partielles  du  preniier  ordre,  rion 
lineaires,  a  deux  variables  independantes. 


DES    niFFEllEINTES    ESPECES    D  INT^Or  ALES. 

ßi'S.  On  nomme  cqualion  aux  derivees  parllcllcs 
d'ordrc  a  une  equation  qui  renferme  plusieurs  va- 
riables independantes,  x,,  ^o,  ,..,  Xn  par  exemple, 
une  fonclion  inconnue  z  de  ces  variables  et  unc  ou 
plusieurs  des  derivees  partielles  de  z  par  rapport  ä  ^,, 
x-2,  ...,  Xn  jusqu'a  Tordre  [x  inclusivement.  Conime 
jiour  les  equations  dilTerentielles  ordinaires,  il  est  pos- 
sible  de  renionler  de  l'equation  aux  derivees  partielles 
d'ordre  [x  ä  d'autres  equations  qui  ne  renferment  plus 
(pie  des  derivees  d'ordre  inferieur  ä  jj.,  ou  menie  qui  nc 
renferment  plus  que  .r,,  x-^-,  .  .  .^  x„  cl  z;  dans  ce  dei- 
nier  cas  on  a  une  integrale  finie  de  l'equation  proposee. 

Si,  d'une  teile  integrale,  on  tire  les  valeurs  de  ^  et  de 
ses  derivees  partielles  pour  les  substituer  dans  l'equation 
donnee,  celle-ci  doit  etre  idenliqucment  satisfaite. 

643.  Une  equation  du  premier  ordre  ne  peut  natu- 
rellenient  avoir  que  des  integrales  finies  de  la  forme 

(i)  ¥{x^,  x.^.  . . .,  Xn,  z)  —  o; 

cette  equation  est  appelee  integrale  generale  de  Tequa- 

Sturm.  —  An.^  W.  12 
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lion  proposec  sl  la  valeiir  qirellc  fournil  pour  :;  peut, 
poiir  unc  ccrtainc  valciir  ;  altrlhuce  a  x,,  par  exemple, 
co'incidcr  avec  unc  fonclion,  choisie  comme  on  voudra, 
des  autres  variables  Xo,  X3,  .  . . ,  ^„ ;  il  faut  evldemmenl 
pour  cela  qu  il  fii^urc  uno  fonclion  arljitralrc  dans 
reqiialion  (i). 

Unc  integrale  pdiliculii-ve  est  unc  integrale  com- 
prise  comme  cas  particulier  dans  l'integrale  generale  ; 
unc  integrale  singuliere  est  ccllc  qui,  tont  en  satisfai- 
sant  a  l'cqualion  proposee,  ne  rentre  pas  dans  lintegrale 
generale. 

Enfin  Lagrange  a  nomme  integrale  cowplete  une 
integrale  dans  laquellc  figurent  autant  de  constantes 
arbitraires  qii'il  y  a  de  variables  independantes  dans 
reqiialion  proposee. 

tOCATIO^VS  QUI    SE    ^lAME^E^T    AUX   EQVATIOS 
DIFFEREINTIELLES  ORDIKAIUES. 

6ii.  Nous  commencerons  par  le  cas  particulier  tros 
simple  od  les  derivees  partielles  renfermees  dans  l'equa- 
tion  nc  sont  relatives  qu'ä  une  seule  variable.  II  faut 
alors  operer  comme  si  Ton  avait  une  ecpiation  differcn- 
lielle  ordinaire,  mais  apres  l'inlegralion  on  rcmpla- 
cera  les  constantes  arbitraires  par  des  fonctions  arbi- 
traires des  aulres  variables  indepcndanles.  Soit,  par 
exemple, 

en  regardant  y  comme  une  constantc,  on  a, 

et  en  remplaranl  la  consl.inle  C  par  um^  fonclion  arbi- 
traire  de  j  , 
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On  Irouvcia  de  lUL-nic  quo  l'iiilrgrale  de  requalion 


(In 

■ry  — h  au  --  o 

'    ''X 

est 

Cj)(x)  designanl  une  foiiclioii  aibiiraire  de  x. 

645,  Ce  procede  peulquelquefois  s'elendre  ä  des  equa- 
lions  ou  enliet)t  des  detivees  partielles  relatives  ä  deux 
variables.  Soii,  par  exeniple. 

,    .  (P  ti  du 

ajr  dy  dx 

Hill  posant  --  =^p-,  011  a 


du 

dp 


dy    ■   "/^  =  "-^' 


equatioii  lineaire  du  premier  ordre  qui  donne 

{2)  p  =  6'-"/     <p(j-)  -+-  jn  iyt'rdy    , 

d'apres  la  derniere  formule  du  n°5I4,  oü  la  coustante 
arbitraireC  est  remplacee  par  la  fonctionarbitraireci.  (x). 
Si  maintenant  oii  integre  requatioii  (2)  par  rapport 
ä  X,  on  aura 

u  —  6'-"/  / o  (x )  dx  --  ^  JT-  6'-"/  lycordf  4-  ^  {y)y 

•{{y)  designant  une  fonction  arbitraire  dej. 
Coinme  d'ailleurs 


/^ 


ye"rdy  =  —  {ay  —  i). 


tt  qne  f'^[x)tlx  peut  elre  remplace  par  une  fonction 
arbitraire  y^[x)^  on  aura  definitivement 

u  =  -!^{y)  +  e-^ryXx)  4-  ^  ^^  {ay  -  i). 
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tqVATlOyS    MM^AIRES    DU     l'UEMfER    ORDRE     A    PEVX 
VARIABLES    IKDEPEKDA.\TES. 

040.  Soll 

(0  P/7-^Q7  =  R 

iino  cqiiation  dans  l;u|ii<llt'  P,  Q  et  R  designent  des 
fonclions  donnees  de  :r,  >-  et  z\  p  cA  rj  les  di'rlvces  par- 
tielles -f-,  -%-•  II  s'agil  d'eii  irouver  l'inlegrale  generale 

(2)  F(^,  7,  -)  =  o. 

Or,  nous  avons  vii,  n"  116,  qu'on  parvienl  ä  une  equa- 
tion  teile  que  (i)  lorsque  deux  fonctions 

(3;  a  ^ /(r,  y.  z  1.     o  =/i('.r,  y,  z), 

clant  liecs  [)ar  une  relalion  quelconque 

Oll,  plus  slmplcniciil, 

(  4  )  a  r-  cp  (  8  )  , 

on  {'limine  la  fonclion  arhilraire  '\j  ou  'i.  Des  lors  il  est 
natiirel  de  clierchcr  ä  salisfaire  ei  requalion  (1)  par  unt- 
('■(jiralion  <I(;  la  loriue  ( /( )• 

017.    Supposons  donc  que  l'inlegrale  de   requalion 

(I)  l>-:-Q7_R 

soit 

(•2)  a-cp(6K 

a  et  6  etanl  des  fonclions  inconnucs  de  .r.  v  cl  c.  C)n 
tire  de  requalion  (  >.) 


(3) 


(Ix       (1%  ,   p    ffio       r/g    \ 

■j}-^7rz'J-'^^''^[dy~'äzV- 
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II  faul  qu'en  eliminanl  p  cL  q  enlre  les  equalions  (i) 
cl  (3)  on  relombc  siir  une  cqiialion  idenlique,  ou  (jiii 
devlciine  idenlique  en  ajaiiL  e^^ard  ä  rcqualion  (2). 

Si  Ton  ajoiite  les  ecjiialions  (3)  apres  les  avoir  mulli- 
pli^es  respeclivemenl  par  P  et  Q,  on  aura 

ou  bien,  en  a^'ant  egard  a  l'equalion  (1), 

Or,on  salisfera  identiquenicnt  ä  cetle  eqiiation,  quelle 
que  soil  la  fonetion  es,  en  clioisissaut  les  fonctions  a  et  6 
de  teile  sorle  que  Ton  ail 


(5) 


et  ces  conditions  seront  remplies  (629)  si  Ion  prend  pour 
a  et  6  les  fonctions /(:r,^',  z),  f^  [x^  j)',  5),  qui,  egalees 
a  des  constantes,  donnent  les  integrales  des  equations 
simultanees 

dx  _  dy  _  dz 

"F  ~  "Q   ~   rT  ■ 

L'integrale  (2),  ainsi  definie,  satisfait  ä  la  condition 
caracteristique  des  integrales  generales  :  c'est  de  don- 
ner  pour  z  une  expression  qui  puisse  se  rcduire  ä  une 
fonetion  donnee,  ra;(j^),  de  y^  quand  on  attribue  ä  x 
une  certaine  valeur  \.  On  doit  avoir 

a=/[^,J,  n7(j)],         ^=Mly,m(y)\; 

si  on  elimine  y  entre  ces  deux  equations,  on  aura  un 


'%-^%^ 

4^Qf^ 

dF 

dF 

dF 

dF 

dx  ' 

■  dz^ 

</  = 

^0'  ' 

■  dz 
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resullal  de  la  lornic 

(I'ou  on  conclul  hi  forino  qii'on  doli  donner  ä  la  fonc- 
tion  arbilraire  es  poiir  satislairc  ä  la  condilion  imposee. 

648.    D'ailleurs,  toule  integrale 

CO)  F  (t,  >-,  ^  )  =  o 

de  requalion  (1)  peut  elre  inise  sous  la  forme  (2).  En 
tflel,  on  tire  de  l'equalion  (G) 

P  = 

et  ces  valeurs  etanl  porlees  dans  lequation  (i),  qu'elles 
doivent  rendre  identique,  puisque  F  =;  o  est  une  inte- 
grale, on  aura 

dx  dy  dz 

d'oü  Ton  conclut  (632)  que  F  est  une  fonction  de  a  et 
de  S.   Donc    lequalion    (6)    equivaut    ä    une   relation, 
a  =  'i(6),  entre  ces  deux  fonctions.  II  resulte  de  lä  que 
l'equation  (i)  n'a  pas  d'inlegrale  singuliere. 
On  anive  donc  a  celte  conclusion  : 

Si 

fi X.  y.  z    —  r,      J\( T,y.  z)  =  c' 
SOHL  deux  intcgialcs  da  sysleme 


X.  V.  -:), 


sira 

^  disii^'nanl  une  Jvnclion  arbilraire. 


dx- 

dy 

dz 

P  ~ 

^   ~ 

IT' 

el 

SL 

Ion  posc 

OL  — 

-fix. 

y.  z  ). 

0 

=  ./i 

r 

iiili 

'grale  de 

Vequalioii 

I>- 

-Q7 

=  R 
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G49.   On  salisfcrail  cncorc  ä  l'ccjuulion  (i)  cn  posaiil 

f/a  f/a  c/a  „ 

fix  dy  dz 

ou  bicu 

P-y-    -+-Q-7-  -I-R-7-    ^O,  -— 5r   =  O. 

Mais  la  premierc  de  ces  solulions  cxlgcrail  quc  'i(S) 
se  reduisit  ä  une  consLanle  ;  on  aurail  alois  luilegrale 
a  =  C; 

la  scconde  donnerait  6  =  C,  ;  ce  nc  sont  (jiie  des  inte- 
grales parliculieres  coniprises  dans  l'equalion 

<\i{a,  6)  =  o. 

650.  On  doit  remarquer  que  l'inlegrale  a=  ^(S)  con- 
viendrait  encore  anx  equalions 

dy  dz 

dont  l'integralion  depcud  du  nieme  Systeme  d'equations 
simultanees 

dx  _dy  _dz 

651.  ExEMPLES  : 

1°  xp—yq=0. 

11  faul  chercher  les  integrales  des  equations 

dx  _  dy  __  dz 

X  y        o 
ces  integrales  sont 

G  =  c,  xy  =  c'\ 

donc  Tequation  proposee  est  salisfaite  par 

z  =^{xy), 
cp  designant  une  fonction  arbilraire. 
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2°  px-  —  fjxy  —  — y-. 

II  f.uil  integrer  Ics  cicux  eqiiatioiis 

d.r  dy        dx  dz 

X-  xy        X-  y- 

La  premiere  revieni  ä 

dx  dy        ,,   ,      f, 

• = 1         d  OU        O   =  XY- 

X  y  -^ 

La  secondc  revicnt  a 

dx  X-  dz 

Oll  en  concliit 

'  /=■>      •« 

Z   =  -  O-a— *  -r-  OL, 

d'oü 

a=  --^. 
"ix 

Donc  liiitegrale  cherchee  est 

o  designanl  une  lonclion  arbiliaire. 
3'  p  —  7  —  0. 

Solution  :  z  -~-  'i(  J"  -^  r). 

4°  /'.)'  —  <J-r  =  o. 

So/ulion  :  z  =  'i(  x-  -4-/-). 

CAS    n  UIS    ISOMBRE    QIEI.COQIK    IIF.    \AniABLF.S 
INDKPEKDANTES. 

652.  La  m«5lhode  siiivie  dans  le  cas  de  deii\  va- 
riables indepcndantes  peul  aisenienl  se  generaliser. 
Soil  ä  iiileyrer  Tecpialioii 

(0  PlPt-^PiPi^...-^Pnrn^K 


CI^QlA^TE     TT     IMkMK.     IF^ON.  IÖ3 

(Jans  laquellc  P,,  P«,  ...,  V„,  II  sonl  tK-s  fundions 
(lonnces  de  n  variables  independanles  j",,  .r._,,  .  ,  .,  x„, 
Ol  d'une  fonction  inconnuc  :;  de  cos  variables,  tandis 
que  p,,  />2,  .  .  . ,  p,i  designenL  les  derivces  parlicllcs 

dz         dz  dz 

dxi        dx^  dxn, 

L'equalion  (i)  est  cncore  lineairc,  du  nioins  par  rap- 
porl  dpt,p..  .  .  .,  pn. 

033.  On  a  vu(n°  11 7) que  si  des  quanlites  «,,a2,  ...,  a„, 
fonctions  connues  de  X\^  x^,  .  .  , ,  jr„  et  g,  sont  liees 
ontre  ellcs  par  iine  relation  quelconque 

6(a,,  ao,  .  .  .,  a,;)  =  o, 

Oll,  plus  simplement, 

(?.)  ai  =  c5(ao,  y.3,  .  ..,  a„), 

et  si  on  eliuiiue  la  fonction  arbitraire  'l  ou  C5,  on  arrive 
II  une  equation  de  la  menie  forme  que  l'equation  pro- 
posee.  On  est  donc  conduit  ä  chercher,  pour  cetle  der- 
uiere,  une  integrale  de  la  forme  (2),  en  choisissant 
convenablement  les  fonctions  a,,  ao,  .  .  . ,  a„. 

On  tire  de  l'equation  (2),  en  la  differentiant  lour  ä 
Icur  par  rapport  ä  ^,,  r^,  .  .  .,x„^ 


doLi 

dxi 

do 

(dt. 
\dx^ 

rfa,^ 

l 

dx, 

-^Px 

dz 

"  dx^ 

-^Px 

dzj 

d'^ 

/rfa„ 

dtn\ 

y 

dtn 

\dx^ 

^Pi 

dz  ) 

)' 

d-x. 

doiy 

_    ^? 

(dt. 

dt,\ 

dXa 

-^Pn 

'■  dz 

d^Ti 

\dxn 

-+-Pn 

■dz) 

1  -1-..  . 

c/cp   ( dt„  d-XnX 

dt„  \dx,i  ~^ ^  "  dz    ' 


Si    nous    ajoulons  ces    egalites   membre  ä  membre, 
apres  avoir  mulliplie  la  premiere  par  P),  .  .  .,  la  der- 
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liiere  j)ar  l'„,  il  \lenl 


2d  d^i  L 


Mals  si  requalion  (2)  est  une  integrale  de  1  equatioii 
])roposee,  Pj/:»!  -r- ■  •  •-'r-^^nPn  sera  i  Icnliquemenl  egal 
ä  R,  et  Von  auia 


cIty  d.7„  <lz 

(3)      /  '=" 

_  V    '^^'^   (v>     ^^^'  .     P       ^'^'  R  ^'^'  \ 

-  2-  77^  V  *  ^  """  ■  '^    ^'  ^  ""  ^-  /■ 

(^clle  cqualion  sera  verifiee  quelle  quc  soll  la  loiic- 
lion  C5,  si  l'on  choisit  les  a  de  maniere  que  Ion  ait, 
pOUr  /.•  =r  1  ,  fi,  3,    ....  //, 

or,  il  rcsullc  des  calculs  fails  au  n"  C-9  quil  suliil  de 
j)rendre  pour  a,,  a^,  ...,  a„  des  fonclions de  a,,  u-2^  •••, 
,/•„,  z  Iclles  que  les  equatlons  siniullanees 

d.Tx  _  dxi  _       _  dx,;  _  dz 
aieiiL  ])our  integrales 


Oll  est  doiic  rainenc  ä  Irouver  les  integrales  du  s\s- 
teme  (5)  ;  si  Ton  y  parvienl,  on  aura  l'integrale  de 
l'equalion  proj)Osee  sous  la  forme  (2)  ;  d'ailleurs,  la 
valeur  de  z  qu'on  cn  dcduirait  pourra,  a  cause  de  lin- 
deterniinatioii  de  la  ronclion  es,  coiucider,  pour  .r,  =  ;, 
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avec  teile  fonclion  cjuc  l'on  \uuclra  de  ./-o,  .r;i,  .  .  . ,  j„ ; 
CG  sera  donc  rintegrale  generale. 

On  demonlrcralt  cncore,  par  im  calciil  analoj,^ue  ä 
celui  du  n"  (3i8,  qu'uiic  inlegialc  quclconqne  de  requa- 
lion  (i)  doil  clre  comprise  daus  la  forme  (•.i),  a,,  a^,  ..., 
y.,1  elanl  Loujours  dcLenninees  comine  il  a  cle  dil  loul 
ä  l'heure. 

654.  ()ii  poLirrait  salisfaire  ä  IV'quallon  (3)  en  siip- 
posant  quc  l'equation  (i)  fiU  seulement  verifiee  par 
(pielques-unes  des  fonclions  a,  les  derivees  partielles 
de  cp  par  rapport  aux  aiitres  a  etant  nulles  ;  il  est  clair 
qu'on  arriverait  alors  ä  des  integrales  particulieres. 

On  peut  voir  aussi,  comnie  au  n°  C50,  que  l'inte- 
grale  trouvee  convicndrait  a  chacune  des  n  cquations 
dont  le  type  serait 


dx,-                                 dXi 
dxi                           dxi-i 

-t-  r/-Hi     ,             .   •  •  • 
dxi+i 

p     dxi        ^  dxi 
dxn,            dz 

=  1 

Xi  etant  fonction  de  x,,  x^^ 

•   .   .  5     Xi_  i  ,     Xtj^  1  .     . 

•    •   5 

et  z. 

0o5.  ExEMPLE  : 

,  .                                da          du 

du 

JC,, 


^'^  "^d^-^^dy-dz- 

II  faut  d'abord  inlegrer  le  Systeme 


on  en  deduit 


dx       dy       dz        du 
X        y  z         inu 


y 

-  —  c. 

X 


et,  par  suile, 

c'est-ä-dire  quc  u  est  une  Ibnction  homogene  du  dcgre  in 


u  =  X"'0\-  ,- 

.XX 
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des  variables  x^  i',  z.  L'equalion  fi  i  exprlmc,  en  efTet, 
Tiiic  propriele  connue  des  fonctions  homogenes  (1,  178). 

itQUATIOKS    AtX    DIFFtKF.ISTIKI.LKS    IDTALES. 

056.  ]^'cUide  des  equalions  nr)n  lineaires  aiix  deri- 
vces  partielles  nous  ameneia  a  considerer  des  equalions 
de  la  forme 

dans  lesquelles  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  donnees  de 
a",j)',  :; ;  ces  trois  dernieres  variables  elant  assujelties  ä 
une  seule  condition,  on  peut  regardcr  deux  d'enlre 
elles,  X  et  y  par  exemple,  comme  independantes,  :■ 
etant  fonclion  des  deux  autres  :  alors  dz  est  la  diflTe- 
rentielle  totale  de  z  correspondant  aux  accroissemenls 
clx  et  dy  des  deux  variables  independantes. 

On  voit  tout  de  suite,  en  raisonnant  coinme  au 
n"  530,  que  l'cxpression  de  :;  en  fonclion  de  .r  et  de  r 
doit  necessairemenl  dependre  d'une  conslanle  arbi- 
Iraire  ;  car  donnons-nous  la  valcur  z^  de  z  pourj"  =  ./•(, 
et  y  =  ya  ;  l'equation  ( i )  nous  donne  les  accroissemenls 
dz  que  ^^o  doit  sublr  quand  on  passe  des  valeurs  .To.^o 
des  variables  independantes  ä  d'autres  valeurs  qui  se 
succedent  par  degres  infiniment  pclits  ;  la  valeur  gene- 
rale de  z  depcnd  donc  de  sa  valeur  arbilraireinent 
clioisie  au  pcint  de  depart. 

Toutefois,  on  n'esl  plus  cerlain  de  former  tle  la  siMie 
une  fonclion  blen  lietermiuee  de  x  el  de  )'  ;  il  pourrait 
arriver  qu'en  faisant  croitre  ces  variables  de  Xf,  ä  .r,  et 
dej'o  ^  J'i>  on  obtinl  pour  :;  une  valeur  qui  depcndil 
de  la  loi  des  accroissemenls  simullanes  de  x  el  de  r,  et 
IVit  absolumenl  indeterminee.  El  precisemenl,  nous 
allons  voir  (jue  lequalion  (i)  ne  peul  donner  pour  z 
\n\o  valeur  fonclion  de  x  et  de  i,  dans  le  sens  ordinaire 
de  ce  mol,  (pie  si  une  cerlaine   londilion   est  remplie. 


011  a  donc 

(3) 

dx 

r.i>QrAMK   Kr    ii\ii.\tP.    ii(()\.  io(j 

Si  noiis  ])0,soiis 

\  Y 

nous  lircrons  de  rcqiialion  (i) 

dz  =  Vdx-^.   (Idy; 

mais,  d'apres  une  propriete  generale  des  foncLions  de 
plusieurs  variables,  on  doil  a\oir 

d    dz  _    d   dz 
dy  dx        dx  dy 

Pour  calculer  ces  derivees  secondes,  il  faul  remarqucr 
que  P  el  Q  conlicnnent  non  sculement  x  et  y  mais 
encore  :;  qiii  est  fonclion  de  rune  et  de  Taulre  ;  la  con- 
dilion  devient,  eu  egard  aux  equalions  (3), 

^'^  Ty-^^^z^^-^^lü- 

effectuons  les  difTerentialions  en  remplacant  P  et  (^  par 
leurs  valeurs  (2)  :  on  peut  loul  mulliplier  par  Z-,  el  il 
vienl,  apres  de  simples  reductions, 

,.,      ^r  I  dX        dZ\       ^,idZ       dX\       ^/d\       d\ 

^'^   ^[d^~dj-)^^[dJ-7i^)^^{dy-d'x 

Nous  avons  dil  que  pour  des  valeurs  quelconques  d»^ 
X  et  y  on  peut  se  donner  arbitrairement  c  ;  l'equalion 
(5)  doil  etre  verifiee  pour  un  Systeme  quelconque  de 
valeurs  de  vC,  r,  ^  ;  eile  doit  done  etre  une  identite. 

657.  La  condition  (i)  ou  (5),  necessaire  pour  l'exis- 
tence  de  la  fonction  cherchee  5,  est  aussi  süffisante  ; 
nous  le  reconnaitrons  en  apprenant  ä  determiner  z.  11 
faut  et  il  suffit  que  cette  inconnue  satisfasse  aux  deux 
equalions  (3)  :  considerons  d'abord  I'une  d'elles,  par 
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exemple 

dz  flz 

puisque  l'equation  ne  conlicnl  pas  de  derivee  relative 
äjj^,  on  peut  (6i'5)  Tin  legrer  com  nie  une  equalion  dif- 
ferenlielle  ordinaire,  en  traitant  r  comme  une  C(n- 
stantc,  ä  la  condilion  de  remplacer  la  conslanle  d'inte- 
gralion  par  une  fonetion  quelcfn|ue,  a,  de  j>'.  Soitdonc 
(7)  z=Y(x.r,oi) 

l'inlegrale  de  requation  (6)  :  je  la  suppose  resolue  par 
rapport  ä  :;  pour  ahreger  l'ecrilure  dans  l'anaivse  ac- 
luelle  ;  mais  dans  la  pratiqiie  on  la  prendra  soiis  la 
forme  oü  eile  se  presente.  Nous  devons  delerminer  a  di- 
maniere  que  la  seconde  condilion  (3)  soit  salisraile, 
c'esl-a-dire  que  l'on  ait 

£/F  ^  r/r  ^/a 
dy        dx   dy' 
d'oü 

da         /'  dF\     dF 


Le  |>remier  membre  csl  fonclion  de  j"  seul;  le  second 
mcmbre,  quaud  on  aura  remplace  :;  par  sa  valeur  (7), 
devra  Olre  independant  de  .r  ;  cn  cgalanl  ä  zero  sa  de- 
rivee» relalive  ä  .r,  on  Irouve 

/dq       pdq        r/2F  WF       /         ^F\    d^F    _^ 
\dx  dz        dx  dy )  dx       \  dy }  dx  di         ' 

ou ,  cn    avanl  cgard    ä   l'equalion  (8)   et  divisant   par 

dV         .    '  , 

—r-y  qui  n  est  pas  nul, 

</Q  rfQ  _    ^^F    _    d'-F    d%^  _ 

^^^  dx'^      dz         drdy        drdxdy"^' 

Mais,  requation  (-)  clanl  1' integrale  de  [6),  on  a  idcn- 
liquement 

r  — j  -  =0. 

dx 
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TjQ  derivec  du  premicr  nicinhrc  de  ccUc  idctiUh'-  par 
rapporl  a y  est  nulle  : 

d.r  d-x  dy 

SI  I'equallon  (4)  est  salisfaite,  cclle  idcnlil»'-  prouvo 
que  l'equatlon  (9)  est  aussi  identiquement  salisfaite. 
L'equation  (8)  est  alors  une  equalion  dinTercnliclIc  or- 
dinairc  enlre  a  etj',  0  etant  reniplace  par  sa  valeur(7); 
Oll  peut  en  trouvcr  l'integralc,  qui  conlient  une  con- 
stante  arbitraire  C,  et  il  suffit  d'elimincr  a  entre  celte 
integrale  et  l'equation  (7)  pour  avoir  la  relalion  clicr- 
cliee  entre  x^  y,  z  et  C. 

On  aurait  pu  partir  de  la  seconde  des  equations  (3), 
ou  meme  prendre  z  avcc  x  ou  y  pour  Ics  variables  inde- 
pcndantes.  Dans  tous  les  cas,  il  faut  d'abord  integrer 
Tequation  ä  laqiiellc  sc  rcduit  la  proposee  quand  on 
suppose  constant  ^,  .r  ou  z;  on  fera  le  clioix  ([ui  duil 
rendre  cettc  prcniiere  Integration  la  plus  facilc. 

658.  Quand  la  fonction  ::  existe,  ou  quand  l'equa- 
tion proposee  est  integrable,  on  peut  supposer  l'inle- 
grale  resolue  par  rapport  ä  la  constante  qui  y  figure  : 

G  =  «p(-y,  7.  -); 

ou  en  tire 

d'^    j         d'o    ,        d'o   , 

~  dx  H — -^  dv  -i — —  dx  =  o ; 

dx  dy    "         dz 

pour  que  cette  equation  et  la  jiroposee  soient  satisfaites 
par  les  memes  valeurs  de  dx^  cly,  dz,  il  faut  qu'on 
ait 

ces  relations,  devant  avoir  lieu  pour  un  Systeme  quel- 
eonque  de  valeurs  Xo^yo,  z^,  sontdes  identites  :  si  Ton 
appelle   u.  la  valeur   commune  des   fractions,   on   aura 
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iclcnliqnemcnl 

•"^=^'  ''^^<^'  ''^=^^' 

il  exislc  (lonc  au  moins  un  facleur  y.,  fonclion  de  j:*,  t,  r, 
par  JequcI  il  suffll  de  innlliplier  ^s^dx  -\-X  dy  -r'Ldz 
pour  Ic  rendre  diffcrcnlicllc  exaclc. 

Si  Ton  nc  connait  pas  l'integrale  de  requalion  (i\  la 
recherche  reguliere  du  facleur  d'inlegrabilite  a  est  dil- 
ficile;  mais  il  est  bon  de  regarder  si  on  ne  l'apercoil  pas 
immediateinent,  comme  cela  arrive  dans  les  cas  simples  ; 
on   eri  deduirait  Tintcgralc  avec  unc  extreme  facilil«'-. 

659.   Exemple.  —  Soil  requation 
(i)  yzdx  —  xzdy  —  (x''--r- y'-)dz  —  o. 

J^'i'qnaLion  de  condilioii  (5  )  est  ici 

yz{—x^  iy)  —  xz^—'xx  —  y)  —  {x'^-^y'*-)(z-T-z)  =  <i: 

eile  est  identiquement  satisfaite.  Comme  c'est  z  qu'il 
faut  supposer  constanl  pour  simplifier  le  plus  possible 
requalion  (i),  je  prends  y  et  z  comme  variables  ind«'- 
jx'ndaiiles.  On  doil  avoir 

dx       X  fix       x--h  y^  _ 

dy      y  (l^  j)'-      ' 

la  premirrc  condilion  donne  x  =^  y.]\  a  elanl  une  lonc- 
tion  de  z;  la  seconde  condilion  dcvient  alors 

dx  _      doL  _  y-{i  -ha-; 
dz  ~-^  dz  ~'         yz 

eile  se  reduit  ä  une  equalion  cnlre  a  et  ;,  soil 

d-x  _  \-^a-  d%  dz 

d'oü 

I.  c  —  arc  langa  -^  C, 

ou,  en  rcmplaranl  a  par  -. 

X 

1.5  =  arc  lang  — h  C. 
7 
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II  elait  fucllc  de  voir  a  priori  que  le  prcmier  membrc 
de  l'equalion  (i)  dcvienl  unc  difTercnlielle  exactc  si  on 

le  multiplic  par  , — ; — :  on  cn  aurail  inimediatcmenl 

conciu  rintögrale. 

^.QVATIONS    AtX    D^lUVTtl'S    PARTIELLES    nu    PREMIER    OHDRE, 

ttON  lim!;aiiies,  a  ueix  vahiables  ikd^pewdaktes. 

660.  Parmi  les  eqiiations  non  lineaires  aux  derlvees 
parlielles  du  premier  ordre,  nous  considcrerons  seule- 
rnenl  Celles  qui  ne  renferment  que  deux  variables  inde- 
pendanles  :  on  pcul  les  regarder  comme  definissantune 
infinite  de  surfaces,  et  cetlc  Interpretation  geometrique 
leur  donne  un  inleret  particulier;  mais  surtout  on  peiit 
les  integrer  par  une  metliode  tres  simple,  qui  ne  se  ge- 
neralise  pas  saus  complication.  Soit 

(l)  fix,    V,   Z,  p,   q)  ^O 

l'equation  qu'il  s'agit  d'integrer.  Si  Ton  connaissait,  en 
fonction  de  x^  y  et  z^  les  derivees  partielles  p  eXrj  qu'on 
peut  deduire  d'une  integrale  de  l'equation  proposee,  on 
aurait  la  dilTerenlielle  totale  dz  sous  la  forme 

et  Ton  retrouverait  z  eu  integrant  une  equation  aux 
differentielies  totales  (6o7),  ou  une  differenlielle  a  deux 
variables  (498),  selon  que  P  et  Q  contiendraient  ou  ne 
contiendraient  pas  z. 

Les  valeurs  de  p  el  de  q  doivent  satisfaire  identiquc- 
ment  ä  l'equation  (1)  et  de  plus  ä  la  relation  generale 

(3)  ±  =  ^. 
^    '  dy        dx 

Proposons-nous  de  former  une  equation 

(4)  oC-z",  r,  -•  p^  q)  =  c, 

qui,  associee  ä  l'equation  (i),  donne  pour/?  et  q  des  va- 

Stir>i.  —  An.,  II.  I-i 
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leurs  remplissanl  la  derniere  condillon.  Differenlionsleis 

equalions  (i)  el  (4)  par  rapporl  ä  x,  puis  ä  j^  :  on  aura 


dl 

dx 

df     df  dp 

^P  dz  "^  dp  dx 

df    dq 
'  dq    dx~  "' 

d^ 
dx 

df 

dy' 

'   ^  dz        dp  dy 

4/idq   _^ 
dq  dy          ' 

do 

dy 

o; 


lüiminanl  ~  enire    Ics   dciix    premicres   equations.  ~ 

entre  Ics  deux  dcrnicTCS,  nous  aurons 

([f  ^  _  (ff_  (fji  _     ((f£^__d[d^^ 
dp  dx        dx  dp  dp  dz        dz  dp) 

'  dq  dp        dp  dq  /  dx  ' 
df    r/'i  _df    d^  /  df   d-:j        df  do  \ 

f'y  dq        dq  dy        '  \dz  dq        dq  dz  j 

\  dq  dp        dp  dq  /  dy 

Poiir  qiic  1  equalion  (3)  soll  satisfailc,  il  faul  qiie  les 
seconds  membres  des  equations  precedenles  <oient 
egaux^  c'est  d'ailleurs  siiflisant,  parce  que  le  Linome 

df  do      df  d'^  .    ,       .  ,       .  , 

-, — r '-, — 7^  iie  saurait  elre  idenliquemenl  nul  sans  que 

dp  dq       dq  dp  ^  ' 

les  equations  (i)  et  (4)  donncnt  pour  p  el  q  des  valeurs 

indeterminees. 

L'cquation  ä  laquelle  o  doit   salisfaire  s'oblienl  eu 

egalanl  les  premiers  niembres  des  dernieres  equations, 

et  peut  s'ecrire 

[iL  ^  ^i[  ^Ii  ^1   iL  ^   iL\ii 

\  dp  dr  '^  it/  dj- '^  Y  dp  ""  '^  ^  /  di 
^^^      1  idf  df.d'o        ,df  df\do 

{     -  [Tx  ^J'  TzJTp-  \Ty  -'^d-z)d-q=''^ 

loule  solulion  de  etile  equalion  j>eriueUra  de  dOier- 
niiner  des  valcurs  con\enables  pour  p  el  q,  de  fornier 
lequalion  (2)  et  d'en  deduire  une  integrale,  plus  ou 
jnoins  generale,  de  Tequation  proposec. 
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D'aprcs  cc  <|ui  a  cLc  clahli,  d  iinc  iiiaiiicrc  j;cncralc, 
au  n"  G29,  rofjualion  lincalrc  aiix.  derivces  parlicUes  (5) 
sera  salisfallc  si  Ton  ])rend  pour  es  une  integrale  qucl- 
conque,  a  designant  une  conslanle; 


a  —  a  =  o 


du  Systeme  deiualions  simultanees 

dj?  _  dy  _  dz  _        —  dp        _       —  dq 


df       df  df         df       df  df       df  df 

dp        dij  dp  dq        dx  dz        dy        ^  dz 

11  n'cst  pas  necessairc  quc;  Tinlegrale  soit  rcsolue  par 
rapporl  ä  la  constanle  arbitralrc,  et  on  peut  la  prcndre 
sous  la  forme 

*(^.  y,  -,  P,  7'  ")  =  •>; 
cette  equation,  jointc  ä  l'equation  (i)  pi  rmettra  de  de- 
terminer/?  et  q  en  fonction  de  ^',  j',  ^,  «,  et  de  former 
l'equation  (2);  la  condilion  de  son  integrabilite  estna- 
lurellement  satisfaite,  et  l'on  pourra  Irouvcr  son  inte- 
grale, renfermant  une  nouvclle  constanle  arbitrairc  b^ 

(7)  V{x,  y,  z,  a,   b)  =  o, 

qui  est  en  meme  temps  une  integrale  de  lequation 
proposee  :  ce  n'est  qu'une  integrale  complete  (643), 
mais  il  est  bien  facile  d'en  deduire  Tintegrale  generale. 

661.  Si  nous  differentions  l'equation  (j)  par  rapporl 
ä  ^  et  a  j-,  nous  aurons 

d¥  dF  dF  dF 

Puisque  requalion  proposee  admet  pour  integrale  Te- 
quation  (-),  eile  doit  etre  satisfaite  identiquement, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  a  et  b, 
quand  on  y  remplace  z,  p  et  q  par  leurs  valeurs  fournies 
par  les  equations  (-)  et  (8). 

Cela  pose,  imaginons  que  dans  requalion(7^  nous 
remplacions  a  par  une  fonction  a  de  ^,  j^  et  x;  et  que 

i3. 


igC)  CO  uns   d'a.nalvsf.. 

noiis  posions  0  =  '^5:),  ■!/  dcsignant  unc  fonclion  qiiel- 

conquc.  On  peut  clioisir  y.  de  nianierc  quc  1  equalion 

(7  Ois)  ¥\:r,  y,  z,   a.   ■!/(x;]  =  o 

soll  cncore  une  integrale  de  la  proposee.  A  cet  efTel,  je 
la  diflorentie  par  rapporl  ü  x  tl  aj',  ce  qui  donne 


/  f/F  dV       \dV       dV  ,,,    ,'\  1  dx  dt. 

\ir^^p^.-^Yr.-^ip/-^^^^\^Tx^i'-dz)  ="' 

dV  d¥       \dY       dV  ,,,    Aldx  drL\ 


Les  equalions  (^  bis)  et  (8  bis)  donneot  inain lenanl 
z.)  p  cl  q\  mais  si  l'on  choisit  a  de  maniere  que  Ton 
ait 

(y)  ^-"^•^(='>  =  ^' 

las  valeurs  de  :;,  p  et  (j  ne  different  que  par  le  cliange- 
inent  de  a  en  a,  de  b  en  -i,  de  Celles  que  donnaient  les 
equations  (7)  et  (8);  elles  satisfont  idenliquement  ä 
l'equalion  (i).  L'equation  (7  bis),  dans  laquelle  a  serait 
remplace  par  sa  valcuren  Ji',y,  z  tir^e  de  l'equation  (9), 
est  donc  une  integrale  de  la  proposee:  d'ailleurs,  comnie 
on  nc  peut  resoudre  l'equation  (9)  si  l'on  ne  parlicu- 
larise  pas  la  fonclion  -!/,  on  conservera  le  svstenic  des 
deux  equations  {j  bis)  et  (9)  pour  representer  l'inte- 
grale  obtenue.  Pajoute  que  c'est  l'integrale  generale  : 
car  si  Ton  veut  avoir  :;  =  ^{y)  pour  or  =  q,  il  faudra 
qu'on  ait  en  meme  Icnips 

l'elimination  dej',  qui  est  possiblc,  conduil  ä  une  equa- 
tion  en  a,  ^{ol)  et  4''(^)i  pi'opi'c  ä  deterniincr  la  form*^ 
de  la  foni  tion  '!/. 

L'integrale  coniplele  rondiiil  aussi  a  une  integrale 
singulicre  :  remplacons  a  et  b  par  des  fonclions  a,  3  de 
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Ä",  jK,  ^  tlötcrmlnöes  par  los  d(ni\  ccjualions 

les  valcurs  de  z^  f)  cL  q  lirees  de  reqiialion 

(7  ter)  ¥{x,  y,  z,  a,   ß)  ^o 

auronl  la  meme  forme  que  les  valeurs  lirees  de  (-); 
l'^qualion  (7  ter)  associec  aux  equations  (10)  est  donc 
encore  une  integrale  de  requallon  proposee. 

Au  point  de  vue  geomelrique,  Tintegrale  complele  (7) 
definitun  reseau  de  siirfaces  donl  l'enveloppe  (283)  est 
representee  par  l'integrale  singuliere.  Si  l'on  pose 
n  =  '}(^)5  l'equation  (7)  ne  reprcsente  plus  qu'un  fais- 
ceau  de  surfaces  dont  Tcnvcloppe  (1282)  est  definie  par 
l'integrale  generale. 

On  pourra  reconnaitre  quo  la  melhode  qui  nous  a 
permis  de  passer  d'une  integrale  complete  a  l'integrale 
generale  s'applique  sans  difficulte  au  cas  de  n  variables 
independantes.  Soit 

(n)  F(-^i,  •■^2,  •  •  •,  -Tn,  z,ai,  «2,  •- .,  ««)  =  o 

rintegrale  complete  donnee  :  on  regardo  une  des  con- 
stantes,  <7„  par  exemple,  conime  fonclion  des  n  —  i 
autres,  et  l'integrale  generale  est  le  resultat  de  l'elimi- 
nation  de  öt,,  «2)  •••,  (hi-\  entre  Tequation  (11)  et  ses 
derivees  relatives  aux  parametres  «i,  «o,  ...,  a,i-\- 

662.  Exemple.  —  Soit  ä  integrer  l'equation 
(1)  nipq  —  z^o. 

in  otanlune  constante.Les  equations (6) dun°660sont  ici 

,„  ,  .  ,  de         dy  dz  dp       da 

(6  bis)  — -  —  -^^  =  =  -^  =  -^; 

nxq        nip        impq        p  (j 

en  egalant  la  prämiere  et  la  deuxieme  fraction,  on  trouve 
l'integrale 
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rcqualion  ( i )   dünne  alors  p  =  — - —  ^  et  Ion  a 

,  z  dr         X  —  a    , 

dz  = 1 dy . 

X  —  a  ni 

En  divisant  par  x  —  «,  et  faisant  loiit  [)asser  dans  le 
prcmier  membre,  on  a 

(x  —  a)  dz  —  z  dx        dy  _ 
i^x  —  a)*  m 

On  a  dcux  didörentielles  exactesdont  rinlegrationdonne 
~^  =  ~,';7'      mz={x  —  a)(y  —  b). 


x  —  a        m  rn 

L'inlegralc  complete  represente  un  paraboloide  hy- 
perbolique  dont  le  somniet  S  a  pour  coordonnees 

x  =  a,      y  =  b,      z  =  o. 
L'inlegrale  generale,  definie  par  los  dcux  equations 
(2)     mz  =  (x  —  a)[y — ?(<7']-     X  —  ^{<^0~^(^  —  a)o'(a)  =  n 
represente  l'enveloppe  des  paraboloides  en  supposant 
que  leurs  sommets  S  parcourent  une  courbe  C definie  par 
les  equations 

^  =  o,      J>'  =  'f '  •'"'■ 
Noiis  allons  voir  qu'on   pcut  delerminer  's,  de   teile 
sorle  que,  pour  .r  =  /;;,  z  soit  une  fonclion  donnce  de  )', 
par  exemple  z  =J'-  Les  equations  (2)  donnent 
mv  =  {rn  —  a)[y  —  o{a)],      y  —  o( a)  —  (  m  —  a)o'( a  )  =  o\ 
si  l'on  eliminej',  il  vient 

mo{a)  =  aim  —  a)'i  (a),     -^— —  = — ■. =  — i : 

'^    '         ^  / .  V    /»      ^p^^^       rt(m  — rt)       a       ni  —  ii' 

rintegration  par  rapport  a  a  est  facilc,   et  en  designant 
par  c  une  constanto,  on  trouve 

,       .     .        ,  ,  ,  ,     ^  Cd 

\.'^(a)  ^  \a  —  \{  üi  —  a  )  -f-  I  f,        oici)  —  ; 

'  '  m  —  (t 

on  voit  que  le  lieu  r  de  S  est  alors  une  hvperbole. 
Si  Ton  elimine  a  et  0  cntrc  lequalion  dun  des  para- 
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boIoVdes  et  ses  dcrivees  relatives  ü  a  et  u  ^,  on  irouve 
z  =  ()  pour  rinlcgrale  singuliere. 

On  aiirait  pii  parlir  d'une  integrale  des  ^qiiations 
(6  bis)  autre  qtie  celle  d©nt  je  me  suis  servi  ;  le  lecleur 
pourra  reconnaitrc  qu'on  arriveä  unc  integrale  generale 
equivalente  a  celle  quo  noiis  avons  obtenue. 

EXERGICES. 

1 .  Integrer  l'e'qiiation  aux  diffcrentielles  partielles 
Solution  : = 


2.  De'lerminer  une  surface  telle^  que  le  plan  tangent  mene  par 
un  poini  quelconqneM  rcncontre  une  droite  donne'e  de  poxition  en 
un  poiiii  qui  xnit  e'galenient  distant  dupoint  M  de  la  surface  et  d'un 
poütt  fixe  pris  sur  la  droite  donne'e. 

Solution  :  Prenant  le  point  fixe  pour  origine  et  la  droite  donnee 
pour  axe  des  z,  l'equation  de  la  surface  est 

,  ,     ,        ,  (r 

cp  designanl  une  fonclion  arbitraire 

3.  De'terminer  une  surface  teile.,  cjue  le  plan  tangent  mene  par 
un  point  quelconque  ^I  rencontre  une  droite  donne'e  de  position  en 
un  point  dont  la  distancc  ä  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  soit 
e'gale  ä  la  distance  de  cc  point  fixe  au  point  M  de  la  surfaee. 

Solution  :  Memes  axes  : 

i.  Integrer  l'equation 

(j2  ^r- )  dx  --  (;^  --  xz )  dy  -^  ( j-2  _  ,rf  )dz^o. 
Solution  :  xy  -^rz  =  C(  r  —  2 ). 

5.  Integrer  l'equation  aiur  de'rivees  partielles 

{p--h  q')x  —  pz  =0. 
Solution  :  On  peut  trouver  Tintegrale  coniplete 
z-  =  a-x-  -f-  (aj  4-  h)-. 
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CINQUANTE-DEUXIEME  LECON. 

APPLICATIONS  GfiOMfcTHIQUES  DES  £QUATI0NS  AL'X 

d£riv£es  partielles. 

Surfaces  cylindriques,  —  coniques,  —  coiioides.  —  Surfaces  de  revolu- 
tion.  —  Li(jnes  de  niveaii,  —  de  plus  jjrande  pente. 


slufacks  cyh-Ndriques. 

663.  On  appelle  surface  cylindriqne  loute  surfare 
engendree  par  une  droite  indefinie  MX  qui  se  meut  pa- 
rallelemont  a  une  droile  donnee  OD,  en  s'appuvanl  ton- 
stamment  sur  une  couibc  donnee  AB,  nommee  directrice. 

Soient 

I. .=*=+«, 

los  eqnations  de  la  generatrice  MN  :  a  et  b  sonl  des  coeffi- 
cicnts  constants  qui  cxprirnent  (jue  M!N  est  toujours  paral- 
lele ä  OD  5  X  et  o  dt'signent  des 
paranielres  variables  avec  la  po- 
sitioii  de  la  geneialiice.  Soient 

F  (jr,r,  z)  —  o, 

lesequalions  de  la  directrice  AB. 

On  exprimera  que  celte  courbe 
et  la  generalrice  se  rencontrent.  rn  eliminant  x.  y  et  z 
enlre  les  equalious  (i)  et  (2).  Si 

(3)  ^(a,  ej  =  o 

est  le  resultat  de  cette  eliniination,  il  fainlra.  pour  avoir 
recjualion  de  la  surfare  cylindriqne,  eliminer  x  et  c  enlre 
les  equalions  (i)  et  ['^),  ce  qui  domie 


'2; 
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ou 

(4)  y  —  hz  =  <t>(jr  —  az), 

<I>  dcsignant  une  foncllon  quclconquc.  C'esl  l'equalion 
la  plus  generale,  en  quanliti'sßnies,  des  surfaces  c^lin- 
driques. 

Reciproquemenl,  loule  surface  dont  lequalion  a  la 
forme  (4)  est  c^lindrique,  car  celte  surface  conlienl  Ics 
droiles  paralleles  qui  ont  pour  equalions 

X  —  a«  ~  a, 

7  —  65  =  § , 

les  constantes  a  et  6  satisfaisant  ä  l'equatioii  S  =  ^(a). 

664.  Pour  avoir  l'equation  aux  derivees  partielles  des 
surfaces  cjlindriques,  on  differentiera  requatlon  (4), 
tour  ä  lour  par  rapport  k  x  eX,  k y  :  en  posanl 

dz 
on  a 


P^dx'      "J^dy- 


—  hp  =  ^\x  —  «-)  (i  —  «/>), 
I  —  6<7  =  —  4»'(j7  —  az^  X  aq ^ 

d'oü  resölte,  en  eliminant  <I>'(x  —  o;^), 
(5)  ap  -{-  bq  =  i, 

equation  generale,  aux  derivees  partielles,  des  surfaces 
cylindriques. 

660.   Celle   equation  exprinie   que  le  plan  tangent  ä 
la  surface  est  toujours  parallele  aux  generatrices. 

En   eflel,  le  plan  langent  mene  par  im   point  quel- 
conque  (^,  JK,  ^)  de  la  surface  a  pour  equation 

Z  —  z  ^p{\  —  x)  —  q(\  —y). 
et  la  condition  pour  que  ce  plan  soil  parallele  ä  la  droile 

\  =  aZ,       Y  =  bZ, 
est,  comnie  Ton  sait, 

ap  —  hq  =  I . 
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6Gß.  Pour  integrer l'equation,  aux  derivees  parlleiles, 
des  surfaces  c}lindriques, 

ap  -^  bq  ^=  \, 
II  faul  d"al)ord  (Gi8)  inlegrer  le  sysleme 
ä.r       dr 

—  =  ir  =  ''^' 

a  o 

ce  (|ui  donne 

jn—az=c,       jr  —  l>z=ic'; 

par  consequenl,  l'equation  cp  (x  —  az,  y  —  bz)  =  o,  ou 

y  —bz  =  <^  (.r  —  az) , 
esl  1  inlegrale  cliercliee. 

667.  La  fonction  arbilraire  <I>,  qui  enlre  dans  Tinte- 
grale  generale,  peut  elre  dcterminee  par  diverses  condi- 
lions. 

Si ,  par  exemple,  011  vcut  (|ue  la  surface  cylindriquc 
passe  par  une  courbe  doniiee 

(0  f{x,f,z)  =  o,      F,{x,jr,  z)=0, 

on  poscra 

(2)  x  —  az=y.,      y  —  bz  =  ^j. 

Les  equations  (i)  el  (2)  doivcnl  elre  saiisfaites  par  les 
metnes  valeurs  de  a:,  y,  r,  pour  que  lous  les  poinls  de  la 
courbe  soient  sur  la  surface.  En  eliminant  x,  y.  z  enire 
ces  qualre  equations,  ou  trouvera  une  relation  teile  que 
(jp  (a,  o)  =  o,  d'oü  o  =  4>  (a)  \  on  aura  donc  par  ce  calcul 
la  forme  particuliere  de  la  fonction  ^. 

CG8.  Si  la  surface  cylindrique  doit  etre  circonscrite  ä 
une  surface  dounee 

(i)  F(.r,,),  z)  =  o, 

on  commenccra  par  deterniincr  la  courbe  de  contacl,  ce 
qui  ranienera  le  nouveau  probleme  au  precedent.  Or, 
rcquation  (i)  est  deja  une  des  cfjuations  de  celie  couibe. 
ün  obliendra  une  seconde  equation  en  exprimanl  que  la 


surfacedonnee  et  le  cylindrc  onl  le  memc  plan  tangcnt  en 
chaque  point  de  cctte  coiirho. 

Le  plan  tangent  ä  la  surfacc  (i)  a  ponrequalion 

L'equatioii  du  plan  tangent  au  cylindrc  est 
on  aura  donc 


rfF 

dF 

dx 

n  — 

dF 

dz 

1z 

En  porlant  ces  valcurs  dans  l'cquation 
ap  -\-  bq  :=^\, 


on  aura 
(2) 


dF        ,  dF        dF 

-u  b  —  +  —  =  o. 
c/.r  rfr  dz 


Les  equations   (i)   et  (2)  deterrninent  completcmcnt  la 
courbe  de  contact. 
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SURFACES    COIVIQUES. 

669.    On  appelle  surjace  couique  une  surface  engen- 
dree  par  une  droite  indefinie  KN  qui  passe  par  un  point 

fixe  K,  et  rencontre  constam- 
inent  une  courbe  donnee  ANB, 
nonimee  directrice. 

Soient  rt,  Z»,  c  les  coordoii- 
nees  du  point   K.    La   genera- 
i~         irice  KN  sera  representee,  dans 
une   de   ses   positions ,    par  les 
equations 
.T  —  a  ^=  x[z  —  c) , 
j-6  =  g(c-c). 
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a  el  6  c'lant  deux  paranielros  ([ul  vaiienl  a\ec  la  po->itlon 
de  la  generatrice.  Pour  cxprimer  que  celte  droile  ren- 
conlrc  la  courbe  AB,  on  climinera  x,  y  el  z  eiilre  los 
cqualions  (i)  et  les  equalions 

(2)  F(j:,  7,  Z)  =  0,        F,(.r,  7,  z)  =  0, 

qui  represenient  la  direclrice  ANB.  On  obliendra  ainsi 
une  rclalion 

(3)  (p(a,6)  =  o; 

en  climinanl  ensuite  a  el  6  entre  les  equalions  (i)  et  (3), 

—  ^    r  —  h' 
on  aura  ^ 


c      z  —  f 


=  o,  ou 


V  —  b  Ix  —  n\ 

('S)  7^  =  *(73r7)' 

equation  generale,  en  quantiles  jinies,  des  surfaces  co- 
uiques. 

670.  L'equation  (4),  dilTereniiee  successivenienl  par 
rapport  ä  j^  et  ä  y,  donne 

—  (r—  (^)P  _     ,  {''  —  "\  Vz~c  —  {x  —  a^p'\ 

[z-cY  V^-^/L   (^-^)'  J' 

En  eliminant  ^'  ( |  enlre  ces  equalions,  on  aura 

{y  —  ^)P  _  z  —  c  —  [.T  —  a) p _ 

z  —  c  —  [y—  b)q  [x—a}q  ' 

d'ou 

(5)  z—  c  =  (.r  —  a)p  ^{r—  lj)q, 

t'qualion    aux   dernees   partielles    des    surfaces    co- 
niqucs. 

071.    l\>iir    iiilOi;rcr    IVqualion   (j\    on   rösoiiJra   Ic 


sysle 


lerne 


CINQ  U  A JNT K   niUI  X  IF.M  F,    I.F.iJON . 
dx  dy  dz 


—  a        j  —  b        z  —  c 


qui  a  pour  iiilcgralcs 


C, 


y 


-c, 


ce  qi 


don 


—   b  I  .T C/  V 

—  c       '  \  z  —  c  y ' 


2oa 


c'esl-ä-dire  l'equation  (4)-  La  fonction  arbitraire  ^  sera 
delerminee  par  la  condilion  (|ue  la  surface  conique  passe 
par  une  courbe  doiinei",  ou  soit  tangente  ä  utie  suiTace 
donnee.  La  inarcbe  ä  suivie  pour  resoudrc  ces  problenics 
est  indiquee  aux  n"*  667  et  668. 


Fig.    ii5. 


SURFACES    C0A01DP.S. 

672.  On  appelle  surface  conoide  loute  surface  engen - 
dree  par  une  droite  parallele  a 
un  plan  donne,  aomme  plan 
directeur ,  et  qui  est  assujetlie 
a  lencontrer  une  droiie  et  une 
courbe  donnees. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un 
plan  parallele  au  plan  directeur, 
et  pour  axe  des  z  la  directrice 


Soient 


>) 


rectiligne. 


F  [x,  y,  z)  ~  o, 

F,  [x,    Y,   ZjZ=0 


les  e(jualions  de  la  directrice  curviligne  AB. 
Les  equations  de  la  generatrice  iVJN  seront 

(2)  z=  X,        r  =  ^.r, 

et  si  Ton  eiimine  o",  j> ,  z  entre  les  quatre  equations  (1) 


<<)()  cotRS  d'analysf- 

cl  (2),  on  aura  une  cerlaine  ecjualioii 

(3)  (p(a,  ej  =  o 

exprimanique  la  generatrice  MN  lenconlie  la  direclrico 
AB.  Si  donc  on  elimine  a  et  S  entre  les  equations  (2) 

et  (!^),  on  aura  ^  (  z,  -  |  z^  o,  oii 

(4)  '-  =  ^iz 


c'esl,   en  quantäes  finies ,  lequalion   des  siirjaces    co- 
uo'ides. 

073.  Ell  differentiant  l'equation  (4),  on  aura 


d'oü  l'on  conclul 

(5)  px-{-qyz=Oj 

equalion  aiix  dernecs  parlicUcs  des  surfaccs  co- 
noYdes. 

Celle  eqiiaiion  exprinie  que  le  plan  tangcni  en  un  poinl 
quelconque  M,  contienl  la  generatrice  correspondanle. 
En  edel,  si  dans  l'equalion  du  plan  langem 

Z  —  z  =  /;  (X  —  .r   4-  <i  (Y  -y) 

on  fait  X  =  o,  Y  =-.  o,  il  en  rcsullera 

Z  —  z^^  —  px  —  qy  x^  o,       d'oii      TL  ^=  z. 

Leplau  langem  renconlre  donc  l'axedesc  au  meine  poinl 
que  la  generalrice  KM,  et,  par  suiie,  il  coiilienl  eelle 
droile  avec  laquelle  il  a  dej.i  le  poinl  INI  coinnuin. 

SURFACES    DE    RfevOLl'TlON. 

071.  Les  surfaccs  de  rcvohition  sonl  cellos  que  Ton 
obtienl  en  faisanl  tournei-  une  lertaine  (ouibc  aulour 
dune  droile  fixe,  nomniee  axe  de  rn'o/ution. 
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Pour  plus  de  simplicile  prenons  l'origiuc  sur  Taxe  OD. 
Soil  AjMB  la  courbe  geueratrice.  Dans  le  niouvement  de 


Fig.  I  iG. 


Celle  llgne  chacun  de  ses 
poinls  deciil  iine  circonfe- 
lence,  et  Ton  jjcul  conside- 
rer  la  surface  de  revolulion 
comme  Ic  lieu  des  rircon- 
ferences  de  ccrcle  qui  ont 
leurs  centres  sur  Taxe,  leurs 
plaris  perpcndiculaires  a  cet 


axe,  et  qui  rencontrent  la  courbe  AB. 
Soient 


(0 


:3) 


les  equalions  de  la  droite  OD,  et 

(2) 

(   ax  -\-  bj'  -h  CZ  =z:  (j 

les  equalions  du  cercle  mobile,  considere  comme  l'inter- 

section  d'une  spliere,  ayaut  son  cenlreau  poiiitO,et  d'un 

plan  perpendiculaire  a  Taxe  OD. 

Soient 

F  (.r,  7,  z\  =0, 

F,  (.r,  J,  z)  =0 
les  equalions  de  la  courbe  AB.  En  exprimant  quele  cercle 
et  la  courbe  se  rencontrent,  on  parviendra  äunecertaine 
relaüon 

(4)  o(a,6)  =  o, 

et  si  Ton  eliniine  ensuite  a  et  6  entre  les  equalions  (2) 
et  (4),  on  aura 

<f  [x^  -+-  j"  4-  z\  ax  -1-  by  -+-  cz)  =  o 
ou 

(5)  a.T  H-  by  -|-  cz  =  <}>  ( j:'  -{-  r'^  +  3^), 

equation  generale,  en  quantiies  ßnies,  des  surfaces  de 
revolulion. 
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675.  Pour  oLlcnir  requalion  au\  derivees  partielles, 
OD  difTerenliera  l'equalion  (5),  ce  qui  donnera 

b  -l^CIJZZZ  2<!.'(x'  -f   r^  -t-  2*)  (j  +  zq)y 

d'oii,  en  t'liminanl  la  fonclioii  4>', 

b  -^  cq         )   -4-  :/y 
et,  par  suitc, 

(6)  [cy  —  bz) p  -\-  [nz  —  rx)  rj  =  bx  —  ar, 

equatioa  aux  derivees  partielles  des  surfaces  de  revo- 
lution. 

676.  Cette  equalion  exprime  que  toules  les  normalcä 
d'une  surface  de  revolution  renconlreni  Taxe. 

En  effet,  si  l'oii  elimine  X,  Y,  Z  eulre  les  equalioiiS 
de  la  normale 

{X  —  x-i-p{Z-z)  =  o, 
^'^  (  Y-j-,-7(Z-2)  =  o, 

et  les  equalions  de  Taxe 

(8)  X=-Z,      Y=:.-Z, 

c  c 

on  relrouve  preciseraent  l'equalion  (ß). 

677.  Pour  inlegrer  l'equation 

(i)  (cj  —  bz)p  -\-  [uz  —  ex)  q  =^  b.r  —  ^7)-, 

il  faut  commencer  par  integrer  les  equalions  simulianees 

d.r  dy  dz 

cy  —  bz        az  —  rx        hx  —  <i\ 

Or,  si  Ton  represente  par  dt  la  valeur  commune  de  ces 
Irois  rapporls,  il  en  resuliera 

/  dxz={cy—  bz)dt, 

(2  )  I  ^J  :^  («2  —  ^"-^  )  dt^ 

'  dz  ^=  [bx  —  ay) dt. 
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En  ajoulanl  ces  trois  dcrni(^res  equations  mullipliees 
respectivement  parx^y,  z,  on  trouve 

xdx  -r-ydy  —  zdz  =  o, 
d'oü 

^2  _^^2  4.  -2  =  C. 

Si  Ton  ajoute  les  memes  equations  respectivement 
mullipliees  par  (7,  h,  c,  on  a 

a  dx  -  -  h  dy  ~  cdz  —  o, 
d'oü 

ax  -^  by  -^  cz  =  C. 

Donc  l'integrale  generale  de  l'equation  (i)  sera 

(3)  ax  ^  by  ~  cz  =  ^{x'^ -\- y^ -\- z'^). 

678.  Les  equations  f  i)  et  ( 3)  prennent  une  forme  plus 
simple  quand  OD  est  Taxe  des  z.  EUes  se  reduisent  ä 

py  —  qx  =  o, 
On  pourrait  les  trouver  directement. 

DES   LIGNES    DE    NIVEAU    ET   DES    LIGNES    DE    PLUS    GRANDE 
PENTE. 

679.  On  appelle  lignes  de  niveau  sur  une  surface  les 
sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  horizon- 
taux.  Supposons  la  surface  rapportee  ä  trois  plans  de 
coordonnees  dont  Tun,  celui  des  xy  par  exemple,  soit 
horizontal  :  une  ligne  de  niveau  quelconque  se  projet- 
tera  sur  ce  plan  en  vraie  grandeur,  et  l'equation  de  sa 
projection  se  deduira  de  celle  de  la  surface  en  y  rem- 
placant ;:  par  une  constante  convenable. 

Quand  on  se  deplace  d'une  maniere  quelconque  sur 

la  surface,  on  a 

dz  =p  dx  +  <7  dy ; 

le  long  d'une  ligne  de  niveau,  dz  est  nul,  et  l'on  a,  pour 
Stürm.  —  An.,  II.  l4 
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le  coefficient  angulalre  de  la  tangente  ä  cette  ligne  ou  ä 
sa  projcction  horizontale, 

^'  dx  q' 

la  tangenle  en  un  point  quelconque  de  la  llgne  de  ni- 
veau  est  une  horizontale  du  plan  qui  touche  la  surface 
au  meme  point. 

680.  Parmi  toutes  les  droites  menees  par  un  point 
dans  im  plan,  il  en  est  une  qui  fait  avec  l'horizon  un 
angle  plus  grand  que  toutes  les  autres  :  c'est  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  et  Ton  sait  qu'elle  est  per- 
pcndiculaire  ä  toutes  les  horizontales  du  plan. 

Sur  une  surface,  on  appelle  ligne  de  plus  grande 
pente  une  ligne  teile  que  sa  tangente  AIT  en  un  quel- 
conque  de  ses  points,  M,  soit  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  tangent  en  M;  eile  est  plus  inclinee  sur 
rhorizon  qu'aucune  des  droites  qui  touchent  la  surface 
au  meme  point.  La  droite  MT  est  perpendiculaire  ä 
rhorizontale  MH  du  plan  tangent,  c'est-ä-dire  ä  la  tan- 
gente ä  la  ligne  de  niveau  qui  passe  en  M;  pour  que 
l'angle  IIMT,  dont  un  cöte  est  horizontal,  soit  droit,  il 
faut  et  il  suffil  que  les  projections  horizontales  de  MH 
et  de  MT  soient  perpendiculaires  l'une  ä  l'aulre;  nous 
avons  vu  (i)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  premiere 

est  —  -;  celui  de  la  seconde  doit  etre  e°:al  ä ->  et  Ton 

aura,  tout  le  long  d'unc  ligne  de  plus  grande  pente, 

Si  Ton  rcniplace  p  et  <j  par  Icurs  valeurs  en  fonction 
de  .r  et  }  tirees  de  requation  de  la  surface.  on  pourra 
inlegrer  l'ecpiation  (2),  ce  qui  fcra  connaitrc  la  projcc- 
lion  horizontale  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  carac- 
terisee  par  la  valeur  de  la  constante  d'integration;  c'est 
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unc  Irajcctoire   orthogonale  des  projections  des  ligncs 
de  nivcaii. 

Ponr  qu'une  lignc  tracee  sur  une  surface  soit  unc  lignc 
de  plus  grande  pentc,  il  laut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ortho- 
gonale aux  lignes  de  niveau  qu'elle  rencontre.  Sur  une 
surface  de  revolution  ä  axe  vertical,  les  paralleles  sont 
des  ligncs  de  niveau;  les  courbes  meridiennes,  orthogo- 
nales aux  paralleles,  sont  les  lignes  de  plus  grande  pentc. 

C81 .   Considerons  un  ellipsoide  defini  par  l'equation 

(3)  A^2+Bj2—  C^2  =  11, 

le  plan  des  xj  etant  toujours  horizontal.  On  voit  que  les 

lignes  de  niveau  sont  des  cllipses  homothetiques.  Pour 

determiner  les  lignes  de  plus  grande  pentc,  je  tire  de 

l'equation  (3) 

Ax  By 

si  l'on  portc  ces  valeurs  dans  Tequation  (2),  jz  disparait 
et  l'on  a 

^  =  ?^,      A-^  =  B— . 

dx       Ax  y  X 

Les  integrales  des  deux  membres  sont  des  loga- 
rithmes  ;  en  passant  aux  nombres  corrcspondanls  et  de- 
signant  par  vi  unc  constante  arbitrairc,  on  trouve 

(4)  y^  =  mx^. 

Les  lignes  de  plus  grande  pente  sont,  cn  general,  ä 
double  courbure  et  sc  projcttent  horizontalcment  sui- 
vant  des  ligncs  paraboliqucs  passant  ä  l'origine  :  toute- 
fois,  en  prenant  m  nul  ou  infini,  on  a  les  cllipses  princi- 
pales,  dont  les  plans  sont  verticaux.  La  constante  vi  sc 
calcule  en  exprimant  que  la  courbe  (4)  passe  par  un 
point  donne  ;  si  cc  point  coincidait  avec  l'origine,  la 
valeur  de  m  scrait  naturellcment  indetermin^e. 


lA. 


212  COl'RS    D  ANALYSE. 


CINQUAI^TE-TROISIEME  LECON. 

SUITE  DES  APPLICATIONS  GfiOMfiTRIQUES  DES  fiQÜATIOXS 
AUX  DfiRIVEES  PARTIELLES. 

Siirfaces  developpables.  —  Integration  de  l'equation  des  surfaces  deve- 
loppables.  —  Surfaces  reglees.  —  I^qualion  de  la  corde  vibraiite. 


DES    SURFACES    D^VELOPPABLES. 

682.  On  nomme  surfaces  developpables  cell  es  qui 
etant  siipposees  flexibles  el  inextensibles  peiivent  s'appli- 
quer  sur  un  plan  sans  dechirure  ni  duplicature.  Teiles 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 

Toiile  surface  developpable  peut  etre  consideree  (n°  6*) 
comme  Ic  lieu  des  tangenles  ä  une  certaine  courbe,  nom- 
mee  arete  de  rebroussement  de  la  surface.  II  n'y  a  d'ex- 
ception  que  pour  le  cöne,  oü  l'arele  de  rebroussement  se 
rednitä  unpoint,  etpourle  cvlindre,  oücettecourbe  passe 
■A  linfini;  niais  comme  nous  avons  dejä  examine  ces  cas 
parliculiers,nouscn  ferons  abstraction  dans  ce  qui  siiit. 

683,  Soient 

(i)  x=f{z),    r  =  ?(z) 

les  equations  de  l'aretc  de  rebroussement.  Les  equations 
de  sa  taiigcnte  en  un  point  (a,  c,  y)  seront 

^^^^  i^-/(7)=/'(7)(^-7). 

I  r  —  ?(7)  =  ?'(7)(2  — v)- 
En  eliminant  y  entre  ces  equations,  on  aura  requation 
de  la  surface  developpable.  Mais, au  lieu  d'operer  celtc 
cliininalion  qui  ne  peul  sc  faire  qu'cn  particularisanl  la 
foi  me  des  fonclionsyet  o,  nous  allons  cherclier  utic  ecjua- 
lion  auxderivees  parliclles,  independantcdeces  foiiclions, 
et  qui  exprmiera  une  propriele  commune  a  toules  les 
surfaces  developpablcs. 
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68i.  Lcs  equaiioiis  (2)  delerminent  z  et  y  quand  x 
et  y  sonl  coiinus.  On  peut  donc  considerer  z  et  y  comme 
des  fonctions  de  x  et  de  j.  En  diirereiitiant,  tour  ä  lour, 
CCS  equalious  par  rapport  ä  a:  et  a  j>^,  on  aura 


(3) 


(4) 


-/'(7jg=/'(7)(;'-£)+/"(7)(^-7 

-.'(7)g=?'(7)(/'-g)  +  t".7)(^-7)S. 

-»'>7)|=/(7)(7-;^)  +  f(7);^-7)^. 
ou  bien,  en  simplifiant, 

^=^/'(7)+/"(7)(2-7)^' 

o==;j«.'(7)-4-«p"(7)(z  — 7)^' 

i=9<p'(7)  +?"(7)('  — 7)^- 

'  •         /  \  ^^7 

En  elirainant,  entre  ces  quatre  equations  (5  —  7)  —  > 

(z  —  7)  -7^  et  7,  il  restera  une  relation  entre  p  et  <7, 

(5)  q  =  -'i{p\ 

equation  du  premier  ordre  qui  convient  ä  toutes  les  sur- 
faces  developpables,  mais  dans  laquelle  il  entre  encore 
une  fonction  arbilraire. 

685.  Ce  resultat  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
trouve  pour  les  surfaces  cyliiidriques  dont  l'equation  aux 
differenlielles  partielles  est 
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II  semble  qu'il  y  ait  exceplion  pour  Ics  suiTaces  co- 
niques  dont  l'equalion  aux  düTerenliellcs  pariielles  est 

[x  —  a)  p  -\-  (y  —  L )  q  :=--  z  —  r; 
mais  sl  Von  prend  requation  en  quanllles  finies 


on  volt  que  z  —  c  clant  une  foncliou  hürnogtjne  du  pre- 
raier  degre  de  j  —  b  et  de  x  —  a^  p  et  q  seroni  des  fonc- 
tions  homogenes,  et  du  degre  o,  des  meines  dillerences 
(I,  177)-,  on  aura  donc 


ct.cncliminanl on  obtiendra  une  relation  cntre  p 

X  —  a 

et  q.  Cetle  relation  dependra  de  la  fonction  cj),  tandis  que, 

dans  l'equation  des    surfaces  cylindriques,   la   relation 

entre  p  et  q  ne  depend  que  des  conslantes  qui  definisseut 

la  direction  des  generatrices. 

G86.  L'elimination  indiquee  n^  684  pcut  se  faire 
comme  il  suit.  En  ajoulant  la  premiere  et  la  troisieme 
equation  du  Systeme  (4),  respectivement  niuhipliecs  par 
^"(7)  et  —f'iy)^  onaura 

(5)  <p"(7)-^/^[/'(7)?"(7)-?'(7)/"(7J]- 

La  scconde  et  la  quatrieme  equation  traitces  de  la 
meme  maniere  donuent 

(6)  /"(7)  =  7[?''7)/"(7)-/'(7h"(7^]- 

II  no  reslcra  donc  plus  qua  eliminer  y  entre  les  deux 
dcrnieres  equations. 

C87.  Seit 

(7)  Q  =  ^^P) 
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re(]nali()ii   aii\    (1('t1vC(.'.s    |3arlielleS;   du    prciiiicr  ordic, 
rcsullaiiL  de  ri'liiniiiaLion  piccedcnle.  I'osüiis 


dp^ 

d^z 

dx 

"  dx^  ~  '' 

dp 

dq         r/2  z 

dy- 

dx       dx  dy         ' 

dq  _ 

d-^z 

-          —  / 

'dy~ 

-dy^--'- 

En  differentiant  l'equation  ('j),  successlvemcnt  par 
rapport  a  ^  et  ä  r,  noiis  aurons 

s  —  r<ii'(p), 

t  =  S'i^'ip), 

d'oLi,  en  eliminant  (!>'(/) \ 

(8)  s2  — /-«^o, 

equation  qui  ne  renferme  aucune  trace  des  fonetions 
parliculieres  f  et  <p.  C'est  requalion  aux  deri^'ees  par- 
tielles, du  second  ordre,  des  surfaces  developpables. 

INTEGRATION     DE     l'eQUATION      AUX     DfiRIV^ES     PAaxiELLES 
DES    SURFACES    DEVELOPPABLES. 

688.  Pour  effectuer  cette  integralion,  noiis  nous  ap- 
j^uierons  siir  une  proposition  generale  que  nous  allons 
d'abord  etablir. 

Soient  u  et  v  deux  fonetions  des  memes  variables 
independantes  x,y,  z  :  si  V une  d'elles,  v,  se  leduit  ä 
une  fonction  de  Vautre^ 

(I)  r  ='}(«). 

les  derivees  partielles  de   u  et   v  seront  proportion- 

nelles,  et  reciproqiiement. 

La  premiere  partie   s'elablit  en  differentiant  liden- 

tite  (i)  : 

d^        ,,,-.  du       dv        , , ,    ^  du 
dx^^^^'^dx'     -dy-^^^'^W      '°'° 
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Reciproquemenl,  si  Ion  a 

dv  _  ^  du       dv  _  ^  du       dv  _.   du 
dx  dx       dy  dy        dz  liz 

)>  etant  une  fonction  quclconque  de  x^  y^  z^  il  suffil 
d'ajouter  membre  ä  membre  les  egalites  precedentes, 
apres  les  avoir  respectivement  multipliees  par  dx,  dj^ 
dz,  pour  trouvcr  la  relation 

dv  =  ).rfu, 

dv  et  du  etant  des  differentielles  totales  :  il  en  resulte 
(533  et  534)  que  \>  se  reduit  ä  une  fonction  de  la  seule 
variable  u. 

689.  Cela  pose,  requation  des  surfaces  develop- 
pables 

(2)  rt  —  s- 

nous  donne 

r        s  dp     dq       dp     dq 

—  =  ^j     ou      —j-  '.  -y-  '.\  —j—  I  -     : 
s        t  dx     dx      dy     dy 

donc,  en  vertu  de  la  proposition  etablie  n°  688,  q  est 
une  fonction  de  p  et  Ton  peut  ecrire,  comm:^  integrale 
premiere  de  Tequation  (21, 

(3)  <l{p)~q=o. 

C'est  une  equation  non  lincaire  entre  les  dcrivees 
partielles  du  premier  ordre  de  r,  et  nous  sommes  con- 
duits  (660)  a  chercher  une  integrale  des  equations 

dx  dy  dz  dp        dq 

'V(p)      — '      P'^'ip^  —  ^       ^        ^ 

on  obtlent  une  integrale  en  egalant/)a  une  conslante  a. 
et  Ton  en  deduit,  cu  egard  a  la  relation  (3), 

^  =  0/(rt),     dz  =^  a  dx -^  ^{a^dy\ 

integrant  cette  difTerentiellc  et  dcsignant  par  h  une 
nouvelle  constanlc,  ou   Irouvo   une  integrale  complcte 


CI^Qt•A^TK-TKOISIEME    ],E<;OA  .  21  7 

de  requation  (3  t, 

(4)  z  =  ax-i-yl(a)    -b 

Poiir  en  dcduirc  riuleyiale  generale  de  requalion  (3  j, 
et,  par  suite,  de  l'equation  (2),  11  faul  (n"  661 )  rempla- 
cer  b  par  une  fonction  arbitraire  F(«)  et  eliniiner  a 
enlre  les  equations 

(5)  z --^ax-^y^  [a)~-¥  {a), 

(6)  0=     x-^y^'{a)-\-F'{a). 

L'integrale  generale  renferme  deux  fonclions  arbi- 
li-aires ;  eile  represent  la  surface  enveloppe  des 
plans  (5).  Cette  surface  est  Ic  lieu  des  droiles  defi- 
nies  par  les  equations  (5)  et  (6).  Une  quelconque  de 
ces  droites,  D,  rencontre  la  droite  infiniment  voi- 
sine  D',  si  l'on  neglige  des  infiniment  petits  d'ordre  su- 
perieur  au  premier.  Les  equations  de  D'  se  deduisent 
des  equations  (5)  et  (6)  en  y  remplacant  apara  +  da; 
si,  des  equations  ainsi  formees  on  retranche  les  equa- 
tions dont  elles  derivent,  et  si  Ton  divise  par  da^  on 
aura,  en  negligeant  les  quantites  infiniment  petites, 

o  =  X  ~y^'{a)  -}-  F'(«),     o  =  yb"{ci)  -i-  F"(«  ji 

la  premiere  equation  coincide  avec  l'equation  (6),  et 
les  droites  D,  D'  se  coupent  en  un  point  dont  les  cooi'- 
donnees  sont 


VW       "'<'''' 


F" 

le  lieu  de  ce  point  est  l'arete  de  rebroussement  de  la 
surface,  arete  dont  les  tangentes  sont  les  genera- 
trices  D. 
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DES    SURFACES    Uf-GL^ES. 


690.  Les  surfacesdeveloppables  sont  un  cas  parliculier 
des  surfaces  reglees,  c'esl-a-dire  de  celles  qui  s'engen- 
drent  par  le  mouvement  d'une  Hgne  droile.  On  nomme 
surface  gauche  toule  surface  reglee  qui  n'esl  pas  deve- 
loppable. 

Soieiit 

f  X  =  az  -^  a, 

(   J  =:  6z  -r  6 

les  equalions  dune  droile  :  si  a,  b.  a,  c  sont  des  fonc- 
tions  d'une  meme  indelerminee  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  maniere  continue,  la  droile  ( i)  se  deplacera  succes- 
sivement  dans  Tespace  et  engendrera  une  surface  reglee. 
Ün  auraii  Fequalion  de  la  surface  en  eliminanl  y  entre 
les  equalions  (i). 

Les  quatre  parametres  variables  a,  b,  a,  c  elant  des 
fonciions  d'une  meme  indeterminee,  on  peul  considerer 
trois  d'enlre  eux  comme  des  fonciions  du  quatrieme.  On 
peul  meme  considerer  a,  i,  a,  c  comme  des  fonciions  de  x 
et  dej'.  Car  si  Ion  elimine  z  entre  les  equalions  (i).  on 
auia  une  relalion  entre  x,  i  et  les  parametres  a,  i,  a.  o, 
qui  sont  des  fonciions  de  y.  On  peul  tlonc  dire  que  y,  el, 
par  suitc,  a,  b,  a,  o  sont  des  fonciions  de  x  et  de  }  . 

691.  Dillerentions  l'equation 


tour  ä  lour    par  rappori  ä  o:  et  h  j  .  en  rcgardant  a  ci  a 
comme  des  fonciions  de  ccs  deux  variables  :  uous  aurons 

da        dx 

(a)  i  zi=ap  ~  Z--  -h  —i 

^  d.r         d.r 

(3)  O  --  an  -^  z r   -;-■ 

^  dj         dy 
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A|ouloiis  ces  ecjualious  respectiveinenl  malliphees  par  — 

da  , 

cl — :  eu  observanl  que 

dx  ' 

doi  da         da.  da 

dx  dy        dy  dx 

puisque  a  et  a  sont  fonctions  ruri  de  l'autrc,  coinme 
elant  fonctions  du  meme  parametre  y  (n"  688),  nous 
aurons 

,  f .  da  I     da  da 

^^^  Ty=''[Plfy-'JTx 

En  difTerentiant  rdquation  y  =  bz  4-  o,  et  remarquant 

db     db  •  II        .   da     da  , 

que  — ?  ---  sont  proporlionnelles  a  — •,  — ->  on  aura  de 
*       i(x    dy  '■      '■  dx    dy 

meme 

f,  da  I      da  da^\ 

£j.  .  ,,.      .         ,  da       da  , 

Ol  maintenant  on  climine  le  rapport  —  :  -—  entre  les 

*■  ^  dx       (ly 

equations  (4)  et  (5),  mises  sous  la  forme 


da                                 da 
-[.-ap)-^ari-=o, 

il  viendra 

QU 

(l  —  ap)  (I  —  bq)  —  abpq  =  0, 

(6) 

0/7  H-  i^  =  I , 

equation  differenlielle  dupremier  ordre,  renfernianiseu- 
leinentdeux fonctions,« et  ^,  derindetermineey.  En  ayant 
egard  a  cette  relation,  les  equations  (4)  et  (5)  peuvent 
s'ecrire 


(7) 


h 

da 

dy- 

-}- 

da 
""dTr 

—  0, 

b 

db 
dy 

H- 

db 
''de 

=  0. 
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692.  Cherchons  maintenant  l'equation  aux  derivees 
parlielles  du  second  ordre.  En  differentiant,  tour  ä  lour, 
l'equation 

ap  ^  bq  =^  i 

par  rapport  ix  x  ely^  nous  aurons 

,  da  db 

,  da  db 

aS  -r  bt  ~  -  P      ,      -r-  <7  -r-  =  O. 

dy       '  dy 

En  ajoulant  ces  equations  multipliees ,  la  premiere 
par  rt,  ]a  seconde  par  ^,  et  en  ayant  egard  aux  equa- 
tions (j),   nous  aurons 

a^r  -r-  labs  -^  b-t  =  o, 

a 
ou,  cn  posant  -  =  c, 

(8)  c- r  ^  ics -r- t  —  Oy 

equation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu  une 
seule  fonctlon  arbitraire  c. 


693.   Soient 


d^z  _  dr 
dx^      dx 

d^z  dr        ds 


dx^       dx         ' 


dx^  dy      dy      dx 

d^z     _  dt  _  fh 
dxdy^  ~  dx      dy 

d^z  _  dt__ 
dy^  ~  dy~    ' 


Differentions  l'equalion  (8),  lour  ä  lour,  pur  rajiporl  a 


^^  }   V    ,  da         ^  db        ,  ^da  ,  dh  ~\ 
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X  da  y  :  11  vieiKlra 

de  de 

r'  H  -!-  2  cc  4-  «f*  H-  2  er  —  -f-  2  j  —  =  o, 
djc  dx 

de  df 

r' i'  -I-  2C«' -f-  u  -+-  2 er \-  IS  —  =  o. 

d)  dy 

Multipliant  lapremicre  parcct  ajoutant,  ilen  resulte 

(q)  c'  m  -f-  3  c'^v  -4-  3  r«'  -t-  u  =  o  ; 

car  c -.    +77"   est   nul,    en   vertu   des  equations   (7), 

puisque 

de        de 

dx        dy        b^ 

L'equalion  aux  derivees  partielles,  du  troisieme  or- 
dre, resultera  de  relimination  de  c  entre  Ics  equa- 
tions (8)  et  (9). 

6QUATION    DE    LA    CORDE    VIBRANTE. 

GOi.  On  demontre  en  Mecanique  que  le  mouvement 
des  differenls  points  d'une  corde  vibrante,  fixee  ä  ses 
deux  cxtreniiles,  est  represente  par  requation  aux  deri- 
vees partielles  du  second  ordre 

,  ,  d-'u  d^u 

MP  =  //,  AP  =  X  sont  les  coor- 
donnees  rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la 
corde,  l'origine  etant  rextremile  A;  y  designe  le 
temps. 

Pour  integrer  l'equalion  (1),  prenons  deux  nouvelles 
variables  a  et  c,  liees  aux  variables  o:  et^  par  les  equa- 
tions 
( 2 )  a  =  j:  H-  ay,      6  =  jr  —  ny. 

Si  de  ces  equations  on  tirait  les  valeurs  de  x  et  dej'  en 
«et  0,  et  qu'on  les  portal  dans  la  fonction  cherchee  m, 


Ill  COt'RS    D  ANAI.YSK. 

cetle  derniere  dovicndrail  unc  fonciion  explicito  do  a  el 
de  6.  On  ]jcul  donc  considercr  u  comme  une  fonction  de 
a  et  de  6.  On  aura  alors,  a  f  ause  des  equations  (  2), 

du  (hl         rill 

dx  doL        r/S 
d'^u         fl^ii  d-u  d'' II 

d.T^         difl-  da.d&         dr,' 


Oll  irouvoia  de  m^me 


d^a  d^n  d-ii  d'ri\ 


-=  a-  \  — 2 


dj'  \d0L'  drxdf.  df,^   j 

Rn  portant  ces  valeurs  dans  requalioii  (1),  on  aura, 
apres  les  reduclions. 


d^ii 

(3) 


dxdZ 

Gelte  equalion  est  facile  ä  integrer.  Elle  peul  s'ecrire 
du 

donc  —  ne  depend  pas  de  a,  et  Ion  a 

X3  designant  une  fonction  arbitraire.  On  on  deduit 
K  =  1  0  (6)  rfo  +  9  (aj, 

et,  par  consequent,  cn  represeiiiant  par  t^  (c)  Tintegrale 
/cy(o)<i6,  '^  designant  eiicore  unc  ibnction  arbitraire, 

on  aura 

«=?(«) -4-^(6), 
c'est-a-dirc 

(4 )  tt  =  «p  (.r  -i-  rtj }  -4-  tJ>  (.r  —  rt>\ 


(.lISQUANTE-TROISlk.ME    LK(;OK.  223 

Teile  est  rintegrale  generale  de  requalion  (i;  on 
pcut  d'aiileurs  la  verificr  par  la  dillcrentiation. 

695.  L'integralc generale  conlienl  deux  fonrlions  arbi- 
iraires  o  et  ^1*  qui  se  determineut  par  deux  condilions 
dislinctes.Ordinairementonsupposeconnuesrordonneeiz 

et  sa  derivee  — -  pour  lous  Ics  poinls  de  la  corde,  ä  l'ori- 

gine  du  temps,  c'est-ä-dire  pourj^  =  o .  Alors  Tordonnee,  u, 

et  la  vitesse  verlicale  — -  de  chaque  point  sont  des  louc- 

lions  donnecs  de  x.  Posons 

u  =^f{.r  ,      —-  z=/,  {x  ,  pour  y-=o. 
dy 

On  aura,  en  faisant  j  ^^  o  dans  l'equation  (4),  et  dans  sa 
derivee    par  rapport  ä  j', 

o'(j:)  —  ■>j''(-^)  ^^  ~f^{^)- 
De  celte  derniere  on  deduit 

o  [jt]  —  -l  [x)  =  -    if,[x)dx  +  C  =  Y  [x]  4-  C, 

F  [x)  etant  une  fonction  connue,  et  C  une  constanle  arbi- 
traire.  Par  consequent  on  a 

.j,  (or)  =  ^  T/i»  +  F  (^)  -f- cl , 

d'oü 

La  valeur  de  u  est  completement  determinee.  Comme  on 
devait  s'y  attendre.  la  constante  C,  introduite  dans  le 
cours  du  calcul,  a  disparu  d'elle-meme. 
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EXERCICES. 

1.  Discutcr  la  xurface  reprd^entöe  par  l'dquation 

Solution  :  Surface  engendree  par  une  droite  assujeltie  ä  ren- 
contrer  une  droite  donnee  et  deux  circonferences  donnees. 

2.  Integrer  l'e'quaüon 

d^z  r       dz 

-  ay. 


dx  dy        I  —  y^  dx 
Solution  :    z  =  -^Q)  -^  6Cx)  /i  —y^  —  ax{\—y'^). 
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COURBURE    d'une   LIGNE   SITU^E   SUR   UNE   SURFACE   DOKNILe. 

696.  Soll 

(i)  /('^»r»  z)  =  o 

requation  d'une  surface.  Posons,  pour  abreger, 

dz  dz 

Ta:=P^      d-y  =  '^^ 
d''z  _  d^z     _  ri'z  _ 

dx''~^'      dxdy  ~~^'      'df'^ 

Considerons  une  certaine  courbe  CL  passant  par  un 
Fig.  ii8.  P0i"t    M(.r,  jr,   z)   de    la 

surface  (i).  Soit  6  Tangle 
que  le  rayon  de  courbure 
R  de  cette  courbe  au  point 
M,  dirige  suivant  la  droite 
MN,  fait  avec  la  normale 

/  MP  a  la  surface,  au  meme 

V  •    » 

point. 

La  normale  MP  ayant  pour  equations 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respoc- 
tivement 

—  P  —9  I 


Sturm.  —  An.,  II. 


V^^ 
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La  droite  MN  fait  avcc  les  axes  des  anglcs  qui  onl  pour 

Cosinus  (I.  292) 

dt  dy  dz 

d—-  d —  d  — 

^^'    ^-df'    ^-dT' 

cn  designant  par  dl  la  diirerenlielle  de  Tarc  de  courbe. 
ün  aura  donc 

dl  dl 

-  q 1 

,    .                       ,        T^    \             '^'^                dl             dl  I 
[i)  cosO  =  R-^ '- 


Or, 
d'oü 

IMais 


dz  z=z pdx  -+-  q  dy. 


,  dz  ,  dx  .  dy         ,    dx         .    dy 

d  —  ^pd \-  qd  ^—  -^  dp ^  dq  -^ 

dl        'dl        ^     dl  '^  dl  ^  dl 


dp  ^rd.r.  -4-  sdy,      dq  ^=^  s  dx  -f-  tdy ; 


dz  dx  dy        ,     ,  ,   sdx        ,     ,  ,  ^  <'»' 


dz  dx  dy 

f//  ~'^'  ~^^^       ^    r//   ~  '^  v"^ j  "^  ^''  dl  Ti  '^\ dl  I 

On  a,  par  conseqiicnt, 

/dx\'  dx  dy  fdr\' 

'■(-dl)-^''lll1ü-^'[ld) 

CÜS0  =  R— ^ ; ^ ^> 

d'oü 

R—  v/n-/^^  +  7'cosO 


dl  I  dl    dl 


m' 
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Mais  —  1  — -  sonl  Ics  cosmus  des  an£;le.s  niie  la  lancenle  a 
dl     dl 

la  c'ourbe  considerco  fail  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  y^ 

en  desigiianl  ces  aiigles  par  a  et  S,  on  aiira 


(4)  R-  s/.-^/^^-^'rcoso 


rcos*a  -i-  2  jcosa  cosS  -H  /cos- 8 


formule  qui  doniie  le  rayon  de  courbure  dune  sccllon 
quelconque  faiie  dans  une  surface,  en  im  poini  doniie. 

697.  La  valeur  de  R  devanl  elie  positive,  il  faut  que 
cos6  soit  de  meme  sigiie  que  le  denoniinateui-.  Ainsi, 
l'angleö  doil  etre  aigu  ou  obiiis  selon  que  ce  denomina- 
leur  est  posilif  ou  iiegallf,  ce  qui  determine  dans  quel  seus 
le  rayon  de  courbure  doit  etre  porte  sui'  la  direclion  de 
la  normale  principale. 


THEOREME    DE    MEtNlER. 


698.  Si,  dans  la  formule  precedente,  on  suppose 
cosö  ^  ±  t,  c'esl-ä-dire  si  le  plan  osculateur  passe  par  la 
normale  ä  la  surface,  on  aura,  en  designant  par  p  le  rayon 
de  courbure  de  la  seoiion  normale. 


(5)  P  ^- 


rcos'a  -T-  2^cosacüs6  -f-  ^cos^6 


et,  par  suite, 

(6)  R  —  üCOäö. 

De  lä  ce  tbeorenxe  du  a  Meunier  :  Le  rajoil  de  courhure 
en  Uli  point  dune  courbe  quelconque  tracee  sur  une  sui- 
face  est  egal  au  produit  du  rajon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  contient  la  tangente  a  la  courbe, 
niultiplie  par  le  cosinus  de  V angle  que  le  plan  de  la 
section  normale  fait  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  Si  l'on  considere  deux  courbes  planes  ayant  la 
meme  tangente  au  point  M  et  situees,  l'une  dans  un  plan 

i5. 
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oblique,  Taiilrc  dans  un  plan  normal,  on  peut  cncore 
^noncer  Ic  iheoreme  de  Meunier  en  disant  que  le  rayon 
de  com  hure  d' iine  section  oblique  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  cette  courbe^  du  rayon  de  courbure  de 
la  section  normale. 

Par  conscquenl,  si  une  sphere  a  le  meme  cenlre  et  le 
meme  rajon  que  le  cercle  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, tous  les  plans  menes  par  la  tangente  ä  la  section 
normale  couperont  la  sphere  suivant  des  petits  cercles 
qui  scront  les  cercles  osculateurs  des  sections  obliques 
faites  dans  la  surf'ace  par  ces  dilTerents  plans. 


COURBURE    DES    SECTIONS    KOKMALES. 

700.  La  formule  (3)  du  n°  696  permet  de  determiner  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  en 
un  point  d'une  surface;  il  suffit  d'y  supposercosB  =  rr  i , 
puisque  le  plan  osculateur  ä  la  section  consideree  est 
nornia!  ;\  la  surface.  IMais,afin  d'etablir  plus  simplement 
les  lois  decouvertes  par  Euler,  et  suivant  lesquelles  varie 
la  courbure  des  diverses  sections  normales  menecs  parun 
point  de  la  surface,  nous  prendronscc  point  (jr,>',  c  pnur 
origine  des  coordonnees,  et  pour  plan  des  xy  le  plan 
tangenl  ä  la  surface  au  meme  point.  L'axe  des  :;  sera  Ja 
normale,  et  Ton  aura/?  =  o,  7  ^  o.  En  designant  par  tp 
l'angle  que  la  tangenle  OT  ä  la 
section  normale  consideree  fail 
avec  Taxe  des  x,  on  a 


Fiß.   119. 


dx 


dy 
dl 


D'ailleurs,  on  a  cosö  =  in  i, 

Selon  f|uc  le  rayon  de  courbure 

est  dirige  dans  le  sens  de  Taxe  des  ;;  ou  dans  le  sens  op- 

pos6.  On  aura  donc 

ri^i . 

"       r  cos*tp  -H  IS  sino  costs  -(-  /  sin*<f ' 
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mnis  on  pciil  supprimcr  I(!  donhle  signc  et  ccrirc  sim- 
|)I(Miicnt 

.    s I 

r  cos^cp -+- 2*  sincp  cos<p -h  f  sin^cp  ' 

poiirvu  que  l'on  convienne  de  porter  la  valeur  absolue 
du  rayon  sur  l'axe  des  z  dans  le  sens  des  ;;  posltifs  si  le 
d(''nomlnatciir  est  posilif,  et  dans  le  sens  oppose  si  ce 
denoniinatcur  est  negatif. 

SECTIONS     miNCIPALES. 

701 .  Si  le  plan  normal  lourne  autour  de  Taxe  des  z,  le 
rayon  p  variera  en  meine  temps  cpje  Tanglecp.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petile  valeur  de 
ce  rayon.  Conimc  ces  valeuis  correspondent  au  minimum 
et  au  maxirnuni  du  denominateur  dans  la  formule  (2),  il 
faudra  egaler  ä  o  la  deriveedece  denominateur;  on  aura 

[t  —  r)  2 sin» cos ^  +  is{cos'^  —  sin'y)  =^  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

(3)  5  tang^ip  H- (/•  —  f)  lang  15}  —  ^  =  o. 

Cette  equation  donne  pour  langcj)  des  valeurs  reelles, 
Fig.  120,  dont  le  produit  est  egal  a — 1. 

Comme  d'ailleurs,  en  faisant 
varier  l'angle  (p  de  o  a  TT,  on 
oblient  tous  les  plans  nor- 
maux  qui  passentpar  le  point 
O,  il  suffira  de  considerer  les 
deux  angles  plus  petits  que 
iSo''  qui  correspondent  aux 
deux  racines  de  l'equation.  L'un  etant  designe  par   a, 

,,  ,  .  TT 

1  autre  sera  necessairement  — h  «• 

Par  consequent,  si  l'on  trace  sur  le  plan  des  xj  deux 

TT 

droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Ox  les  angles  a  et  a  H — ? 
les  seclions  normales  situees  dans  les  plans  zOH,  zOK, 
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correspondront  aux  layons  de  couibure  maximum  et  mi- 
nimum.  Eii  eilet,  laderiveedu  secorid  ordre  de  -  est 

1  {t  —  r)  (roä'o  —  sin'';-    —  8.ysin^cos9, 
et  cette  expiession  prend  des  valeurs  egales  et  de  signes 
contraires  f|iiand  on  y  remplace  o  par  a  et  par  a  -f-  -• 
Remarquons  qu'ils'agit  icl  dun  niaximum  et  dun  miiii- 
mum  analyiiques,  en  sorte  que  si  les  deux  valeurs  de-> 

0 

corrcspondantes  a  a  et  a  -{-      etaientde  signes  contraires, 

Celle  qui  serait  un  minimum  negatif  pourrait  etre  un 
maximum  en  valeur  absolue. 

Les  droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Taxe  O.r  des  an^^les 

donlladifferenceest-->  sont  perpendirulaircs  eiitre  elles. 

Donc  les  plaiis  zOH  et  2  OK,  qui  deterniinent  sur  lasur- 
facedeux  courbes  planes  ä  courbure  maximum  ou  mini- 
mum, sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  doiuie  aux  sec- 
tions  faites  par  ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

VARIATION    DE    LA    COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

702.   Prenons  mainteriant  pour  plans  des  xz  et  des  yz 
les  plans  d^s  sections  principales.  Les  valeurs  de  o  corres- 
pondant  au  maximum  et  au  minimum  du  rayon  de  cour- 
bure devroiit  elre  o  et--  Or.  lequation 
1 

s  tant;'^  -+-  [r  —  t)  tanj;^  —  j  =  o 

ne  donncra  pour  tango  les  valeurs  o  et  oc  que  si  \  =  o. 
Par  consequerit,  la  valeur  de  0  prondia  la  i'uime  plus 
simple 

(i)  p= ^- ^ , 

/•cos'w  -t-  rsin'9 

et  Ion  dcduira  de  cette  expressionles  deux  ravons  de  cour- 
bure principaux  p'  et  f.'\  en  faisant,  lour  ä  lour,  '^  =  o 
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et  <P  =:  -  ?  ce  qui  duiiucra 


ou  bi( 


1  I  


Ainsi,  les derivees  parliellcs  r  et  t  rcpiesenlcnt  Ics  di'ux 
courbures  principales  au  point  O. 

703.  Les  valeurs  de  p'etde  p"  peuvcnl  etre  inlioduites 
dans  Texpression  generale  de  la  courbure.  On  a 

-  1=  rcos-ij)  -i-  ^sin'cp; 
P 
donc 

(2)  -  =  —  cos'<p  -I — -  sin'o, 

P        P  P 

formule  qui  donne  la  courbure  dune  section  determinee 
par  un  plan  normal  faisant,  avec  la  seclion  piincipale 
zOx,  un  angle  Q. 

De  lä  les  consequences  suivanles.  En  premier  licu,  l'ex- 
pression  (2)  ne  change  pas  quand  on  met  a  la  place  de  ^ 
son  Supplement  :  donc  deux  sections  normales  egale- 
ment  inclinees  sur  une  section  principale  ont  des  rayons 
de  courbure  egaux  et  de  meine  signe. 

Si  Ton  designe  par  Oj  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
lion normale  perpendiculalre  ä  celle  qui  fait  avec  le  plan 
principal  z  Ox  l'angle  9,  ou  aura 

(3)  —  =  —  sin'tpH-  -  cos'^, 
p.         p  P 

et,en  ajoutantles  equations  (2)  et  (3),  il  viendra 

I    _     I         I         I 

p  ^  p,        p'       p" 
Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor- 
males perpendiculaires  enirr  elles  est  constante. 

704.  Nous  allons  maintenant  discuter  la  valeur  gene- 
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raie  de  p  en  nous  servanl  (Je  la  forniule 
,  ,  1        cos'o       sin'o 

(0  -  =  -^-\ ^• 

p       p  p 

Supposonsd'abord  p'  cl  p"  tous  deux  positifs,  et  p'^p". 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  donne  pour  p  une  valeur  tou- 
jours  positive.  Par  consequent,  toutes  les  sections  nor- 
males sontsituees  au-dessus  du  plan  tangent,  eila  surface 
est  convexe  autourdupointO.  Si /o' et  p"  elaientnegatifj«, 
la  surface  serait  encore  convexe,  mais  siluee  au-dessous 
du  plan  langem. 

En  mettant  l'equation  (i)  sous  la  forme 

2  -  =  -+    ---     sm^, 

P        P         \P  P  / 

I  j        ,     I   .  ,,    1  , 

on  voitque  -augmente  depuis  -  jusqu  a  —  >  quandcj»  croit 

de  o  ä  -,  et  que  -  decroit  depuis  —  jusqu'a  -■,  quand  o 

1       TT    , 

augmente  de  -  a  tt. 

Dans  le  cas  parliculier  oü  p'  =  p",   la  formule   (2) 

donne 

I  I 

P  ~  p' 
ou  p  =  p'  quel  que  soit  ^.  Toutes  les  sections  normales  äu 
point  O  ont  donc  la  meme  courbure.  On  dit  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic. 

703.  Siipposons  maintenanl  que  p'  et  p "  aient des  signes 
contraires  et  que  p"  soit  negatif.  En  mettant  les  signes  en 
evidence  dans  l'equation  (1),  nous  aurons 

.  _  I  cos'9       sin'o 

P  P  P 

Pour  Ol  =  o,  on  a  p  z=  p' .  L'angle  c^  croissant  de  o  a  la 

valeur  S  donnec  par  l'equation 

p" 
tang'g  =  S' 
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jO  croit  depuisp' jusqu'ä  rinfini.  Au  dclä  de  ^  =  6,pde- 
vient  negalif  cl  decroit  jusqu'ä  /s",  valeur  qui  correspond 

h  <f  =  -'  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

l'ordre  invcrse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  et  en  parlic  au-dessous. 

DETERMINATION    DES    OMBILICS. 

70ß.  Pour  trouver  les  ombilics  d'une  surface,  iJ  laut 
chercher  les  points  oü  le  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  a  la  meme  valeur,  quel  que  soil  le  plan  mene 
par  la  normale. 

Reprenons  la  formule  (j)  du  n"  700  en  y  supposant 
COS0  =  I,  et  en  remplacanl  dl^  par  dx^ -+-  dj^  -j-  dz^  : 
nous  aurons 

^__V^^^^[-^(g)'  +  (£)'] 

dx  \dx 

Designons    par    m    le    rapport  -^  des    cosinus    des 

angles   que    la   tangente    ä  la   coiirbe    au    point  consl- 
dere  fait  avec  Faxe  des  x  et  des  y.  Comme 

dz  z=  pdx  -t-  q  dy, 

on  aura 

dz 

Tx=P-^'J"'^ 

etla  formule  (i)  pourra  s'ecrire 

v/i-t-/>^-i-7'[i  +  w'+  {/7-4-9mV] 

R  = :~~  •, '~  » 

r-\-  ism  -T-  tm} 

ou  bien 

Quand  le  poiut  est  uu  onibilic,  ce  rayon  est  indepen- 
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dant  du  rapport  ni  qui  determlne  Je  plan  normal  oü  est 

situeela  courbe  consideree.  On  doii  donc  avoir 

(3)  l±J!l  =  Pl=\^L2l, 

r  s  t 

ce  qui  donne,  cii  general,  deux  equalions  distinctes.  En 
y  joignanl  reqiiaiion  de  la  surfacc,  on  aura  le  nombre  de 
relalioiis  necessaires  pour  determiner  les  coordoiinees  du 
point  cberche. 

707.   Appliquons  ces  principes  au  paraboloide  ellip- 
lique 


On  a  ici 


X' 


^=«' 


Tb' 

a 

>^ 

>o 

9  = 

y 
■  b' 

t  — 

I 
'V 

S  : 

=  o. 

Les  equalions  (3)  sont,  daus  ce  cas, 


ab 

I 

o  ~ 

I 

a 

b 

On 

})eut  y  salisfaire  d'abord 

cn  posant 

x  =  o, 

a  = 

..■^. 

d' 

'oü 

X  = 

±sfb{a. 

-b), 

fl    

** 

Les  valeurs  de  y  et  de  z  etant  reelles,  il  exisie  deux 
ombilics situes  dans  le  plan  ■)  Oz.  Ce  soni,  d  ailleurs,  les 
seuls,  car  IMiypolhesej'  =  o  donneiait  pour  a"  uue  valeur 
imaginaire. 
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SUITE  DE  LA  COURBÜRE  DES  SURFACES. 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Theorie  de  l'indica- 
trice.  —  Consequenccs  geometriques.  —  Gas  oü  l'expression  du  rayon 
de  coiirbure  se  presente  sous  une  forme  illusoire.  —  Tangentes  conju- 
guees. 

SUR     LA     SURFACE     DOINT    TOUS    LES     POINTS     SOJNT 
DES    OMBILICS. 

708.   Lorsque  les  equations 

(I)  =^  —  =  1 

^  '  r  s  t 

qui  servent  ä  determiner  les  ombilics  d'une  surface  den- 
nee,  se  reduisent  a  une  seule,  la  surface  a  une  infinite 
d'oinbilics  situes  sur  une  lignequ'on  nomine /a  ligne  des 
courhures  spheriques.  Si  les  equations  (i)  sont  idoniiques, 
tous  les  points  de  la  surface  sont  alors  des  ombilics. 

Pour  liouver  une  surface  qui  jouisse  de  cette  propriete, 
observons  que  les  equations  (i),  mises  sous  la  forme 

p        dp  \    dq  q        dq  \   dp 

i  -T-  p'  dx         q  (i.r.         i  -i-  q^  dy        p  dy 

peuvent  s'integrer  comme  des  equations  ordinaires  (643). 
On  aura  par  ce  moyen 

;3}  I -r-/>-  =  Y«7-',      I -!- <7^  =  X/>=, 

Y  etant  une  fonclion  arbitraire  de  j,  et  X  une  fonciion 
arbitraire  de  x.  On  tire  de  ces  equations 

,,,  /  i  +  Y"  /  i+X 

(^)  ^=V/xY^'    '?  =  \/xY-r7' 

Mais  p  ei  q  doivent  satisfaire  ä  lequation  ~  z=z  ~-  :  ou 
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a  donc 

I  dX  I  r/Y 


Le  pretnier  membre  etant  fonclion  de  x  seulement,  et  le 
secoiid  fonclion  de  y,  cctte  equalion  ne  peul  subsistcr 
qu'autant  que  chaque  membre  se  reduit  a  une  conslaute. 

Soit  — cette  conslanlc.  On  aura 
R 


dX 

2.dx 
-    R   ' 

r/Y            arfj 

('+X/ 

{.-Y^         » 

et,  en  inlegrant, 

R  R 

=  a  —  X,      —^=^::^  =  y  — 


Vi  +  X  v/n-Y 

a  el  h  etant  des  constantes  arbilraires.  En  portanl  les 
valeursde  X  et  de  Y,  lirees  de  ces  equations,  dans  le  Sys- 
teme (4),  il  vient 


a  —  X 


d'oü 


V/R'- 

[a-xY-[b-xY 

b-y 

VR'  — 

[a-xy-[b-xY 

{n- 

x)dx-\-  [b—y)dy 

<l  = 


dz=  ^ 

\!R}—[a  —  xY—[b—yY 


et,  en  integrant  de  nouveau, 


z-c=sjK^~ya-xY-  [b-yY, 

equation  d'une  spberc.  Aiiisi,  la  spliere  est  la  seule  siir- 
face  dont  tous  les  poi'nts  soient  des  ondfdics. 

THEORIE    DK    LIKDICATniCF. 

709.  La  courbure  des  surfaces  peut  etre  presentee  sous 
un  aulre  point  de  vue,  qui  donne  nne  idee  plus  nette  de  la 
nianiere  dont  varient  les  rayons  de  courbure  des  seclious 
normales  autour  dnn  meine  point. 
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Prenons  toujours  poiir  plan  des  xy  le  plan  langem 
au  point  O,  el  pour  axc  dos  :;  la  normale  cn  cc  point. 

Si  l'on  coupo  !a  surface  [)ar  im  |)lan  paralleh;  au  plan 
langem, et  Inlininicnlvolsin  deceplan,la.secllon  difTörera 
infinimenl  peu  d'unc  courbe  du  second  degre,  en  ne  con- 
sidcrant  quela  parlie  de  la  seclion  infinimenl  voisine  du 
poinl  O.  En  d'aulres  lermes,  une  courbe  sendjlable  ä  la 
seclion  faile  par  iin  plan  parallele  au  plan  langent,  ä  une 
dislance  h,  Icnd,  ä  mesure  quc  h  diminue,  vers  une  sec- 
lion conique,  le  rapporl  de  simililude  etanl-— • 

En  effel,  si  l'on  developpe  l'ordonnee  z  de  la  surface 
par  la  serie  de  Maelaurin,  on  aura 


Z  =  3o  -•-  P' 


fr 


sxj^ —  Cr' 


Mais  Zq,  p^  r/,  qui  representent  les  valeurs  de  z,  —  ?  ~ 

quand  on  fait  simullanemcnt  a:=:  o,  j  =  o,  sonl  nulles 
d'apres  le  choix  des  axes.  Donc,  on  a 

z  =  -  rx^  -{-  sxr  -] ty^  +  w , 

2  2 

&)  designant  une  somme  de  ternaes  dontle  degre,  par  rap- 
Fig.  121.  porl  ä  X  et  ky,  est  superieur  au 

second.  Si  mainlenant  on  rem- 
place  z  par  la  constante  00'  =  h, 
on  aura  l'equation  de  la  seclion 
A'M'B',  el  si  l'on  fait  /*  tres- 
pelite,  la  quantite  w  devienl  ne- 
gligeable  comparativemenl  aux 
termes  qui  la  precedent.  Par 
consequenl,  on  a 

(  I  )       rx'  +  2  5  XJ  -f-  ?j'  ^  2  Ä  , 

equalion  d'une  conique  infinimenl  pelite  dont  le  cenlre 
est  au  point  O. 


238  couns  d'analysp:. 

7J0.   En  remplacant  h  par  z,  on  aura 


(2)  z  =  -  (rx^ -~ -xsTy  ^  ty'^ ). 


Si  rt  —  A^^o,  Celle  cquation  represente  un  paraboloide 
passanl  par  Ja  section  A'M'B',  et  a^anl  pour  sommel  le 
|)oinl  O.  Cc  paraboloide  va  nous  servir  ä  calculer  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale  quelconqiic  OM'C 

Nonimons  p  le  rajon  de  courbure  de  la  section  OM'C 
an  pointO.  On  a  (premiereLecon  complemenlaire,n'^6*;. 

P  =  lim  —-7-7  =  lim  — j-  =  hm —  • 

Pour  en  deduire  la  valeur  de  p,  faisons,  dans  Tequa- 
tion  (2), 

j:  =  0'M'coS(p,     j:=  O'M'sincp, 

y  designant  l'anglexON.  On  aura 

0'iM'^(/-cos-^  -r-  2jsin!j)  cos»  -r-  fsin-(p)  =1  ih^ 
d'oü 

I 


(3)  0= 

rcos'^  H- 2Jsm<pcoS(j> -f- fsin^cp 

formule  dejä  oblenue,  par  une  autre  methode  (n°  700). 

O'M" 
711.   L'efiralite  p  =^  - — -- fait  voir  tiuc   les  ravons  de 
^  ^  ih  * 

courbure  des  diflerentes  sections  normales  sont  propor- 

tionnels  ä  O'M'*.  Supposonsdoncque  sur  la  Iraceduplan 

2ON  dans  le  plan  des  xj  on  prenne  OjN  =     ■>  on  aura 

^2/j 
i^va      TA  1  1  O'»^!' 

p  =  Ui>  .  De  plus,  le  rapport — —  sera  constanl  pour 

toules  les  seclioiis  normales.  La  courbc  ANB  ainsi  oble- 
nue sera  donc  semblable  ä  A'M'B',  et  aura  pour  centre  le 
point  O.  Celle  courbe,  qui  donne  lous  les  rayoiis  de 
courbure  des  sections  nonualos  failes  au  poinl  O,  est 
nooimee  Viiulicati  ice  de  la  surlace  en  ce  poinl. 
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712.  Quand  rinlcrscctiou  de  la  smfacc  par  un  plan 
parallele  au  plan  langent,  et  infiniment  voisin,  est  une 
liypcrbolc,  il  laut,  cn  meme  temps,  considercr  une  autre 
secliou  produile  par  uu  second  plan  parallele  au  plan 
tangent,  de  l'aulre  cole  de  ce  plan.  On  oblient  par  la 
une  livpcibole  conjuguee  de  la  premierc.  Dans  ce  cas, 
rindicalrice  se  composc  de  dcux  hyperbolcs  conjuguees, 
et  Ton  a  /3  =  rh  0N%  suivant  que  l'hyperbole  sur  la- 
quclle  se  tiouve  le  point  N  correspond  ä  une  seclion 
faile  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  xy.  Le  rayon  de 
courbure  de  la  surface  devient  infini  et  change  de  signe 
quand  le  plan  secant,  en  tournant  autour  de  la  normale, 
vient  passer  par  une  asymptote  commune  anx  deux 
liyperboles. 

CONS^QUENCES    g60m6ttIIQLES. 

713.  Toute  courbe  du  second  degre  douee  d'un  centre 
ayant  un  diamelre  maximum  et  un  dianietrc  minimum, 
on  en  conclut  que  la  surface  a  deux  scciions  normales 
perpendiculaives  entre  elles  et  dans  lesquelles  le  rajon  de 
courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  somme 
des  carres  des  inverses  de  deux  diamelres  perpendicu- 
laires  etant  constanle,  il  en  resulte  immediatement  que 
la  somme  des  courhures  de  deux  sections  normales,  per- 
pendiculaires  entre  elles,  est  constante.  En  un  mol,  a 
toute  proprieie  desdiametres  d'une  seciion  conique,  cor- 
respond une  proprietedes  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  par  les  diamelres  de  rindicatrice. 

714.  Quand  Tindicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
dere  est  un  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  oü  le  plan  tangent  est  parallele  aux 
sections  circulaires.  En  eßel,  tous  les  plans  paralleles  de- 
terminent,  dans  une  pareille  surface,  des  sections  sembla- 
bles.  11  cn  resulte  que  l'indicatrice,  qui  en  general  n'est 
semblable  qu'aux  sections  failes  parallelement  au  plan 
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tangent,  ä  une  distance  infinimeut  petite,  sera,  dans  les 
surfaces  du  second  ordre,  rigoiireusement  semblable  aux 
seciions,  quelles  que  soient  leurs  dislances  au  plan  lan- 
gem. 

Ainsi  dans  rellipsoide 

a'         o'         c' 
il  y  a  quatre  ombilics  dont  les  coordonnees  sonl 


jr:=o,      X  :=  z±z  a —i       z^±c 


\[a}  —  c'  sja}  — 


CAS   OU   L  EXPRESSION    DU   BAYON   DE   COÜRBURE   SE    PR^SESTE 
SOüS    UNE    FORME    ILLUSOIRE. 

715.  La  formule 


rcos'cp  -I-  25sin(p  coso  H-  rsin'o 

precedemment  obtenue  pour  le  rayon  de  courbure  d'une 
seclion  normale  faisant  avec  le  plan  des  xz  un  angle  9, 
depend  des  valeurs  des  derivees  partielles  du  second  ordre 
au  point  considere  de  la  surface.  Nous  avons  tacilcnieut 
admis  que  /',  5  et  ^  avaient,  en  ce  point,  des  valeurs  deter- 
minees  et  independantes  de  l'angle  o.  Mais  ces  fonciions 

se  presentent  quelquefois  sous  l'une  des  formes  -  ou  — » 

quand  ^,  ^  et  ,3  deviennent  nulles;  il  faut  alors  cher- 
cher  directement  les  rayons   de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  ä  l'origine  des  coordonnees. 
Soit,  par  exemple,  requation 

(,)  -=-=/(^ 

y  designant  une  fonction  qiiclconque,  mais  hion  deter- 
minee,  de  4*  E^^c  represente  une  surface  dtmt  les  sec- 
tions normales  ä  l'origino  sont  dos  paraboles  ayant  pour 
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axc  coninuiii  luxe  des  z.  Lcs  dcrivccs  parlicUcs  du  prc- 
micr  ordre  sonL  : 


— '-^'(i) 


et  les  derivecs  du  second  ordre  : 


»=/Mi  -4/"4 


On  a  bien,  en  general,  par  ces  formales,  p^o, 
q  =  o,  pour  a:  =  o,  j^  =  o.  Quant  aux  valeurs  de  /•,  s,  t^ 
elles  se  presentent  sous  une  forme  indeterminee.  Mais 
11  est  faclle  de  trouvcr  Je  rayon  de  courbure  d'uue  sec- 
lion  normale  dont  Ic  plan  fait  l'angle  o  avec  le  plan  des 
xz.  Supposons  que,  dans  le  voisinage  du  poinl  O,  la 
surface  soit  representee  par  la  ßg.  121  ,  et  posons 
TOA  =  M'0'A'  =  cp.Ona 


,.      O'M'       ,.     O'iM' 

um     ^  ,^;  =  lim 


mais  o:  est  egal  a  O'M'cos'-p,  et  l'equation  (i)  donne 


„  =  2  cos'2  CS/  ( lang  'i ) 


O'M'"  ^ 

Ondoitremarquerqu'enfaisantvarierrangleo,  lera\on 
de  courbure  peut  avoir,  selon  la  forme  de  la  fonctiony, 
un  nombre  quelconque  de  valeurs  maximums  ou  mini- 
mums,  etily  aura  autant  de  maximums  que  de  minimums 
puisque  ces  valeurs  doivent  se  succeder  alternativement 
Sturm.  —  An.,  II.  16 
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quand  oii  fail  varicr  o  de  o  A  2-,  et  que  la  scclion  nor- 
male revicnt  a  sa  posilioii  primitive. 

TANGENTES    C(JNJUGUtES. 

7IG.   Soit  MM'  uiie  coiube  quelcoixjue  siluee  bur  uue 
sinface :  imaginons los  plans  tangents menes  par  les  points 
FijT.  ,22.  MelM'.Si  le  secondpoiiit  se  lap- 

proclie  iiidefinimeiitdii  premier, 
rinterseclion  des  deux  plans  va- 
riera  de  position  et  de\  ieiidra,  ä 
lalimile,unecertaine  langeiiie  a 
la  sui'face  passaut  par  le  poinl  M. 
Celle  droite  limile  et  la  tan- 
genle  MT  ä  lacourbe  INIiN  sonl  dites  taugentes conjuguees. 
Prenons  pour  origine  le  poiiit  M,  pour  plans  des  coor- 
donnees  xj.,  xz^jz,  le  plan  langent,  et  les  plans  des  sec- 
lions  normales  principiales  conespondant  ä  ce  poinl.  On 
aura,  au  pnint  M,  x-  =  o,  j'  =  o,  z  =  o ,  puis  /j  :=  o, 
7  —  ü  et  5  =  o  (u"  702). 

L'equalion  du  plan  langent  en  ]M'(x',  j   ,  z')  e^il 


;x 


-/'(Y-J'), 


p'  et  q'  de'signanl  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives  an 
poinl  INI'.  D'apies  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 


s'  =:=  p.i'  -T-  r/j'  -f  ■  -  (  r.':'^  -+-  T-Sx')'  -f-  O' "  J  -r     •  •  • 

Ün   auia  donc,  en   negligeant   des  inlinimeni  pelit?  du 
Iroisieme  ordre, 

On  lrou\ora  de  meine 

/>'  =  rjc',      </'  :.=  tr' . 
Par  suile,  los  equalions  des  plans  tangents  menes  au\ 
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points  M  et  .M'  scront 

Z  =  o, 

rx'  (X  —  x'^  4-  O'  lY  —  r')  -4-  -  (rr'»  -+-  tj")  —  Z  —  o. 

Ccs  (leiix  ef|iiations  rcpresenient  l'inlerseclion  des  deux 
plans  tangenls.  Or,  si  Ton  porte  dans  la  seconde  la  valciir 
Z  =  o,  on  anra,  en  reduisanl, 

r.r'  X-r-lf'Y  —  -  [rjj''  4-  //-')  =■  O. 

Posons  j'  =:=  nix\  vi  eiani  le  coellicient  angulaire  de  la 
projeclion  de  la  droite  MM',  (jui,  a  la  iiinite,  se  confoiul 
avec  la  tangenle  MT.  L'equation  precedente  devient 

/X  -f-  tm  Y .T   \r  -T-  tm'^)  ^=:  o, 

1 

et  quand  le  poinl  M'  se  reunii  au  poiiit  M,  on  a  x'  =  o,  et 

rX  •+-  tm  Y  =  o , 

equalion  de  la  tangenle  conjuguee  delinie  plus  haut.  On 
vüil  (|ue  si  ni'  designe  son  coefficlcnt  angulaire,  on  a 


trn 

ou 

mm'  =^ 

t 

717.  Deax  tangeiites  conjiiguces  sont  paralleles  ä 
deux  diamelres  conjugues  de  V indicatrice . 

En  elTet,  si 

X'       r- 
a-       b- 

est  requation  de  lindicatrice,  on  a,  entre  les  coefficienls 
angulaires  de  deux  diamelres  conjugues,  la  relation 

/>- 
m  m  = • 

i6. 
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r  t 

par  consequent, 

b' 


ce  qui  demonlre  le  llieoreme  enonce.  Les  rayons  de 
courbure  etant  proporiionnels  aux  carres  des  diametres 
de  Tiiidicalrice,  il  rt'sulte  d'une  propriele  bien  connue 
desseclions  coniqucs  que  la  somme  algebrique  des  rayons 
de  courbure  corrcspondant  ä  deux  tangentes  conjuguees 
est  constanle. 

EXERCICES. 

1.  Troiuer  sur  la  surface  de  l'cUipsoide 

-  +  Vt  +  — =  1 
(i  b-        c 

le  Heu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  semblublcs  { licu  des  cour- 
bares  semblablcs ) . 

Solution  :  E  et  F  etant  les  axes  de  l'une  des  indicatrices,  si  Ion 

F       F 

pose  ^  =  i?  +  i7'  le  lieu  demande  sera  lintersection  de  lellipsoide 

par  la  surface  dont  l'equation  est 

2.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoide  sont  donnes 
par  l'öquation 

,<  P       n^b'c^ 
'  PI' 

oü  p  dösigne  la  longucur  de  la  perpendiculaire  abaissee  du  contr,< 
sur  le  plan  tangenl  au  poinl  (x,  j,  z). 

3.  Pour  la  surface  xyz  =  m',  on  a 

pj_  2  .r'  +  j-  -1-3-^4-  -L-i-  =  o. 
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4.  On  sait  que  des  droites  normales  ä  une  surface  sonl  aussi 
normales  ä  une  infinitö  d'autres  surfaces,  dont  chacune  est  ä  une 
di>tance  con!>tante  h  de  la  premiere,  de  sorte  que  deux  quelconqucs 
de  ces  surfaces  intcrceptent  sur  toutes  les  normales  une  longueur 
consfante  Ces  surfaces  ont  les  memes  plans  de  sections  principales 
pour  lous  les  poinls  oü  elles  rcnconlrent  une  möme  normale.  Les 
courbes  indicalrices  des  surfaces  pour  ces  poinls  sont  des  coniques 
homofocales  ayant  leurs  axes  paralleles,  de  sorte  que  la  ligne  des 
foyers  estconstante  de  grandeur  et  de  direction. 
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courbure  des  sections  principales.  —  Piayons  de  courbure  principaux. 
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718.   Soient  S  une  surfacc  rapporlee  ;i   ti  uis  axes  icc- 

tangulairesquelconques-,  M  (x,  ^',  z),  Uli  poinl  de  la  sur- 

Fig.  123.  face,  et  MN  la   normale  en   ce 

poinl.  Si  .M'  [x',  }',  z')  est  iin 

second  point  de  la  suiface,  voi- 

sin  de  M,  la  normale  M'>i'  iie 

renconlrera    pas    la     ptciuiere 

normale  M2s,  a  moiiis  qu  il  n'v 

ait    eiitre    les     coordoiuiecs    de 

ces  dcux    poinls    une   cerlaine 

relation  que  nous  allons  clicr- 

clier. 

La  normale  INJiN  a  pour  equalious 

(2)  Y  —r  -^cj  [Z  —  z,~o. 

Si  />'  et  r/' (Icsignenl  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives 
au  poinl  M',  la  normale  M'JN'  aura  pour  ccjuations 

(3)  X  — x' -^// (Z  — =')=  o, 
',4)  y_  v'-t-r/(Z-z')=.o. 

Ell  elimiiiaul  X  enlre  les  equalious  (i)  el  (3),  on  a 


l'z-pz 
-  P 


CI\QIJAMK-SIX1L.ME    LECON.  i^J 

L'eliininalion  dv.  Y  fiitcc  Ics  equalioiis  {  2)  et  (4) 'lonnc 

„ y  —  r  -t-  7'  z'  —  r/z 

2-  73:7 

Oll  atlonc  re(|ualion  de  condition 


(5) 


p'z'  —  pz        y' —y -^q' z' —  qi 


l>  —  P  7  —  'I 

Gelte  equalion  et  celle  de  la  surface 
(6)  z'=f{x',y') 

represenient  vine  courbe  MM'  siliiee  sur  la  surface,  et 
passant  par  le  poini  IM.  Toutes  les  normales  ä  la  surface 
menees  par  Ics  divers  points  de  cette  courbe  iront  ren- 
contrer  la  normale  MN, 

719.  Conccvons  mainlenantque  le  point  M'se  rappro- 
che,  de  plus  en  plus,  du  polni  M  :  la  droite  MM'  devien- 
dra  la  tangente,  et  les  difVerences  x' — ^ij'  —  /»  2' —  z, 
p'  —  p,  q' — q  deviont  etre  remplacees  par  les  differen- 
tielles  dx.  rlj^dz^  dp,  dq.  De  meme  p' z'  —  pz  =  d  {pz)^ 
q' z'  —  «7^  =  d[qz).  On  aura  donc,  ä  la  limiie, 
dx  -{-  pdz-^zclp         dy  -{-  qdz-'n  zdq 


ou  simplement 

(7) 

Mais  on  a 


doi 


dp  dq 

d.r  -^  p  dz         dr  ^~  q  dz 
dp  dq 

dz--  pdx-^  qdy, 
dp  — -  rdx  ~  sdy, 
dq  =:^  tdy  -r-  sdx; 


dy .  dy 

pq-  pq-^^^+fJ- 


<lY  dy 

•y  -7-  s  -\-t  -^ 

dx  dx 


OU  bien 

(  —pqr  —  {\^p^)s-- 


a^f^  COLRS  d'analyse. 

Celle  equaiioii  donne  deux  \aleurs  dcy--  Flleindique 

deux  direclioiis  suivani  lesquellesil  faul  passerdu  poinlM 
ä  Uli  second  point  inilnimenl  voisin,  sur  la  surface,  pour 
que  la    normale  eu   ce    point  renconire  la  normale  au 

point  M.  Prenons  l'une  des  valeurs  de  -|-»  el  la   valeur 

dx 

corrcspondanle  de  — ^-  Soit  !S1' le   point  coiTcspondani. 

On  passera,dememe,  du  point  M'äun  troisieme  point  M", 
et  ainsi  de  suile.  On  aura  donc  une  ligne  MM'M".  .  .  , 
teile  que  toute  normale  ä  la  surface  menee  par  un  de  ses 
poinLs  rcncontrera  la  normale  infiniment  voisine  en 
negligeant  des   infiniment   petits    d'ordre    superieur   ä 

celui    de    MM',    M'M",  etc.    La   seconde  valeur   de  ^ 

dx 

donne  une  aulre  ligne  jouissant  de  la  meme  proprieie. 
On  nomme  ligne  de  courhure  le  lieu  des  point? 
d'une  surface  pour  Icsquels  los  normales  se  rencontrenl 
consecutivement.  Par  cliaque  point  d'une  surface  il 
passe  deux  lignes  de  courbure  representees  par  Tt-qua- 
tion  differentielle  (8),  et  par  l'equation  de  la  surface. 
En  eliminant  z^  on  aura  l'equation  de  la  projection  des 
lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy.  L'integration 
donnera  deux  equations  contenant  deux  conslantes  arbi- 
traires  qu'on  dctermincra  en  faisant  passer  la  ligne  par 
un  point  donne  de  la  surface. 


rnOPKIETES    DES    LIGKES    DE    COURBURE. 

720.   Pienons  la  normale  M^J  pour  axe  des  z  :  p  ci  </ 
sont  nuls,  et  l'equation  (S)  dcvient 


19)  M,-j  ■^y-'):ü 


Le  produit  des  racines  de  cetle  equalion  esl  egal  ä  —  i ; 
donc  los  langentes  nienees  aux  lignes  de  courbure  »jui  se 
troisenl  au  point  M  sont  pei  pendiculaires  entre  elles. 
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Si  maintenant  oii  preiid  les  plaiis  pi  incipanx  pour 
plans  lies  zx  et  des  zy^  ou  a  5  =  0  (702).  L'equa- 
lion  (9)  a  une  racine  nulie  et  l'auire  infinie  :  donc  les 
deux  lignes  de  courbure  out  respeclivemcnt  pour  tan- 
genles,  au  point  M,  Taxe  des  x  et  Taxe  desj^,  c'esi-ä-dire 
les  langentes  aux  scclions  principales.  Les  deux  series 
de  ligne  de  courbure  se  coupent  donc  a  angle  droit  sur 
la  surface  et  la  partagent  en  rectangles  inßniment  petits. 

Si  l'on  avait,  ä  la  fois,  5  =  o,  r  =  f,  les  deux  valeurs  de 

4-  seraient  indelerminees.  II  y  aurait   une   infinite  de 

({■X  '' 

lignes  de  courbure  passant  par  le  point  M,  autour  duquel 
toutes  les  courbures  seraient  egales  :  ce  serait  donc  un 
ombilic.  Ce  caractere  peut  servir  a  trouver  les  ombilics 
dune  surface,  carsi  l'on  exprimeque  l'equation  (8)donne 

fir  .         . 

pour  —  une  infinite  de  valeurs,  on  aura  les  deux  condi- 

tions  dejä  trouvees  (706) 

I  -+-  p-        I  -t-  7'  __  pq 
r  t  s 

721.  Soient  O  un  point  de  la  surface,  O^la  normale, 
OA  et  OB  les  deux  lignes  de  courbure,  O^  Oy  leurs 
tangenles.  Si  O'  et  O"  sont  deux  points  infiniment  voisins 
du  point  O  sur  les  lignes  OA  et  OB,  les  normales  O'K 
et  0"L  peuvent  etre  considerees  comme  rencontrantO:; : 
p-       ,,  soient  K  et  L  les  iDoints  dinter- 

section.  JedisqueOK  etOLsont 
les  rayons  de  courbure,  au  point 
0,dessections  principales^Oo:, 
zOy.  En  effet,  puisqne  Ox  est 
tangente  ä  la  courbe  OA,  le 
point  O'  infiniment  voisin  du 
point  O  sur  OA  peut  etre  consi- 
dere  comme  appartenant  au  plan 
zOx.  Donc  la  droits  O'K  qui  est  normale  ä  la  courbe 
OA,  comme  etant  normale  ä  la  surface,  determinera,  par 
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sa  rcnconlrc  avcc  la  normale  Oz-,  Ic  contrc  de  courbure 
de  la  seellon  principalc  siliiee  dans  Ic  plan  zOx.  On 
ferait  voirde  la  menie  maniere  que  OL  est  le  ravon  de 
courbure  de  la  section  principalc  faile  par  le  plan  ^O)'. 

722.  C'est  ce  qu'il  esi  facile  de  verifier  par  le  calcul. 
Soient 

(    X  —  .r-f-/WZ  —  :  ;  =0. 

(   Y  —  7  -^  7  (/  —  3 )  r-  o; 

^    '  (  Y  —  y'-hr/  Z-z')  =  o 

les  equalions  de  deux  normales.  Si  le  point  (j-,  y,  z) 
coineide  avec  l'origine,  et  que  lepoinl  (x',)  ',  z')  soil  infi- 
nimenl  voisin,  les  equalions  (i)  se  reduisent  ä 

X  r^O,        Y  :=  O, 

et  les  deux  autres  donnenl,  au  point  commun, 

—  dx  -\--  dp  (Z  —  r/c;  — ^  —  d.r  -J-  Zrdx  =  o, 

—  dy  H-  dq  (L  —  dz)  zz:^  —  dy  -f-  2.tdy  =  o, 

QU  bicn 

dx  [Zr  —  j )  ^  o, 
dy{Zt  —  i)  =  o. 

On  ne  peut  pas  supposcr  clx  et  dy  nulles  ä  la  {'ois,  niais 
on  peut  satisfaire  a  cos  deux  equalions,  soit  cn  posant 

(3)  dx  —  o,     Z  —  --, 

t 

QU  i)ien 

(4)  dy  =  Q,     Z  =  -. 

r 

Dans  le  premicr  cas,  |>uisquc  ^.r  =  o,  la  langcntc  coin- 
eide avec  Taxe  des  7  ,  el  Z  =  -  est  le  ravon  de  courbuie 
prineipal.  Meme  conclusion  ä  lirer  du  second  svsleuie. 

723.  II  faul  bien  se  garder  de  croire  (pie  les  poinl^  de 
renconlre  des  normales  soient  les  cenlres  dos  cercles 
osculateurs  des  lignes  de  courbure,  car  ces  normales  se 
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coupciil  consccnaivoiiiciii  ii  suiii  laiigenles  ä  unc  möme 
rouiho,  propriete  qiii  n'appailiciit  jamais  aux  iionnali'S 
inenties  par  lesccnlrcsde  courburc  d'uiie  coiirbe  gauche. 
Et  mcmc,  les  lignes  de  courburc  peuvent  etre  planes  saus 
quo  Icurs  cercles  osculaleurs  secoiifondent  avec  ceux  des 
seclions  principales.  U  faul  pour  cela  que  leurs  plans 
osculaleurs  soient  normaux  et  que,  par  consequent,  les 
lignes  de  courburc  soient  les  lignes  de  plus  courlc  dis- 
tance  sur  la  surface  (61*^  Lecon).  Par  exemplc^,  dans  les 
surfaces  de  revolution,  les  lignes  de  courburc  sorit  les 
meridiens  et  les  paralleles.  Les  meridiens  sont  des  sec- 
lions principales,  parce  que  leurs  plans  osculaleurs  sont 
normaux  a  la  surface.  Les  paralleles  sont  des  lignes  de 
courbure  planes  sans  elre  des  seclions  principales. 

CALCUL    DES    RAYONS    UE   COCRBllUE    PUIKCIPAUX    EIN    UN 
POINT    QUELCOKQtJE    d'uNE    SURFACE. 

724.  Le  llieoreme  demonlre  (722)  permet  de  calculer 
les  courbures principales en  un  poinl  d'une  surface,  Toii- 
gine  elant  quclconque. 

La  normale  menee  au  poinl  M  de  la  surface  a  pour 

equalions 

\  ^  —  .T.-^p[Z  —  z)=o, 

^^'  \  Y—y-\-q[Z-z)  3=0. 

Si  IM'  est  un  poinl  inlinimenl  voisin,  pris  sur  la  ligne 
de  courbure,  la  normale  correspondanle  renconlrera  la 
premiere  normale  en  un  poinl  dont  le  Z  sera  donne  par 
chacune  des  deux  equalions 


(2) 


(3)  Z  —  S: 


dr 


r  -i- 

7 

pq  +  [y 

+  7') 

'0- 
d.x 

S  -i- 

dx 

hn  eliminant  —  enlre  ces  deux  equalions,  on  aura 
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'iL 
dx 

(4)  j         -  [(I  -4-/>')  ^  4-  (  H-  7')  /•  -  1i><is\  (Z  -  z) 

(  4-  I  -f-/;'-f-<7'=  o. 

Cette  derniere  equaiion  donne  deux  valeuis  de  Z  —  z, 
el,  par  suile,  de  Z,  qui  correspondent  aux  rcntres  de 
couibure  des  deux  seclions  principales.  Appelons  p  l'ua 
des  rayons  de  courbure,  on  aura 

p  =  \/(X  -  xY-^  (Y  -  v)'-4-  (Z  -  z)\ 

valeur  qui  se  reduit,  eu  vertu  des  equalions  (i),  ä 


d'oü 

Si  Ton  substitue  celte  valeur  de  Z  —  z  dans  l'equalion  (4), 
on  aura,  en  reduisaut  el  oidonnant, 


(  ^'' 


d'oü  ron  deJuira  les  valeuis  des  deux  rayons  de  eoui- 
bure  principaux. 

723.  Les  normales  d'une  suiface,  mcnees  par  les  diffe- 
rents  points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface 
developpable,  puisque  deux  normales  conscculives  se  ren- 
contrent.  Pour  avoir  l'cquation  de  cetle  surface,  il  faul 
eliminer  x^j^  z  entre  l'equalion  de  la  surface  proposee, 
les  equalions  (i)  d'une  normale  et  lequalion  (Ö)  du 
n°  719  qui  exprime  que  le  point  (j',  >,  -)  est  sur  la 
ligne  de  courbure. 

On  obliendra  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toules 
les  seclions   principales   d'une   surface   representee  par 
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l'equation 

F(-^,J.  z)  — o. 

en  climinani  x,  j,  z  ciiiie  cetle  ecjualion,  celles  de  la 
normale,  cl  rcquation  (4)  oü  Z  se  rapporte  au  poini  de 
coucours  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Cette 
surface  se  composera  de  deux  nappes,  puisque  chaque 
normale  eontient  deux  centres  de  courbure. 

APPLICATION    DES    THEOUIES    Pr6c6dENTES    AU    PARABOLOIDE 
ELLIPTIQDE. 

726.  Equation  dijj'crenlielle  des  lignes  de  courbure.  — 
Süil 


■j.(i  ib 


lequalion  dun  paraboloide  elliptique.  On  a,   dans  cet 
exemple, 

(2)        p  —  -^      q=-r->      r=-,      s  =  o,      i=T- 
n  0  a  o 

L'equation  generale  (719) 

{\  +  p^)dx  +  pq dy ^  (i  -f-  7' )  dy  -\-  pq dx 

rdx  H-  sdy  sdx  -\-  tdy 

devient 

t[S'^''-"'''('+^)]=?[^""-"''-'-('-*-'^)]' 

ou,  en  ordonnant, 

xy   dy'         /  I  I  x'^  J^  \  (fy  ^J    

ab'' dx'^        \b        a         a'b         ab'')  dx        a- b  ' 

et,  multipliant  par  ^» 

1'    1   y'^-dy''      / 1      I       x'^       .>''  \   •  y^^y 


,  ab^  x'' dx''        \  b        a        n' b        ab''  j  x^  xdx 

(3)1  ^  '  , 


9.^)\  couns  d'a>alysf.. 

c'esl  i'eqiialion  differeiuielle  des  ligncs  de  courbure  du 

paraboloide  elliplitjiie. 

Jntegralio/i  de  Vequalion  (3).  —  Si  Ton  fait  x' =  v, 
j  *  =  //,  Celle  equalion  devienl 

-      I     l ^"X*    / '      I       •*        "  \  ^^"      "   

^^'      ab' "  \(ij)  "*"  U  ~  rt  "^  "^  ~  ^'j  7lv~~n^~^  "■ 

Comjue  u  el  v  n'entrcnl  qua  la  premiere  puissancc, 
on  peut  y  salisfaire  en  subsliluanl  ä  //  unc  fonciiou 
lineaire  de  v.  Posons 

,  ,.    .        dn 

U  z=z  Ci>  -^  C  ,         (1  Oll         ^=  f. 

c/u 


du 


En  rcmplacant  a  et  —  par  cv -\- c'   el   c   dans    1  equa- 
lion  (4),  les  tennes  qui  miiltiplient  ^  se  deiruisciil,  el  il 


reslc 


d'oü 


1  I  ,'    \  c' 

^b        a        ab- j  ä'b 

ab  [a  —  b^c 


b  -\-  nc 

La  constaiite  c  resie  doiic  arbitraire,  et  coninie  l'inte- 
grale  ne  doit  eu  deierininer  quiine,  il  en  resiille  que 
u  =  cv  -\-  c\  ou 

, . ,  ab  {n  —  b]c 

b  -{-  ac 

est  ['integrale  generale  de  requalion  (3).  En  faisant  va- 
rier  c,  on  aiira  les  projeclions  sur  le  plan  des  T>'de  loutcs 
les  Jignes  de  courbure.  Ces  projeclions  sont  des  cllipses 
si  Ion  a  c<^o,  des  hyperboles  tjuand  c  est  ^o.  Elles 
ont  loules  leur  ccnlre  ä  l'originc. 

Dc.tenniiiatLon  dein  constante  c.  —  Si  Ion  veul  avoir 
les  lignesde  courbure  qui  passem  par  im  point  [x',j',  z'j 
de  la  surfacc,  on  delenninera  c  par  recjuation 

ab  (a  —  h]r 

jr'-  =  ex''  H j—- , 

0  -{-  ac 
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OJI 
(6)      ar"  c'  -^  [  bx'''  —  ny '' -h  ab  {r:  —  b)]r  —  by^=  o. 

On  en  liie  Jcux  valcurs  de  c  reelles  el  de  sigiies  coniraires, 
puisque  a  et  b  soiit  de  menie  signe.  Ccs  deux  racines 
etaiit  designees  par /7i  et  — «,  Ics  projections  des  ligiies 
de  courbure  seronl  representees  par  les  equalions 

nb  I a —  b]m 


(7)  y'  =  mji 

(8)  j7^-n.r'-h 


b  -i-  am 
abi o  —  b)  n 
an  —  b 


La  premiere  conrbe  est  une  hyperbole,  la  seconde  uiie 
ellipse. 

Discussion.  —  La  coiislanle  ///  peut  varier  de  o  ä  l'in- 

fini,   mais  la  conslatite  n  doit  elre  plus  grande  que-?  el 

ne  peut  varier  que  de-  a  riufiiii.  En  effet,  l  equalion  (8) 

etant  niise  sous  la  forme 

nh{a  —  b'^  n 


le  second  menibre  doit  etre  posiiil  :  donc,  puis(jue  a  est 

^  /?,  il  laut  (jue  l  011   ait  an  —  h^  o,  ou  n^  —• 

Exatninons  niainitnant  les  liyperboJes  representees  par 
l'equation  (j).  A  cause  de  Tliypothese  a'^b,  elles  ont, 
toutes,  leur  axe  reel  dirige  suivant  Taxe  desJ^  La  valeur 
du  demi-axe  transverse  est 


/ah  {n  —  h). 

V 

bicn 


' (ib[a  —  b  ) 


/; 


Si  m.  varie  de  o  a    linfini,   cet  axe    augmente  de   o   ä 
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\lb  [a  —  b).  En  metlant  l'equaüon  (7)  sous  la  forme 

r '  fih  { n  —  b) 

^=x'-^  — , 

ni  b  -T-  am 

on  voit  que  pour  //i  :^  co  eile  so  reduit  ä  .r  =^  o.  L  liy- 
peibole  se  confond  alors  avec  l'axe  des  }  ,  ou  plutöt  avec 
la  poriion  de  Taxe  des  y  qui  cominence  ä  une  disianf^e  de 
l'origine  egale  a  ±  \jb  [a  —  b). 

Les  elllpses  rcpresentees  par  rc'qualion  (8)  ont  Icurs 
axes  dirigcs  suivaiit  les  axes  des  x  et  des  }  . 

Les  demi-axes  ont  pour  expresslons 


Jab  [a  —  b]  liih{a  — 


b) 


Le  preinier,  dirige  suivant  laxe  des  x,  dirainue  de  lin- 
fini  ä  o,  quand  n  augmenle  de  -  ä  linGni.  L  autre  denii- 


axe  dimiriue  de  1  iniliii  jusqu'ä  \jb[a  —  b).  Donc,  toul 
point  silue  sur  Taxe  des  y  et  a  une  distance  de  l'origine 
plus  grande  que  \Jb  ( a  —  b)  sera  le  sonimct  dune  de  ccs 
ellipses.  Pour  n  =  00  Tellipse  se  reduit  ä  Taxe  des  j", 
comme  le  montre  l'equation  (8)  mise  sous  la  forme 

y^  ab  ( a  —  b) 

n  (in  —  b 

ccla  resulie  cncore  de  ce  que  1  autre  axe  se  reduit  alors 
ä  o. 

Si  x'  =  o,  une  des  valcurs  de  c  est  inünie,  et  lautre  est 
positive  ou  negative  suivanl  que  )''  est  inferieur  ou  supe- 

rieur  ä  \jb[a  —  Z»),  Les  projcctions  deslignes  decourbure 
sont  alors  laxe  des  j',  et  des  hvperboK's  ou  des  ellijises. 

Selon  quej''  est  plus  pelit  ou  plus  grand  (|ue  s^b  (a  —  b). 
Si^''^  o,  une  des  valeurs  de  c  est  nulle,  et  Tautre  lou- 
jours  negative,  Daus  ce  cas,  les  lignes  de  courbure  ont 
pour  projcctions  Taxe  des  x  et  des  ellipses. 
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EXERCICES. 

i .  Trnuvcr  Ics  lignes  de  courburc  de  l'cllipso'ülc, 
Solution  :  Seit 

-  +  ■77  +  -=  I 

rellipsoide  donnö,  a^  b':>  c.  Les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure  sur  le  plan  des  xf  sont,  pour  lun  des  syslemes,  des  ellipses 

X  et  Y  etant  les  coordonnöes  d'un  point  de  Thyperbole 

n'{„^—b')b'(a'-b']_ 

X' 7, r, I"  —   ; ; 

(f  —  c-  a- —  c 

et,  pour  le  second  Systeme,  des  hyperboles 

x^-r  =  '' 

dont  les  demi-axes  sont  les  coordonnees  d'un  point  de  Tellipse 
-.,  ,    n^a'-b')^,_b'{a--b'] 

A.    -1 n r. I :; ; " 


Sur  le  plan  du  grand  axe  et  du  petit  axe  les  projections  des  deux 
systemes  de  lignes  de  courbure  sonl  des  ellipses. 

2.  Lorsque  trois  surfaces  se  coupent  orthogonalement,  l'intersec- 
tion  de  deux  quelconques  d  enlre  elles  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'une  et  de  l'autre. 

3.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  suivanl  une  ligne  de  cour- 
bure commune  ä  l'une  et  ä  l'autre,  elles  se  coupent  sous  le  meme 
angle  en  tous  les  points  de  cette  ligne. 


Sturm.  —  ^«.,  IL  17 
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CINOUANTE-SEPTII-ME  LF/.0\. 

CALCUL  DES  DIFF£RENCES  FIMES.  -  CALCÜL  INVERSE 
DES  DIFFfiRENCES. 

Notions  preliminaires.  —  Dilference  n"""  du  premier  terme  d'une  suile, 
en  fonclion  des  termes  de  celte  suite.  —  Terme  general  d'une  suile,  en 
fonction  du  premier  et  de  ses  diflerences  successives.  —  DifTerences  des 
fonctions  entieres.  —  DifTerences  du  quelques  functions  fraclionnaires, 
Oll  transcendantes.  —  Theoremes  generaux.  —  Iiilegration  de  quelques 
fonctions. 


NOTIOjyS    Pn^LIMINAlRES. 

727.  Le  but  geiieral  du  calcul  dillerenliel  est  de  clicr- 
cher les limilcs  des rapports des accioissemen ts  simultanes 
de  plusieurs  quaiitiies  variables,  ce  qua  Ton  peui  faire 
saus  considerer  les  valeurs  inimeiiques  de  ces  accroisse- 
ineuts.  Daus  le  calcul  aux  diffcvences ßnies ,  on  s'occupe, 
aucontrairc,  de  ces  \aleurs  numeriqucs  et  on  en  clierche 
ja  loi. 

Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  recoit  une  quanliie 
variable.  Si  Ton  retranche  cliacune  de  ces  valeurs  de  teile 
qui  la  suit,  on  oblient  ce  (ju'on  appelle  les  dilferences 
preinieres  de  ces  valeurs,  et  on  les  represente  par 

A«„,     A«i,     A«.. ^u, , 

en  sorle  que  Ion  a 

«,  —  «„  =1  AWj,       li,  —  «,  =  Art,,  ...  ,       U„^^  —  «„  =  Art,,  ...  . 

En  operani  de  la  meme  luanierc  sur  la  suite  des  diile- 
rcnces  premieres,  on  oblient  une  suile  de  dillereuccs 
secondes,  qu'on  represente  par 

A-rt„,      A-«,,      A-'rtj,...,       A"h„,...j 
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()n  a  (loiic,  par  clcfiiiilion, 

A«,    —  AWj  r.-  A-«u,        A«j  —  A«,  r^  A=//,  ,  .  .  .  , 

On   fbrnicra  de  la   nit-me  manieie  les   dillercriccs   troi- 
siemes,  quainemcs,  de. 

Par  excmple,  la  sulte  des  carres  des  noiubres  enliers 

I,     4,     g,      i6,     25,..., 

a  pour  differences  premieres 

o,      o,      'J,      g,...; 

et  pour  differences  secondes 


les   differenees   troisiemes  et,    par  suile,  les   differences 
d'un  ordre  superieur,  sont  nulles. 

Dans  cet  exemple,  toutes  les  differences  secondes  sont 
egales  ä  2.  Si  l'on  admet  la  generalile  de  cetle  loi ,  on 
pouri^a  prolongcr  indefinimenl  la  suile  des  differences 
premieres,  et,  par  leur  moyen,  celle  des  nombres  carres. 

728.  Le  calcul  des  differences  est  fonde  sur  quelques 
principcs  analogues  ä  ceux  qui  formen t  la  base  du  calcul 
differenliel. 

En  premier  lieu,  u,  i^,  z  etant  des  quanlitcs  variables, 
on  a 

(1)  A(«  H-c  —  z)zz=  Ak  H-  Ac  —  A=, 

c'est-ä-dire  que  la  diffcrence  cVuiie  soinme  est  egale  a  la 
somine  algehriqne  des  differences  de  ses  parties.  En  eflel, 

A  («  -i-  f"  —  z)  =  ("1  -i-  <'i  —  Zi)  —  («-!-<'  —  z) 

=  {  M,   —   H  )  +   (p,  _  v)  —   [z,—  Z) 

=  A/f  -T-  Ac  —  A3. 
La  dillerence  dune  constante  est  nulle.  Donc 

(2)  A(m  -l-a}  =  Aa. 


aOo  couRs  d'analyse. 

On  a  encore 

(3)  ^au  =  a^u, 

car  ^au  =  au^  —  au  =:  a  (a,  —  u)  =  aAii. 

EXPRESSION    DE    A" // . 

729.   Proposons-nous  de  irouver  lexpression  de  A"u 
en  fonction  de  w,  z<,,.  .  .  ,  //„.  On  a  d'abord 

A«  =  ü,  —  11, 

Mais 

A'a  =r  Am,  —  A«; 

donc 

A'ü  rr=  Mj  —  2«,  +  w. 

A^//i  doit  etre  compose  avec  U3,  z/,,  "1,  comme  A'zz  avec 
«2,  «ij  «•  Ou  a  donc 

A-«,  zz:  «3  2Mj  -f-  «i, 

et  en  relranchanl  A-/z  de  A'«/] , 

A'«  =  «3  —  3«3  -t-  3//,  —  w. 

On  trouvera  de  la  uienie  maniere 

A^  II  =  «i  —  4  "3  H-  ^  «;  —  4  "1  "*"  " » 

et  ainsi  de  suile.  On  voil  tjue  les  coellicienls  numeriques 
qui  enlrent  dans  Texpression  des  ditVerences  A'»,  A'm, 
A*a,  sont  les  coefticienls  des  puissances  deuxieme,  iroi- 
sieme,  quatrieme  du  binome,  d'oü  Ton  conclul,  en  geue- 
ralisant , 

n  {n  —  I ) 

(1 )  A"«  =^  «„  —  ntt„_i  -\ //„_j  —  .  . « , 

1.2 

OU,  sous  uue  forme  symbolique, 

A"«  =  (m  —  i)("', 

cgalite  qui  lieudra  Heu  de  la  piccedeutc,  pourvu  qu'apres 
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avoi'r  devolop[)c  le  secoiid  incmbio  par  la  rorimile  du  l)i~ 

nomc,  011  roniplnce  «",  u\  tr,.  .  .  ,  par  n,  i/,,  lu 

Pour  dciuiontrer  la  geiieraüle  de  ceile  loi ,  posoiis 

( "2)       S"fi  7^  II n  —  A M„_,  -f-  B «„_2  —  C «„_3  -}-  .  .  .zhu. 
On  aura  egalcmeut 

(3)         A"l/,  1-:  H„+i  —  Alf,,  -|-B//„_i  Clln-2  -{-...—  rf,f 

et,  cn  rctraiK  haut  A"//  de  A"//<  , 


A"-<-'  u  =  //„ 


".,-1 


"h-2   -1-  ■ 


Or,  si  I,  A,  13,  C, .  .  .  sont  les  coeflicients  de  (x  -|-i)", 
on  sait  que  i,  in-A,  A -f- B ,  R-hC,...  scront  Ics 
coefificieiits  de  [x  -+-  i)"+^  Donc,  si  la  foriuule  (i)  est  vraie 
pour  l'indice  «,  eile  Test  encore  pour  Tindice  n  -i-i,  ce 
qui  demonlrc  sa  generali  le. 

730,  Autremejit,  supposons  la  loi  deinontree  pour  l'in- 
dice n  et  posons 

^'>u  =\  Kiij,  =  {u  —  i)f">, 


D'oü 


A«+'  u  =\  K  iij,^,  — \  Klip, 


et,  sous  une  forme  syaiholique, 

A"+'  11 


II  resulte  de  la 

A"+'u  —  (//.- 
et,  par  consequent 


\  l\.uP{u  —  i). 


A"+'«  =  (m  —  !)(«+') 


/'=  («  —  l)  (h  —  l)>'"', 


■-»02  couns  d'ajvalyse. 

EXPRESSION   DU  TEUME  GEA^RAL  D'u^E  SUITE,  EN  FO>CTIO> 
DU    PREMIER    TERME  ET  DE  SES  DIFFtRE>CES  SUCCESSIVES. 

731.  Ün  a,  par  definition, 

^it,  =^  ^l(  ~  Vit. 
En  ajoutant  ces  equations,  membre  ä  membre,  il  vient 

Ui  =  U  -h  2.  A  u  -h  A-  U. 

On  aurait  de  menie 

A«:  =  A  W  -i-  2  1-  II  -f-  A'  H  , 

d'oü,  en  ajoutant  ces  deux  equations, 

Ui  =  n  H-  3  A  «  -T-  3  A  ■ «  -!-  A' « , 

et  ainsi  de  suilc.  On  est  ainsi  conduit  par  induclion  ä  la 
formule 

n  {n  —  I ' 

(l )  H,,  =  «  ^-  «  A «  H A' M  -f-  .  .  .  -i-  A"  «, 

^    '  1.2 

ou  a  la  formule  synibolique 

ü„=(H- A)C")«, 

dont  l'exactilude  se  demontrerait  par  le  niode  de  raison- 
nement  employe  (729  et  730). 

DIFF^RENCES    DES    FONCTIOKS    E^TIERES. 

732.  Supposons  maiiitenant  que  u  soit  une  ionction  en- 
tiere  de  x  du  degre  ///,  et  que  //j,  u,,  u^. .  .  . ,  represenlent 
les  valeurs  successives  que  prend  celte  Ionction.  qnand  on 
donnc  ä  x  une  suite  d'accroissemcnts  egaux  represenles 
par  //.  Soit 

u  =  A  j:"  4-  Bx"'-'  -t-  C.V"--  -f-  .  .  .  H-  Kx  -f-  L. 
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On  aiira 

Aw  =:;  A  [(x  4-  hf"  _  j/«]  -f-  B  [  (x  H-  //)"'-'  —  .r"-'] 
+  C  [  (.r  -+-  // )'"-'  —  af-^ ]  -f-  .  .  .  -h  K  //. 

Ell  tlevcloppant  et  ordonnant  par  rapport  ri  .r,  on  aura 
Uli  rcsultat  de  la  forme 

\u  —  m  A  h.t'"-'  4-  Waf-'  -4-  Cx""-'  -I-  ...  -4-  K'. 

Lc  premier  icrme  est  du  [ni  —  jj"-""  degre,  et  son  coefTi- 
cient  se  forme  en  muliipliaiit  le  eoefiicieiit  du  premier 
termc  de  u  par  Texposant  de  ce  lerme  et  par  //. 

Eti  operant  de  la  meme  maniere  sur  la  diderence  pre- 
micre,  il  en  resullera 

A'«  —  m  ( w  —  i)  kh-x-"--  +  T^''^"'-^  -I-  .  .  .  -f-  T; 
on  Irouvera  de  meme 

6.^11  .—  m  [m  —  \)[m  —  i)  kli^j"'-^  -t-  B'"  .r""-* -i-  .  .  .  -f-  TI'", 

et  ainsi  de  suite. 

Le  degre  de  chaque  difference  va  en  diminuant  d'une 

unlle,  d'oü  l'oti  concliit  que  la  m"""^  scra  constanle  et  se 

reduira  au  premier  terme,  dont  la  loi  esl  connue.  On 

aura  donc 

A"" «  =:  1.2.3..  .m  k  h'". 

Ainsi,  Its  dijjerences  ni'"""  d\ine  fonclion  entiere  du 
vi"""'  degre  soiit  coustantcs,  lorsqne  la  variable  croit  pa/ 
degres  egaux.  Les  differenees  suivantes  sont  donc  uulles. 

733.   Soit  u  =  o.'".  Alors 

A"'  W  =:  I  .  2  .  3 .  . .  mli'", 

//,  ^  (.r  -1-  Äj"",      tt;  =  (j:  -f-  2 /;)■", .... 

Si  Ton  substitue  res  valeurs  dans  la  formule 

n  [n  —  1 1 
(l)  Xnzi:z  ;/„  —  «//„_,  +  — -_ ■  «„_j  -+■...   (729) , 
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Oll  aiira,  si  n  =  ni^ 

(  I  .2.3.  .  .mh'" 

(       =(.r  +  mhY —  m[x  -f-  (/w  —  i)  //]"-!-.  .  .zizx". 

Faisaiil  x  =  o,  h  =  \ , 

i   I  .  2  .  3  .  .  .  //I 

(    '   j  ™         /  »        '^  f '^'  —  0 

/       =  ni'"  —  m  {m  —  i  )"■  H ^ [m  —  7.]'"—  .  .  .  zp  «i. 

\  r .  2 

Si  Ton  suppose  n^ni,  on  a  A"m  =  o,  et  la  formule  (i), 
en  faisanl  encore  x  =  o,  h  =  i,  donne 

/i  ( n  —  I ) 

(4)  o  =  «'"-«(«-irH — _-_(„_2)'"-.... 

73  i.  Soit 

u  z=  j:  [x  -h  /i)  [x  -h  2/i} .  .  .[x  -{-  («  —  i)  ^']» 

on  aiiia 

(5)         Am  =  (x  +  ä)  (j:  +  lh).  .  .[x  -+-(«  —  i)  /i]n/i, 
(G)        A'm  =  {.T  H-  2//).  .  .[x  4-  (rt  —  i)/']«  («  —  II  /^S 

La  loi  de  formalion  est  evidente. 

DIFF^REJSCES    DE    QUELQUES    FORXTIOISS    FRACTIO^^ AIRES, 
DU    TRANSCEINDANTES. 

73o.   En  supposanl  loujours  que  la  variable  croil  par 
degres  egaux,  on  a 

I 

i"         u  = » 

a:[x  -\-  /i)  {x  -\-  2/1).  .  .[x  -h  [n  —  i)A] 

—  nh 


Ak 


X  [x  -{-  /i)  (.T  -\-  7./1)  .  .    [x  -h  nh ] 


x(x  -f-  /ij.  .  .(x  -H  fl/i)  [x4-  (/l  -+-i)/ij' 


(i  ainsi  de  suile. 
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n  =  tr, 
äu  =  a'  [a''—  i), 

ci,  on  general, 


A"«  =  rt'(.i'' 


H  =  sin  [nx  -\-  h). 
Am  =sin  (nx  -f-  «ä  h-  /^)  —  sin  (  r/.r  -i-  b), 


On  a  de  nieme 


et, 


A  Sin  (  «j:  +  ü )  =  2  sin  —  a/i  cos    c/^  -1-  6  -; • 

2  \  2/ 

de  nieme 

Acos  (ax  -\-  0)  =:  —  2  sin  -  n/i  sin  {  rix  -h-  b  -j |  > 

A*sin  (o^  +  ^)  =  2  sin  —  <?//  A  cos  f  <7j:  -{-  ^  n •  )  ; 

2  V  2    / 

ou,  a  cause  de  la  seconde  formule, 

A'sin  [ax  -\~  b)  =z  —  zj^sin^  —  sin  [ax  -f-  6  H-  nh), 
et  ainsi  de  suite. 

CALCÜL    IINVERSE    DES    DIFF^RENCES. D^FrAITIOIVS 

ET    NOTATIONS. 

736.  Le  calcul  iuverse  des  ditlerences  a  pour  objet  de 
determiner  une  fonciion  quand  on  connail  sa  difference 
finie,  ou  lorsqu'on  a  une  relation  enlre  cette  fonction, 
quelques-unes  de  ses  differences  et  la  variable  indepen- 
dante.  Mais  nous  nous  bornerons  au  premier  cas 

Soitx  la  variable  independante  dont  l'accroissement 
Axestsupposeconstant  et  egal  a  A5  soientF  (x)la  fonction 
inconnue  elf{x)  la  difference  donnee  :  on  doit  avoir 

AF(.r)=/(a:),       ou       Y  [x  ^- h)  —  ¥  [x]  =f{x). 

La  fonction  F  [x)  dont  la  difference  est/  (,r)  se  repre- 

seale  par  \  /(x) ,  et  se  nomnie  V integrale  aux  differences 
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ßnißs  dcf[.r).  D'apres  ces  nolalioiis,  les  raiacterisliqiies 

>  el  A  appliquees  ä  la  meine  fonclion  se  delriiisenl,  et 
Ion  a 

A^/(x)  ==/{x),         '^^/{x)  =f{x). 

737.  Dans  le  caicul  integral  ordinaire,  quand  on  a  üb- 
ten uuiie  integralepariiculiered'unedifferenliellcdonnce, 
on  ajoule  ä  celte  premiere  Solution  une  constante  aibi- 
traire  pour  former  l'inlegrale  generale.  Dans  le  caicul  in- 
tegral aux  differences  finies,  ce  n'est  pas  une  constante 
arhitraire  qu'il  faul  ajouter  ä  une  integrale  parliculiere, 
mais  la  fonclion  la  plus  generale  dont  la  difference  est 
nulle.  Ainsi  o  [x]  etanl  une  fonclion  dont  la  difference 
esif[x),  il  faudra  qu'on  alt 

F(x)  =  <p(.r)-f-CT(j:), 

u  (x)  devant  satisfaire  ä  requation 

Act  ( J.")  r=  CT  (.r  -(-  //)  —  er  (.r)  =r  o. 

La  valeurde  la  fonclion  cj  (x)  est  coniplelement  arhitraire 
quand  x  varie  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusqu'ä  la 
valcur  a  -h  h.  Pour  les  valeurs  de  x^  qui  ne  sonl  pas  com- 
prises  dans  ccl  intervalle,  la  fonclion  cj  [x)  sera  deler- 
minee  par  la  condilion  de  reprendre  la  meme  valeur 
quand  X  augmenle  de  h.  On  la  nomme,  pour  celte  raison, 
une  fonclion  ])eriodique. 

Celle  fonclion  peul  elre  representee  par  une  couibe. 
Prenons    sur   l'axe    Ox    des    intervalles    AA',   A'A", 
A"A'". .  .  .,  egaux  ä  h\  puis,  elevons  les  perpendieulaires 

Fig.  X25  egales  AB,  A'B',  A"B" 

Tracons  ä  volonte  Taic 
BMB',  et  soii  BB'B"ir'..  . 
une  ligne  composee  il  un 
nonibrc  indelini  d'arcs 
egaux  a  BMB'.  I/ordonriee 
de  celte   eoiiibe   ;uh  a  la    meine  \aleur  pour  des  valeurs 
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(le  X  cl*)iu  la  didcrcucc  est  A,  cl  rcpreseiileca  la  (bndloii 
cluTcliee. 

üu   aiuail  uiic  fonclioii   jouissaiU  de-  la   propriele  en 
(juestion,  si  Ton  prcnait 

,     .  /    .       2  7r.r  9. 7r.r\ 

CT  (jt)  —  T  I  Sin  — — ,      COS  —  —     , 

4^  designaiil  uiie  fonctioii  lout  ä  fall  arbiliairc. 

TH^OREMES    SUll    LES    lKTr^:GRALES    AüX    DIFl-^UENCES    FINIES. 

738.   Dans  le  calcul  integral,  1     f{x)  rix  rcpresente  la 

t'  a 

somme  des  valems  de  la  differentielle  y  (x)  cix  ipiaiid  x 
varie  de  a  h  b.  [-'integrale  aux  differences  jouit  d'une 
propriete  analogue. 

Soit  F  (.r)  une  fonetion  dont  la  difference  tinic  esty(j:). 
On  a,  quel  quesoil  x, 

AF(.r)      on      Ff.r -+-//)  — F(.r)=/(j:). 

Appelons  x^,  .r,,  .r« ,  .  .  .  ,  .r„  des  valeurs  de  x  eroissanl 
par  intervalles  coiistanis  et  egaux  ä  //.  On  aura 

F(.r,)-F(.r„)=/(x.), 
F(.r,)-F(j:,)=/,.r,), 


F(.r,.)-F(.r„_,)z=/(,r„_.}, 

d'oü 

(l)         F  (.r„)  -.  F  (.r„)  =/(^„)  -4-/(.r,)  -K  .  .  .  4-/(.r„_,), 

ce  qu'il  fallait  demontrer. 

Notons  encore,  comme  exemple  de  l'analogie  des  deux 
calculs,  les  formules 

(2)        2^(„4-„_s)  =  y„  +  y„_yz, 

(3)  \   au  z=;  <7  \   «, 

consequences  evidentes  des  formules  (i)  el  (3)  du  ii°  728» 
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INTEGRATION     IJE    QUEI.<jLKS     FOKCTIO>S. 

739.  Oll  a  trouve  (73o,  2") 

A«7^  =:  n'[a''  —  i), 
d'oii,  CM  desigiiaiit  par  C  nnc  fonction  periodique  (737). 


1 


a"  —  i 


Si  roll  donne  ä  x  les  valeurs  o,  i ,  2 ,  .  .  .  ,  /?  —  i ,  011  a 
/i  =r  I ,  et  en  appliquant  la  formule  (i)du  n"  738,  on  aura 


i  -\-  a  -^  a''  —  .  .  .  -v-  a"' 


(I  —  I         (t  —  I  a  —  I 


formule  qui  doiitie  la  soiiiiiie  des  lermes  dune  progression 
geometrique. 

7iO.  On  a  ti ouve  (735,  3") 


•     /              #  ,              •      '      I          /              ah 
A  sin  [nx  -f-  o )  =  ?.  sin  —  (in  cos    ax  -\ (-  " 


thangeons  x  en  x r  ii  vieiit 


A sin  (  ax h  />  |  :=  2  sin  -  <?//  cos  [ax  -\r  b\. 

V        2       ;  2        ^         ' 


d'oü 


\  cos  {ax  -+-  b 


sin  (  flx '"      ) 


2  sin  -  ah 


V.n  faisaiu  jr  =  o,  i,  2,...,  /j  —  i ,  011  aura 

cos  h  -)-  cos(rt  -f-  b)  +COS  [ia  ->r-b)->r  .  .  .  -f-  COs[(«  —  i)a     -  h'\ 
sin     in j  rt  -}-  i     —  sin  (  Ä  —  -  | 


2Sin  -ß 
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c'cst-ä-diie 

cos6  -+-  cos  [a  -r-  b)-{-  cos ( 2 a -}-  6 )  -i-  .  .  .  -i-  cos[(  n  —  i)a  -h  h] 

.    firi         In  —  I 

siii  —  cos  1 a  -\-  b 

2  \     2 


I 

sin  —  a 

2 

Oll  trouvera  de  la  mcme  inaniere 

sin  /;  -i-  sin(«  -)-  6»)  -f-  sin  (2«  H-  b)-Y  •  ■  .  +  sin[(«  —  1)  «  -h  i] 

.    nn    .     I n  —  i  ,\ 

sm  —  sin  I «  -4-  t» 

_         2         \      2  / 

I 
sin  — <7 
2 

741.   Ell  integraut  la  formule  (5)  du  n''  73 i,  el  reni- 
placani  x  par  x  —  A,  et  n  par  «  -i-  i ,  011  a 

l    \    x[x --r  h).  .  \x -^[n—  \)h'\ 

On  lire  de  la  seconde  formule  du  u*^  735  (i"),  en  y  chau- 
geant  n  cn  n  —  i , 


(2)    < 

I  I 

-t-C 


[n—ih  .r(x4-//)  {.t-\-iIi)  . .  .\x+[n  —  0)  Ii] 

En  ciiangcanl  x  en   jn-\~h,  dans  la  formule  (1),  puls 
faisanl  h  =  1^  on  aura 

1'  i  .2.3..  ./i-\--2.3.^..  .{n  -h  i)  +  3./[.5. .  .[f/-i-2)-T-. . . 
-+-  m  («/  -f-  i)  (//i  -T-  2  I .  .  .  [ni  -\-  n  —  i) 
m  ( >/>  -^  1)  (  ni  -h  ■?.) .  .    ( /"  -^  n  \ 
~  fi  -i-  l 

Ici  la  constante  est  nulle  parce  que  le  jiremicr  mcmbre 
est  nul  pour  /7z  =  o. 


'i~(y  cotns   n  Analyse. 

Par  cxomple,  si  //  =  3,  on  a 

1 .  2 .  3  -r  2 . 3 . 4  -h  3 . 4 . 5  -f-  .  . .  -t-  OT  ( w  -1-  I )  ( ///  -i-  2) 


4 


in  -i-  i)  ( m  -\~  7.] 


(4) 


On  liieia,  de  meme,  de  la  formulc  (2) 
\   1.2.. ./? 


2.3.. .(« -1-1)       '"       m  [ni -\- i) . . .  [m -h  n  —  i) 

j  =^_r ^ ! 1 

\  n  —  I       i.2.3...(« — 1)        [m -hij...[m-\-n  —  ijj 

Par  exeniple,  011  a  :  pour  7z  =  3, 


1.2.3        2.3.4       3.45 

I         I  I 


-1-  .  .  .  -h 


ni\^in  -i-  I j  \iii  -r  2) 


4         2  (/«  -f-  1)  [in  -t-  2)' 


pour  «  =  2. 


1.2  2    3 


\^ni  -Jf-  l) 


II  cstfacile  de  \eriiier  ce  dcrnier  resultat,  car  le  prcmicr 
membie  peui  se  mcltresous  la  foinie 


/  \  //;         in  —  i  j 


1       3/       \3       4./ 

et    la   somme   de   cos    lerines    est    evidciumeiil    egale    ä 
I 

ni  -\-  1 
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SLITE  DU  CALCUL  IXVEUSn:  DES  DIFFfiREXCES.  —  FOR.MÜLES 
DINTEUPOLATION. 

Integration  des  fonclions  entieres.  —  tvaluation  des  sonimes  i)ar  les 
integrales  ordinaires,  et  des  integrales  par  les  somnies.  —  Formule  de 
Newton.  —  Formule  de  Lagrange.  —  Approximation  des  qiiadratures. 


INTEGRATION    DES    FONCTIONS    ENTIERES. 

742.  La  formule  de  Tayloi'  permet  de  Irouver  \  x'", 

et  j)lus  gencralement   y  /(•^)>  /{^)  titant  une  fonetion 

cnliere  de  Jc.  On  a 

fix -^k)- fix) 
ou 

^fix)  =  hf(T)-^J■■ix)^...■, 

ce  developpement  se  termine  de  lui-nieme. 
Si  Ton  inte°:re  les  deiix  membres,  on  a 

/(•^)  =  /'^/'(-r)-^^/"(x)--..., 
et,  si  Ton  pose  f{x)  =  .r"'+' , 

^  (m  +  i)m(m-i)  j^,\  ^,„_,  _^ 


I 
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Pour  deduire  de  la  \  x'",  il  faul  faire  successivemenl 

m  =  u,  I.  2,  3,.  .  .:  on  aura,  C  dcsigiiant  une  foiiction 
periodique  (737), 

y-=-;--+c, 

^  2  /t  1 

V  x^         \  h  ^ 

>  .r'  =  — x'  H-  -a:'  —  --x-4-C, 


743.   La  formale  generale  (738) 

f{X,)^f{x,)^...~f{Xn-,)=V{Xa)-¥{x,) 

pcrmct  de  deduirc  de  1' integrale  \  x'"-  la  somme  S„j  des 

puissances  m^'"'^^  des  nombi'es  i ,  2,  3, . . . ,  /?. 

Si  Ton  fait  h  =  i,  et  qu'on  donne  ä  x  les  valeurs  o,  i, 

2,  3,...,  //,  ce  qui  change  \  x'"  en  \  x"^ -r-  .r'",  on  aura 

II  n(n-i-  1) 

D|  =  —  /r  ^ —  n  = , 

?.  2  2 

„         I  I  I  «  (/?  -i-  i)  (2«  -h  i) 

ö;,  :=  -  //    -i «-  -f-  -  «    1= 1 

0  2  O  1.2.0 

1  I  I  w'fw  -l-  I  >' 

424  4 


I  I 


O  2  O  00 


On  reniarqucra  quc  la  somme  des  cubcsdes  n  prcmiers 
nonibies  est  ie  carrci  de  la  somme  de  ces  nombres. 
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Evaluation  des  sommes  patv  les  iNTficnALES  ordinAiives, 

ET    DES    INTEGRALES    TAR    LES    SOMMES. 

7ii.    Soll 

F{x)=ff{x)dx     ou     /(^)^lli^. 

On  a,  par  la  formule  de  Taylor, 

Donnant  ä  x  les  valenrs  Xq,  x^^  x^,  .  .  .  ,  x^^i  et  desi- 
gnaut  x„  parX,  il  en  lesultera  : 

F(x.)-F(.r.)  =  /(/-(^„)+  7^/'C"»)+  7Vl-^"(^»)  -^-  ■  •  ' 
F(.r,)  -F(.r.)=:/(/(.r,)  +  -^  /\-r,)  +  _|-^/"(.r.)  +  •  .  . ; 


FiX)-F(.r„_,) 

et,  en  ajoutant,  menibre  ä  membre, 

l  F  (X)  -F{x,]  =Ä[/(.r„)  +/(^,)  -}-  ...  +/(j:„_,)] 


Poschs 

/'(-ro)  +/'(x.)  +.  .  .  +/V«-.)  =  S/'(.r), 

Comme  F(X)  —  F  {x^)  n'est  aulre  chose  que  Fintegrale 
definie  dey(x)  dx,  prise  entre  les  limites  Xo  et  X,  l'e- 
galile  (i)  pourra  s'ecrire 


'^'f 


V(x)  dx  =  h  S/(x)  +  ~  Sf{x)  +  -^  S/"(.r) 


Sturm.  —  An.^  I- 
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Remplacanl/"(a:)  successivement  pary  {^)->f"{^) 

Jansl'egalite  (2),  on  aura 

[  /(X}-/(x,)  =  /.S/'(x)  +  -^S/"(x)+--^S/"'(x)  +  .. 
^^^    |/'(X)-/'(x„  =/,S/"(:r)+-^S/"'(a-)  +  -^S/-(x)  +  . 


Mulliplianl  les  egalites  (2)  et  (3)  pari,  A/?,  BA'.  CA'...., 
et  ajoutant,  il  vient 

J     /W^'-^+A/.[/(X)-/(xo)]  +  BÄ'[/'(X;-  /(xo)] 
"°    +  CA' [/"(X)-/"(xo )]+... 
^^^  )        =  AS/(x)  +  /rSf{x)  {^-2-  +  a) 

M  I . 2 . 3        1.2 

V I . 2  3 . 4      1.2.3      1.2         / 

Le  second  menibre  de  celle  egalile  se  reduit  ä  hSf{x), 
si  Ton  pose 

h  A  =  o, 

1  . 2 

^  H h  B  =  o, 

1.2.3         1.2 

I  A  B  ^ 

-i H h  C  =  O, 


1.2.3.4  1.2.3  1.2 


d'ou  l'on  liie 

A= »      B  =  — ,      C=:o,      D= ^-,      E  — 0,...; 

2  12  'J20 
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dela  rcsulle 

.X 


S/(^)  =  l£  /(^)  ^/x-  1  [f[X)  -/(.ro)] 


{^'J) 


I 


12 


/.[/'(X) -/>«)] 


--^Än/"'(X)-/"'(.o)]4-, 


formule  qui  sert  a  represenier  une  sonime  au  moycn 
d'une  integrale  definie. 

745.  L'equation  (5),  resolueparrapporta  I    f[x)dx^ 

fera  dependre  la  delerminalion  d'une  integrale  ordinaire 
de  Celle  d'une  integrale  %ux  differences  finies.  En  rem- 
placant  SJ  [x]  par/(io)  +  /(^i )  -t-/(-^2)  -I-  •  •  •  ,  on 
aura 

r/(x)rfx.=  /J-^+/(x,)-4-/(.r,)+    ••+-—] 

(6)  -^/r[/(X)-/'(,r„)] 

f  -^^A^[/"(X)-/'"(x„)]+.... 

Le  premier  terme  du  second  membre  represente  la 
somme  des  irapezes  inscrits  dans  la  courbe  j  ^=J  (.r),  el 
determines  par  des  ordonnees  equidistantes.  Quant  au 
premier  membre,  il  represente  l'aire  de  cette  courbe. 

746.  Les  coefficienls  A,  B,  C,.  .  .  etant  independanls 
dey(x),  on  peutles  deierminer  au  moyeu  d'une  fonction 
particuliere.  Si  l'on  prend 


on  aura 


L 


S/[x)  z=zc'o  -r-  e- 


X 

f[x)dx:=e^  —  €">, 

0 

r,,-+-/i      1                     1      j.j:n-4-Cll— 1) /i  

^0 

-i- .  .  . -h  e^o     '      1    —    ^^_ 

I 

i8 

h 

h  f^ 

+  0 

2 

~  2  \^t'' 

—  «j 

h 

h 

e'  -\-e' 

h 

2^0  couns  d'analyse. 

piiisque  X  ^=  jTo  +  "/t.  Si  Ton  porte  les  valeurs  prcre- 
denles  dans  l'equalion  (4),  le  facteur  e^ — e'«  se  Iron- 
vera  commun  aux  deux  membres,  et,  en  le  supprimani, 
on  aura 

h 

II  suffit  donc  de  developpcr  -^ suivant  les  puissances 

de  A,  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  Maclau rin. 

On  sait  dejä  que  A  = ;  regalile  (j)  revient  donc  ä 

la  suivanle, 

e"  —  1 
ou  bien 

2      '±  _- 

e'  —e      ' 

Le  second  membre  ne  change  pas  quand  h  est  remplace 
par  —  h.  Donc  le  premior  membre  nedoit  renfermer  que 
des  puissances  paires  de  /?,  et  Ton  a 

C  =  o,     E  =  o , . .  . . 

FORMULES      d'i]VTET\POLATIO>  .     —      FORMULE     DE      KEWTON. 

747.  L'inlerpolation  a  pour  objct  de  trouver  une 
fonction  d'une  variable,  conuaissaiit  les  valrurs  de  cclie 
fonclion  quicorrcspoiideiil  ä  un  ccilain  nonibre  dcMaleurs 
donnees  de  la  variable.  Ce  probleme  est  indetermiiie 
tanl  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonclion  cberchee, 
car  il  revient  a  faire  passer  une  courbe  par  des  pnints 
donnes,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinite  de  manicrcs. 
tanl  que  la  courbe  n'est  pas  definie.  Le  piobleme  de  lin- 
terpolation  devieiit  di'tcrmine  quand  la  forme  de  la  fonc- 
tion est  donnce  et  qu'clle  rcnfernie  aulantde  paianietres 
dislincts  qu  il  y  a  de  valeurs  donnees  de  la  fonclion.  Par 
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exemple,  si  Ton  se  clüiiiie  n  -h  i  valcurs  d'une  fonclion 
cnlierc  du  dcgre  n,  correspondant  a  n  -h  i  valcurs  de  Ja 
variable,  on  aura  n -\- i  cquaüons  pour  dclermincr  les 
n  -j-  i  coefficicnts  inconnus. 

7-48.   Nous  cxamlnerons  d'abord  le  cas  oü  les  valeurs 
de  la  variable  sonl  cn  progrcssion  arilhmeliquc.  Soient 

n-\-  \  valeurs  d'une  variable,  et  h  leur  difference  con- 
slanle.  En  choisissanl  couvenablemcnt  l'origine  des  j:, 
on  pourra  faire  en  sorle  que 

Xo  =;  O,       .r,  =:  //,       J-,  rr=  2  Ä  ,  .  .  .  ,       J~„  =:  //  Ä. 

Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  u^  que  nous 
supposerons  enliere  et  du  /i'*'"'  degre.  A  l'aide  de  ces  va- 
leurs on  pourra  former  les  differences  successives  Auqi 
A'iio,  A'«o, ,  ^""o-  Mais  on  a  (731) 

w  [m  —  I ) 
Um  =  «u  +  in  A  Mo  H -^ A'  «0  + . . . . 

Ce  developperaent  de  u„  s'arrele  de  lui-raeme  au  terme 
qui  conlient  A"'//o,  parce  que  les  coefficients  des  termes 
suivanls  sonl  nuls.  Ainsi,  on  peut  le  prolonger  indefi- 
niment.  En  supposant  m  moindre  que  /?,  ou  au  plus  egal 
ä  «,  on  peut  ecrire 


ni  { ni  —  T 1 

H 

I  .2 

■  A'Wo  +  . . , 

m  ( m  —  I ) 

(W  — 2).. 

1.2,3...« 

Remplacons  m  par  j»  et  posons 

i  .-r  .T  I .r  \  l-if„ 

X  ( .r         \         [  X  \        A"  //„ 


^7^  couus  d'analyst. 

Le  polynome  u  se  reduit  evidemment  ä  w,„  pour  x  =  mh  ; 
par  cousequent,  il  prend  les  valeurs 

lorsfjue  X  est  egal  ä 

o,     //,     ih , .  .  .  ^     nit, 

et  comme  ee  polynome  est  du  «'^""  degre,  il  saiisfait  ä 
toutes  les  conditions  du  probleme. 

La  formule  (2)   est  connue  sous  le  notn  de  fonnule 
de  Newton. 

FORMULE    DE    LAGRANGE. 

7i9.  Supposons  maintenant  que  les  valeurs  donnees 
de  X. 

Xq,       Xi ,       Xo,  •  ■  •  )       ^111 

soient  quelconques.  Posons 

o{x)  =  u,     fix)  =  (x  —  xo)  (x  —  Xi)  . . .  (x  —  x„  ) : 
on  a  ( I,  33  J )  : 

o(x)   _     (f(Xo)  I  ?(^l'>  I 


,  J\x)        f\xo)x-~Xo        /'(^r,  )  ./•  —  ./■, 
J  ^   ?  I  r„  }  1 

Mais  on  a  'fi-^k)  =  Hk  et 

X  —  Xk 

Donc,  si  Ton  mulliplie  les  deuxmembres  de  regalite(4) 
par  f{x),  on  aiira  la  Ibrmulc  d'inlerpolalion  diie  ä 
Lagrange, 

,  _   (X    —  Xi)  (X   X.2)...(X    — X„) 

1  "   (./'o—  Xi  I  {Xq—  Xi).  .  .U'o—  X,i) 

\  (X    —  Xq)  {X   —  Xj).  ..(x   —x„) 

//^^               j  {Xi—  Xo)  {Xi  —  Xi)...{Xi  —  X„} 


«0 

"I 


_l_  <>     —^o){x    —Xi)...{X    —Xn-j)  ^^ 
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FORMULES    d'aPPROXIMATION    POUU    LES    QUADRATUUES, 
RECTIFICATIONS,    CUBATURES. 

750.  L'evaluatiou  des  aircs,  des  longueurs,  des  vo- 
lumes  se  ramene,  en  derniere  analyse,  ä  la  determination 
d'une  ou  de  plusicurs  integrales  definies  relatives  a  une 
seule  variable.  Mais  il  est  souveul  iiupossible  d'eirecluer 
l'integration  indiquee,  et  il  faiit  recourir  ä  des  formules 
d'approximation. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'evaluer  l'integrale 


L 


X 

/(x)  rfx  =  S, 


OU  Faire  de  la  courbe^''=/(j:). 

La  formule  d'Euler  (74(>)  oflre  un  premier  moyen  d'ob- 
tenir  iiae  valeur  approchee  de  celte  integrale.  On  peut 
aussi,  ä  l'aide  des  formules  d'interpolation,  remplacer 
fix)  par  une  fonction  entiere  du  /i"""*  degre  que  Ton 
integrera,  ce  qui  revient  ä  remplacer  la  courhey  z=f(^x) 
par  une  parabole  du  n'''"'  degre  qui  a  n  -+-  i  points  com-^ 
niuns  avec  eile.  On  peut  encore  prendre  une  sui  te  de  para- 
boles  du  second  degre,  et  remplacer  les  pariies  correa- 
pondantes  de  Faire  cherchee  par  Celles  de  ces  paraboles. 
Cestcette  derniere methode  que  nousallons  developper. 

Toi.  Partageons  rinlervalle  X — .r^  en  un  nonibre 
pair,  /i,  de  pariies  egales.  Par  les  trois  points  de  lacourbe 
i-^oj^a),  {Xi-\-  h,yi),  (xo-i-  ih.yo)-,  faisons  passer 
une  parabole  du  second  degre  doot  l'axe  soit  parallele  ä 
Taxe  des  y,  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  on 
sait.  Designons  par  ;:  Tabscisse  comptee  ä  partir  du 
pied  de  ia  premiere  ordonnee.  L'equation  de  la  para- 
bole sera 

et  nous  aurons 


■'i8o  COÜRS    d'analyse. 

el  ciisuilc, 

/       jr/z=— -  (  3A-+- 3BÄ-f-4C/j') 

=  ^  (A  +  4A-4-4B//-h4C//'-f-A  +  2BÄ-i-4CA'); 


par  consequent, 


L 


On  operera  de  la  mc'me  maniere  sur  les  aulres  parlies 
de  Tairo,  el  Ion  aiira  une  valeur  approchcede  teile  aire 
en  l'aisaiil  la  somnie  de  ces  parlies,  savoir  : 

3  (jo  +  4r.  +r.)  +  ^  Ü-.  -+-  4j3  -+- j*) 

+  3  (J'i  +  4ji  -^  /<;)  "^  •  •  •  +  3  <->'"-'  -^  H^ "-'  +^".  » 
ce  {jiii  levienl  ä 

S  ^ -^ [  J„+J„ -+- 2  (.}-. -I-J4  +  •  • . -^  J'n -j) -+- 4  0'' -^^3 -t- . . .  4- J„_, ) J. 

Celle  formule  esl  duc  ä  Tlioiuas  Simpson. 
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CALCUL  DES  YARIATIONS. 
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VARIATION  DÜNE  INTEGRALE  d£FINIE. 
Dut  du  calcul  des  varialions. —  Definilioiis  et  notalions.  —  Tlieorcmes  sur 
la  perniutalion  des  sigiies  d  ei  a,     I    et  o.  —  Variations  d'une  integrale 
definie    /  V di.  —  Gas  oü  V  ne  dopend  pas  des  liniiles.  —  Gas  oü  V 
contient  deux  fonctions  de  i.  —  Gas  oü  V  depend  des  limites. 


BUT    DU    CALCUL    DES    VÄRIATIOKS. 

752.  Dans  les  qucslions  oiclinaires  de  maxiniiim  cl  de 
miiiiiuum,  ou  donne  la  forme  d  une  fonclion  dune  ou 
de  plusieurs  variables,  et  l'on  chcrche  les  valeurs  parti- 
culieres  qu'il  faul  attribuer  ä  ces  variables  pour  que  la 
valeur  de  la  fonclion  diminueou  augmente  lorsqu'on  mo- 
difie  Ires-peu  ces  variables.  Dans  le  calcul  des  varialions, 
oa  considere  une  intearrale  definie 


I 


dy    d'y 


qui  renferme  sous  le  sigiie  /  une  variable  x,  une  fonc- 
lion inconnue  j  de  celte  variable,  et  quelques-unes  de 
ses  derivees,  et  il  faul  irouver  pour  j^  une  fonclion  i{x) 
teile,  que  cetle  integrale  alt  une  valeur  plus  graiule  ou 
plus  pelile  que  si  l'on  remplacait  i(x)  par  une  fonclion 
d  une  forme  taut  soit  peu  did'erente.  On  voit  en  quoi  les 
nouvellcs  quesiions  se  disliiiguent  des  queslioiis  ordi- 
naires.  Ce  n'est  pas  une  ou  plusieurs  valeurs  particulieres 
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qu'il  faul  determiner,  rnais  ]a  forme  d'une  certainc  fonc- 
tion  inconnue,  ou  la  vaieur  dej  eii  fonction  de  x. 

753,  Plusieurs  problemes  de  geomeliie  condulsent  ä 
cherclier  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  integrale 
definie.  En  voici  un  exemple  :  Etantdonnes  deux points 
C  et  D,  trouuer  iine  coiirbe  plane  CMD  teile,  que  la  sur- 
face  de  revolulion  engendree  par  le  mouvement  de  cetle 
courhc  en  tournant  autour  d'un  axe  Ox  sitae  dans  son 
plan,  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

^'C-  i-*^-  Soit  S  Ja  surface  :  en  posant 

OA  =^  oTq,  OB  =  a"i,    on     aura 

(I,  442) 


S  =  27r  1       r  —  d.r . 


II  faut  donc  trouver  une  fonc- 
tion de j:,j  =  f(x),  teile,  quo  Tintegrale  precedenle  ait 
une  vaieur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toules  celles 
qu'on  obtieudrait  en  modifiaut  infiniment  peu  la  forme 
de  la  fonction  f  (x). 

734.  La  marche  ä  suivre  pour  resoudre  ces  nouvelles 
questions  didere  peu  de  celle  qu'on  a  deja  suivie  dans  les 
queslions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum.  On 
suppose  connue  la  fonction  chercliee  :  on  la  fait  varier 
infiniment  peu,  et  l'on  exprime  que  la  vaieur  de  Tinte- 
grale  augmente  si  cette  integrale  doit  etre  un  minimum, 
ou  diminue  si  eile  doit  etre  un  maximum.  Mais  pour 
arriver  ä  ce  resultat  il  faut  trouver  les  accroissements  ou 
variations  dcj  et  des  quantilcsqui  en  dependenl,  quaud 
on  cliangela  fonction  de  x  qui  exprime  j'. 

d6fiwitions  et  notatioäs. 
75o.  Soient 

requalion  d'iuie  courbe  CMD.  et 
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l'equation  crunc  aiiirc  courbc  C'JND'  (]iroa  obilendrait 
en  faisant  varierextreraemenl  peu  la  fonction  f(a:).Siron 
anpeile  or  raccroissemcnt  de  l'ordonnee  INIP  quaiid  on 
passe  ä  la  seconde  courbe.  l'ab- 
scisse  restant  la  meme,  on  aura 


ou 


.Jj  =  NP  —  MP, 

3r  =  S{x]  —  f{x). 


Cette  difference  3j  est  ce  ({uon 
nomme  la  Variation  de  rordonnec  ou  de  la  fonction. 

On  voit  par  la  que  la  diflerentielle  est  raccroissement 
de  l'ordonnee  quand  on  passe  du  point  M  a  un  point  infi- 
ninient  voisin  sur  la  nieme  courbe,  tandis  que  la  Variation 
est  Taccroissement  de  cette  meme  ordonnee  quand  on  passe 
du  point  M  ä  un  point  iniiniment  voisin  sur  une  courbe 
inji/iitnent  peu  dij^erente  de  la  courbe  donnee. 

756.  On  ramene  les  variations  aux  differenlielles  cn 
regardantj)^  comme  une  fonction  de  x  et  dun  paramelre 
arbitraire  t.  Soit 

et  supposons  que  o  (x,  t)  devienne  f  (x)  pour  une  cer- 
taine  valeur  de  ?,  et  que  pour  une  valeur  peu  differente, 
t-t-^t^  cette  fonction  devienne  §[x).  En  appelant  ^j 
raccroissement  iniiniment  petit  de.y,  lorsque  t  rccoit 
Taccroissement  o^,  on  aura 

§j  =  ~  ot. 

•^  dt 

Si,  au  contraire,  t  reste  constant,  on  a 


dy. 


dx 


dx. 


Ainsi  By  et  dj  sont  les  differentielles  d'uue  meme 
quantite;  mais  8j"  est  la  differentielle  de  j  consideree 
comme  fonction  de  ?,  x  restant  la  meme;  tandis  que  dj 
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csl  la  differcnllelle  de  ^' cousideree  comme  foncllon  de  x, 
t  ne  changeant  pas. 

757.  II  est  souvent  necessaire  de  faire  varier,  ä  la  fois, 
X  ctj)^,  quand  on  passe  de  la  courbe  proposee  ä  la  courbe 
inCniment  voisine.  On  represunle  alors  par  ox  et  par  oy 
les  accroissemenls,  d'ailleurs  arbilraires,  de  ces  deux 
variables.  On  peut,  sans  eiablir  de  liaisou  entre  cos  ac- 
croisscments,  regarder  x  et  y  comme  des  fonctions  dune 
variable  independante  u,  et  dun  certain  parametre  t  :  soit 

On  supposera  que  pour  une  valeur  particuliere  de  f, 
par  exemple  Z=o,  j^  devienne  une  certaine  fonction 
de  X,  f(x)  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque 
de  u,f(u).  On  aura  donc 

^(«,o)  =/(«),     -ii«,  o)=f[A«)]- 

En  faisant  ensuitc  varier  t  d'une  maniere  conlinue,  a 
partir  de  o,  la  forme  de  la  fonction  de  x,  represeutee 
pary,  changera  insensiblenient. 

Pour  avoir  les  varialions  de  x  et  de  y,  on  multipliera 
par  dt  les  derivces  de  9(",  t)  et  de  ^{u,  t)  par  rappori 
a  f,  et  Ton  aura 

au  licu  que,  si  laissant  ä  t  une  valeur  conslante  on  faisait 
varier  u,  on  aurait 

d.i:  =:  ■—-  du  ,      cly  =z du. 

du  "  du 

7o8.  Lorsque  x  et  }'  prenncnt  les  accroissemenls  ox 
et  öj',  toute  fonction  U,  qui  depend  de  x,  de  > ,  et  d'une 
ou  de  plusieurs  derivees  dej'  par  rapport  a  x,  prend  un 
accroisscment  correspondant  zlU.  Ou  appelle  Variation 
de  U  la  parlie  de  AU  qui  ne  depend  que  des  premicrcs 
puissances  des  variations  ox  et  dj'. 
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Or,  d'apres  la  formule  de  Taylor,  on  a 

AU  T=  — -  ^jr  H-  -—  3y 
(/.r  dy 

I     \d'\]  ,  r/nJ    ,     ,  f/'U    „      1 

I  .2  L  ^/x^  dxdy         -^  dy'      ^  \ 


On  aura  donc 


r/U  ,  r/U  , 

d.v  dy     -^ 


Si  l'on  considere  x  et  jy  corame  des  fonctions  d'une  va- 
riable independante  u  et  d'uii  paramctre  ^,  on  aura 

^U  .=  -—  5/, 
dt 

—j-  designant  la  derivee  par  rapport  ä  ^,  de  U  considerce 

dy         dx 
comme  fonction  de  x.  r,  -|-7  —^ — •>  • "  ■>  et  ces  dcriiieres 
^      dx       dx 

quantiles  comme  fonctions  de  t. 

759.  On  appelle  Variation  seconde  d'une  fonction  U 
la  Variation  de  ^U  :  on  la  designc  par  d^U.  La  Variation 
de  cettc  dcrniere  est  appolee  Variation  troisieme  de  U  et 
se  designe  par  o'U,  et  ainsi  de  suite. 

THfiOREMES    SUR    LA    PERMtJTATION    DES    SIGKES 
d   ET    G^ 


C)  ,     I    ET   0 . 


760.  La  Variation  de  la  diffcrentielle  d'' une  fonction 
de  X  est  egale  a  la  dijjerentielle  de  la  Variation. 

En  effet,  on  a  (7o8) 

^r/U  d\J 

d  — —  d 

...  (iiL         ^  dt 

3dV  =  —~-  duBt,  r/^U  =  —-~  0 1 du. 
dt  du 

Donc 

^f/U  =  r/(?U, 

ce  qu'il  fallait  demontrer 


äSf)  couns  d'analyse. 

761.  On  conclul  de  lä 

puisque 

S.d'lj  --  od.dl]  ^  d.odV  =  d.d. SU, 

el  gen^ralement 

S'"d"V  =  d''Q'"V. 

762.  On  peilt  aussi  inleiverlir  Vordre  des  signes  $ 
En  effct.  soit 

U=   r    'Vr/.r; 

soient  Uq  et  z/j  Ics  valeurs  de  la  variable  indepondanle  // 
qui  correspoudent  aux  limiles  Xo  et  Xi  :  on  auia 


Supposons  mainte?iant  que  t  se  cliange   cn   t  -{-  ot  :  il 
viendra 


^U  =  ^/      V —  .///. 

<2« 


Puisque  les  limitcs  ii^  et  h,  sonl  independantcs  de  la 
variable  t  ä  laqueüe  se  rapporlent  les  differentialions 
indiquees  par  la  caracteristique  a,  011  peut  diHcrcnlicr 

sous  le  signc   |  5  ce  qui  donne 


'Hyv^y-' 


inais  u  ne  variant  pas  avec  t,  oti  a 

et  si  Ton    opere   rinlegraliou  par   rapport  ä  j:.   il  cii 
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resullera 

SV=  /      S{Vclx), 

ou  bicn 

ce  qu'il  fallait  demonlrer. 

VARIATION  d'uNE  INTEGRALE  Dl[:FINIE.  — CAS  OU  LA  FONCTION 
SOUS    LE   SIGNE    /    KE   DOPEND    PAS   DES   LIMITES. 


=/■ 


763.  Proposons-nous  de  trouver  la  Variation  de  l'in- 
tegrale  definie 

U=  r   'Vdx, 

oü  V  designe  une  foncdon  quelconque  de  x,  de  j  et  d'un 
cerlain  iiombre  de  derivees  de  y  prises  par  rapport  ä  x. 
Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  nombre  de  ces 
derivees  se  reduise  ä  deux  :  soit 

,r        rf  -,  dy  dx 

y=f[x,y,p,q),      P=-^->       '7="^' 

D'apres  le  tbeoreme  demontre  (762),  on  a  d'abord 

(i)  §\]=  j   's{ydx). 

Mais 

S.Ydx  =  Sy.dx-]~YJdx  =  §Y.dx-hY.dSx. 

Or,  on  a  en  general 

lYdSx  =  \Sx—  jSxdY. 
Done,  si  (Vox)o  et  (V  Jx)i  desiguent  les  valeursde  \dx 


•^88  couus  d'analysf. 

qui  correspondent  h  x  =  Xq  cl  k  x  =^  Xt.  et  si  Ton  poso 

pour  abiegcr, 

on  aura 

(2)  r   \d5x  =  [W(ix\\—   f   'oxclY. 

Substituant  cetle  valeur  dans  l'equation  (i)  qui  revicnt  ä 

SV=j      '{SYdx-^\r/S.r), 

il  en  resultera 

(3)  SV=iYSx)l+  j      'lo^Vr/.r— dxr/V). 

Parcettepremieretransformalion,  la  foiictionV  n'entre 
plus  sous  le  slgne  I  quo  par  sa  Variation  et  par  sa  diffc- 
rentielle. 

764.  Posons  maintenant 

r/V  r/V  r/V  ^  r/V 

on  a 

i/ V  =  Mt/x  -f-  Nü'j  4-  Pr//;  +  Qr/r/  , 
5V  =  M(?x  -^  N(Jj  4-  I'Ja'  -^  Q°7- 

Portant  ces   valeurs  dans   rt'qualion    (3)    et   rcmplacant 
dr     dp     dq  .,      . 


(5) 


•5U=(V^.r)i 


On  vnit  que  la  fonction  V  n'enirc  plus  sous  le  signe  din- 
tecraliüu. 
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705.  Pour  simplifier  cncoie  cclle  cxpression ,  posons 

(6)  oiTTTzSy  —  pox, 

oü  ropresentant  la  cliilcrnncc  tlcs  ordonnees  qui  corrcs- 
pondenl,  dans  Ics  deux  couibcs(75o),  ä  rabscissex  -+-  dx: 
Oll  auia 

i/co  -^  clSj  —  pilSx  —  (/pS.r, 

ou 

da  r=:  Si/j  —  pdSx  —  dpd.r. 

JNiais,  a  cause  de  dy  =  pdx^  on  a 

Sdy  ^z pSd.r  -+-  § pdx  ^zz pddx  +  Spdx, 
donc 

doi  z=z  Spd.c  —  dpBx, 

d'oü 

da  ^ 

(7)  -dI  =  ^P-'i'''- 

Oll  IroLivera  de  la  meme  maniere 

(8)  ^^=8^-rS^. 
L'equation  (5)  prcnd  doiic  la  forme 

(9,      S  r'\dx={Y8x)l-^   T'  (^^a-i-V^-{-q~\dx. 

766.   On  peut  encoie  simplifier  le  second  membre  de 

ceue  deruiere  .^<,uaüo,„  et  faire  sonir  du  sig„e/le, 

derivees  de  la  fonction  arbilraire  w.  On  a,  eii  integrant 
par  pariies, 

f  P dx  :=  P  CfJ  —    I  w  --—  dx. 

J       dx  J      dx 

De  uieme,  en  integrant  deux  fois  par  parlics, 

r    ^/  c.   ,         ^da  dQ         r    d'Q   , 

J  ^  dx-  ^  dx  dx       J       dx^- 

Stubu.  —  An.,  II.  ig 
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Subsli[uaiil  CCS  vaicurs  dans  re(|ualioii  (9),  il  vient 


formule  dans  laquelle  — — >  sonl  les  derivees  de  P  et 

'  du:       dx' 

de  Q,  par  rapport  ä  x,  en  considerant  j>',  /?,  q  comme 
liees  ä  x^  au  moyen  de  l'equation  inconnue  j'  :=  f(x). 
En  posant,  pour  abreger, 

(,,)  r=.-[v,Sx  +  ,P-_.)„  +  Q-J_, 

(12)  K  =  N H -^, 

^  (Ix  d.r' 

la  formule  (10)  pourra  s'ecrire  plus  simplemcnt 

8  j     'Vdx  =  r  -f-   /     '  K(.^dx, 
ou  bicn 
(I)  0/     'Vr/.r  — r-+-/     '(Koj— K/;'j.r\/j-, 

puisquc  u>  —--  CT)  — pdx. 

767.   On  pcut  meltre  V  sous  une  aulre  lornic  eu  icui- 

placanl  oj  et  —  par  Ics  valeurs 

'-      *  Ux  ^ 

w  =  8)'  —  /jSx, 


—  rr=  on  — ■  70. 

(IX 


II  vicnt  alors 


^=\b-[^-':s)"M''-h'^>-'<- 
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CAS    OU    LA    FONCTIOW   V    REKFEUME   DEUX    FONCTIOISS   DE   X. 

7G8.   S'il  eiUrait  dans  V  une  aulrc  fonclioii  z  conte- 
nant  x  et  quelques-unes  des  derivees  de  2,  011  obiiendrait 

Ja  Variation  de    1      \ dx  par  un  calcul  analogue  au  pre- 

cedent.  Soit 

,,         .(  dy     d'r         dz     d\ 

•^  \    '  -^  ^  dx     cU-  da:    dx 

011  aura 

S  i    \dx  =  T'-h  I      ( Kw  -;-  K'&)- )  dx , 

cn  posant 

dz  ,        d'z 

dV  ,,         dY         „,         r/V 

dz  '       djj'  dq'        ^* 


K'  =  jN' 


=  ^z  —  p'  a.T, 

dP'         d'Q' 


dx  dx- 


Quant  ä  la  partie  designee  par  V,  on  l'obtiendrait  en 
ajoutant  ä  F  les  termes  qui  resultent  du  changement  des 
quanlites  P,  Q,  /^, . . . ,  en  ?",  Q',  p'^ . . . ,  dans  l'expres- 
sion  (11)  du  n°  766. 

CAS     OU     LA     FOISCTION     V     DEPEKD     DES     LIMITES 
DE    L'lKTteHATlOJV. 

769.  Revenons  au  cas  oü  Ja  fonction  Y  iie  conlient 
qu'une  seule  fonction  de  o:,  mais  supposons  maintenant 
qu'elle  dopende  des  limites  Xo  et  Xi  de  l'intcgralion.  II 
faul  alors  ajouter  ä  la  Variation  de  Tintegrale  les  termes 

19- 


•><P  couRs  d'akalyse, 

jui  proviennenl  de  la  varialion  de  ces  limites,  savoir  : 


/V,  ^V,  ,/V,  dW 

—  ox„  -f-  -—of^-\-  -—  Qp,-r  -~oqA  (h 
ii'a  äjt  dj)^  ilij^  ' 


f^'/r/V,  dW  ^  dV  ^  dV  ^     \ 

-f-   I  -—  ox,  -f-  — -  0  j,  -H  — -  o/Ji  -j-—~oq,)dx. 

INIals  comme  oxq,  c?j'o .  •  •  •  >  ox^^  dj\, .  .  .  soiit  des  con- 
staiites  daiis  rinlegralion  relalive  ä  x,  on  peul  etrlrc 
süus  la  forme  suivaiite  : 

Ics   termes  qu'il   faudrait   ajoulcr   ä    F.   Les    integrales 

f^'^^V    -  f^'r/V  ... 

/       -r- (ix ,     I       — dx,....  ue  conltennent  plus  neu 

*^     0  0 

qui  depende  des  variaiioiis. 

On  completerait  de   la   menic  maniere   la  valeur  de 

d  j      V  Jx,  si  V^  contenait  deux  foneiions,  y,  z,  avee  les 

derivees  de  ees  fonctions,  et  leurs  valeurs  aux  linüles. 
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SUITE  DE  LA  VARIATION  DÜNE  INTEGRALE  DfiFINIE. 
APPLICATIONS. 

Aiitre  moycn  d'oblenir  la  Variation  d'une  intöfjrale  definie.  —  Maximum 
et  Dl i II i in II m  d'iinc  int('[;rale  diTinic.  —  Conditions  relatives  aux  limites. 
—  Cas  Oll  la  fonction  V  contietit  deux  fonctions  de  r.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  dcus  points,  —  d'un  point  ä  une  courbe,  —  cntre  deux 
courbcs. 


AUTUE    MOYEN    D  OBTEN[R    LA.    VARIATCON    D  UNE    I>t6gUALE 
DI^FIKIE. 

770.  I.cs  calculs  par  lesqncls  nous  venons  d'evaluer 
]a  Variation  d'une  integrale  definie  peuvent  etre  modifics 
dans  les  applications. 

On  a,  precedemment  (762),  oLtcnu  la  formule 


'£'"'=£. 


§{\dx] 


Apres  avoirremplacedans  V,  qui  est  une  fonclion  de.r,j^, 

,           ,        . ,                     .    ,             nr        du- 
p  et  «7,  ces  deux  dcrnieres  quantites  par  --,  ,   on 

prendra  la  Variation  de  \ fix  en  considerani  x,  y,  eix, 

dr 
dy.  d  -^  comme  des  fonctions  du  parametre  t.  Le  resultat 

^  dx 

conliendra,  sous  forme  lineaire,  les  varialions  dx,   dy,, 

et  §dx,  ddy, ,  .  . ,  ou  les  differentielles  d$x,  doj 

Conime  on  doit  ensuiie  integrer  par  rapport  ä  x,  on  fera 

sorlir  du   signe    1  ,   au  moyen  de  Tintegration  par  par- 

tles,  les  differentielles  des  varialions  ^x,  dy^  de  sorte 
qn'il  ne  rcstera  sous  le  signe,  que  ces  varialions  multi- 
pliees  par  des  quantites  qui  cn  sonl  independantes.  Le 
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resultat  sera  de  la  forme 

(II)  5  j     \ci.r  =  T-i-  j     ' (H 0^  4-  Kor)dx, 

H  et  K  etant  des  fonctions  connues  de  x,  j  et  des  deri- 
vees  de  j^,  mais  ne  conlenant  pas  les  varialions  de  ces 
variables.  En  comparant  ce  resultat  avec  celui  qu'on  a 
irouve  plus  haut  (766) 

(I)  üi     \s.r-  =  T  ~   f   \lUy  —  l^poa-)dx, 

on  en  conclura  quc  F  et  K  doivent  etre  Ics  memes  daus 
les  deux  expressions,  et  qu'on  a  identiquement 

n  =  —  K/v. 

771 .  Le  calcul  qui  a  donne  l'equation  (I)  n'a  scrvi  qu'ä 
mctlre  en  evidcnce  cette  relalion.  Dans  les  applicaiions, 
on  suivra  la  marche  qui  iious  a  conduit  ä  la  relalion  (II), 
Sans  passer  par  l'intermediaire  de  la  quantite  auxiliaire  &), 
et  Sans  recourir  aux  fonnules  generales  (766). 

Si  l'on  ne  faisait  varier  que  j',  on  aurait  ox  =  o  et 

d  Vdx  =  r'-\-   I       Ko  ydr, 

r'  ?e  deduisant  de  F,  par  la  suppression  des  Icrmcs  qui 
reiifermenl  §Xo  et  dxi. 

Si  Ton  faisait  varier  x  sculemcnt,  on  aurait 

0  /      Vdxz=  T"  +  /      USxdx 

=  r    —   I       Kpoxdx  ^ 

F'^representant  ce  que  devient  F  quand  on  y  fait  Syo^^o, 
(?/,  =  o, 

772.  Les  menics  remarques  s'appliquonl  au  cas  oü  il 
enlre  dans  la  foncliou  V  une  auHc  Ibuclion  z  de  x  avec 
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les  derivecs  /;'  ci  q'  de  z.  On  arrivcrait  a  ime  equation 
teile  que 

Mais  la  marclie  suivie  pour  trouver  la  relalion  (II)  doii- 
iicrait  ciicore 

Ydx  =  T  -h   l       [K  [Sy  —  pBx)  +  K'f^z  —p'5x]d.r, 

et  ces  valeurs  doivent  clre  identiques.  II  faut  donc  que 

Von  ait 

H  =  — (K/7-4-K7y). 

MAXIMUM    ET    MINIMUM    d'uNE    INTEGRALE    D^FINIE. 

773.  Proposons-nous  maintenant  de  determiner  la  va- 
leur  dej^  en  fonclion  de  x  qui  rendra  Finlegrale 

=  /      \dx 


-X 


vin  maximum  ou  un  minimum.  Pour  fixer  les  idees,  sup- 
posons  que  U  doive  etre  un  minlinuin,  et  soit  y  :=  f(x) 
la  fonclion  cherchee.  II  faut  qu'eii  donnant  ä  x  et  hj  des 
aceroissements  arbitraires  et  infiniment  petits  dx  et  3j^, 

raccroissement  correspondant  de    rinlcgiale     /      \  dx 

soit  constamment  positif,  quels  que  soient  les  valeurs  et 
les  signes  de  dx  et  de  dj\  Or,  raccroissement  de  cette 
integrale  se  compose  de  deux  parties.  Si  Ton  pose 

la  prcmiere  partie  JU  renferme  les  vaiiations  dx^  $j^ 
dp,  oq  au  premier  degre,  et  sous  forme  lineaire;  la  sc- 
conde  partie  contient  les  puissances  de  ces  variations  su- 
perieures  ä  la  premiere  et  leurs  produits.  Quand  oU  n'est 
pas  nulle,  le  rapport  de  p  ä  üU  a  jiour  limiie  o.  Donc,  si 


29^  corns  d'akalyse. 

l'on  supposc  'j  X  el  dj  infinimcnt  petiles,  le  signe  de  AU 
spra  le  menic  quo  celui  de  öU.  II  faut  donc,  pour  que  LI 
ait  unc  valcur  iiiinimum,  que  Ton  ait  oU  =  o:  car  au- 
trement,  cn  cliangoaiit  les  signcs  des  varialions  6 x  et  dj 
Sans  (han";er  Icurs  valeurs  absolucs,  le  signe  de  oU,  et 
par  consequent  celui  de  AU,  serait  tliange,  et  U  ne  serait 
pas  un  minimum.  Ainsi 

est  la  coiidilion  du  minimum*,  c'cst  aussi  celle  du  maxi- 
mum,  Carla  difTerence  AU  doit  aussi,  danscecas,  avoir 
toujours  le  meme  signe,  ce  qui  ne  pourrait  etre  si  la 
Variation  de  ü  etait  differente  de  o. 

La  condilion  JU  =  o  n'est  pas  sufTisante  pour  qu'il  y 
ait  maximum  ou  minimum.  En  edel,  d'apres  la  sei  ie  de 
Taylor,  on  a 

AU  =  oU-i-  — (5=U -J ?— -o'U-^ 

1.2  1.1.6 

si  ^U  est  nulle,  le  signe  de  AU  dependra  de  celui  de  o'U 
pour  de  petites  valeurs  de  cJ.r  et  de  oj.  Par  consequent, 
si  o^Ureste  toujours  positive,  lorsque  les  varialions  dx 
et  3y  cliangent  d'une  maniere  quelconrjue,  toul  en  reslant 
infinimeut  petiles,  U  sera  un  minimum.  Si ,  au  con- 
traire,  ^*U  reste  negative,  quels  que  soient  6x  et  0>  . 
U  sera  un  maximum.  EnCn  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  si  o*U  peut  changer  de  signe.  Mais  on  est 
souvenl  dispense  de  cet  examen  par  la  nature  de  la  ques- 
lion  qui  inHique  claircmcnt  l'exislence  d'un  m;i\iinum 
ou  d'un  miniiimm. 


77  i-.    [/('([iialion  oU  =  o  revient  a 
[i^  ^"^  /     'k.«'/-^^o  (7GG). 


Je  dis  que  celtc  eqnntion  cntraine  les  deux   suivantcs 
(2)  r  =  o,     K  =  o. 


CO 
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Et  d'abord  la  fonction  K  doit  cire  nulle.  En  effet,  sup- 
posons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  On  pcut,  pour  cliaqiu!  va- 
lour  de  x  comprise  cnlre  x^^  et  j:, ,  cliangcr  ä  volonte  les 
valcurs  de  dx  et  de  dy^  qui  sont  arbilraires,  et  conseqnem- 
ment  ccllc  de  oj  ou  dy  — p(^x,  en  supposanl  coiistantes 
les  valeurs  de  ^x^^  dj\,  ^Poi  ^-^^i ,  <^Ji,  ^Pi-,  qui  sont 
relatives  aux  limitcs  x^  Gl  x^.  Mais  le  terme  F,  qui  ne 
coniicnl  que  les  varialioiis  relatives  aux  limiles,  rcstcrait 

nstant,  tandis  quo  Fintegrale  /       Ko)(7jr,  contenant  la 

fonclion  arbitraire  w,  ne  pourrail  pas  toujours  conserver 
la  menie  valeur  quelle  que  lül  cette  fonction  co,  et  par 
consequent  requation  (i)  ne  pourrait  pas  etre  toujouis 
saiisfaite  si  K  n'etait  pas  zero. 

On  peut  d'ailleurs  eta])lir  ce  point  de  lä  maniere  sui- 
vante.  Cotnme  w  est  une  fonction  arbitraire,  en  la  clioi- 
sissaiit  de  maniere  qu'clle  ait  le  meme  signe  que  K  pour 
chaque  valeur  de  x,  si  la  quanlite  finie  V  est  positive  ou 
nulle;  ou  qu'elle  soit  de  signe  contraire  ä  K,  si  F  est 

negative,  la  somme  F -}-  I      Koor/jr  serait  positive  dans 

le  premier  cas,  negative  dans  le  second ,  au  Heu  d'elre 
nulle.  11  faut  donc  qu'on  ait  K  =  o,  d'oü  resulte  aussi 

r=o. 


COKDITIOINS    RELATIVES    AUX    LIMITES. 

775.   Lorsque  V  ne  contient  que  x,  j,  p  et  «7,  l'equa- 
tion  K  =  o,  ou 

est  du  quatrieme  ordre,  puisque-— -contient — ^i^ou-— • 

II  faudra  inlegrer  cette  cquation,  et  Ton  aura  un  resultat 

de  la  forme 

jr  =  \\x,  C,  C  5  C",  C  ) , 
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conlenant  qualre  coiislantes  arijilraircs.  Pour  les  deter- 

miner  il  faut  avoir  egard  ä  l'equation 

(2)  r  =  o, 

relative  aux  limites  de  rintegralion.  INlais  il  est  iieccs- 

saire  de  dislinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  Von  doniie  les  valeurs  de  x,  y,  p,  q  aux  deux 
limites,  les  variations  de  ces  quantites  elant  nulles  ä  ccs 
limites,  l'equation  r  =  o  est  ideniiquement  salisfaite, 
et  si  l'on  represente  par  f'(x,  C,  C,  C",  C";  la  derivee 
def(x,  C,C',  C",  Cy"),onaura 

,  j„  =  f  (xo,  C,  C,  C",  C"), 

\  p,=-.(",r:„C,  C,  C",  C"), 
^^'  J,  :^f  (.r„C,  C',C",  C"), 

l  Pi  =  f'(-»^.,  C,  C,  C",  C") , 

c'est-ä-dire  quatre  cqualioiis  qui  deleraiinent  les  quairc 
constantes  inconnues. 

2"  Si  l'une  des  six  quantites  j^oi  J)o»  /'o-  ^n  ^Ti  •  Pt 
reste  arbitraire,  pi  par  exonipie,  rcquatiou  F  =  o  ne 
sera  pas  ideniiquement  salisfaite;  mais  il  faudra  egaler  a 
zero  le  coefficient  de  opt,  et  l'ou  aura  l'equation  Q,  =:  o, 
([ui,  avec  les  equalions  (3),  determinera  les  quatre  con- 
stantes et  la  valeur  de  p,. 

3°  Si  l'on  avait  enlre  les  valeurs  de  x,  j\  p.  relatives 
aux  limites,  une  equation 

(4)  ?(-^o,  Joj  /^o»  •^■>^'j/^.)  =  0> 

on  dürerenticrait  cette  equation  par  rapporl  au  para- 
metre  f,  et  Ton  aurait 

d<ä   -  do  .  (Im   ^  fle>   „  r/o  .  ffo   . 

(iXo  (Ijo  f'jj^  dx\  dr,  dpi 

En  porlant  la  valeur  de  c^/^,,  tiree  de  cetlc  equation, 
dans  requalion  F  =  o,  il  faudra  egaler  a  o  les  coellicients 
de  (JjTo,  dyoi  ^/'o»  ^-^i  «-'t  ^J\-  On  aura  donc  cinq  rqua- 
tionscpii,  reunies  aux  eipialions  (3)  et  (4),  delerniiiuMjnt 
les  dix  inconuues  C,  C,  C ',  C  ',  jTo,  jg, />»„,  x,,ji,  />i. 
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Cos  excmplcs  suflisent  pour  monlrcr  comniciU  on  de- 
vrait  operer,  si  l'on  avait  dcux  ou  un  plus  grand  uombre 
d'equalions  relatives  aux  limites. 

CAS   ou    LA.   FUNCTION   V    COKTIENT    DEUX    FONCTIONS    DE    X. 

776.  Supposons  mainlenanl  que  la  foncüon  V  con- 
lienne  deux  fonctions  j'^  el  z  de  la  variable  x.  On  aura 
alors  ^768) 

(1)  S  yclx=:T^j        (Kw  -l-K'w')f/.r  =  o. 

Gelte  equalion  equivaut  aux  suivantos 

(2)  r  =  o,     K  =  o,     K'=o. 

En  effet,  co  et  w'  sont  deux  fonctions  de  x  arbltraires  et 
independantcs  Tune  de  l'aulre,  et  F  ne  conlient  que  Ics 
valeurs  des  variatioiis  relatives  aux  liniiles  de  l'inlegrale^ 
donc,  si  K  et  K'  n'etaient  pas  nulles,  en  laissant  con- 
stantes  les  valeurs  relatives  aux  limites,  on  aurait  F  =  o, 
landis  qu'on  pourrait  faire  varier  o)  et  w'  de  teile  sorle 

que  Tintegrale  /       (Kco  -t-  K'co')  dx  ne  füt  pas  egale  a  o. 

On  doit  donc  avoir 

K  =  o,     K'=o, 

et  par  consequent 

r  =  o. 

Les  deux  premieres  equations  determinent  j^  et  z  en  fonc- 
tion  de  x.  La  troisieme  sert  a  determiner  les  constanies 
inlroduites  par  l'inlegration  des  deux  premieres. 

777.  Nous  avous  suppose  quej^^et  z  etaient  des  fonc- 
tions independantcs  l'une  de  l'autre.  S'il  existait  enlre 
elles  une  relalion 

(i)  F{x,  x,z)  =  o, 

les  variations  dy  el  dz  ne  seraient  plus  independantes. 


3oo  cou?>s  d'analvse. 

On  doit  avoir,  dans  cc  cas, 

flF  ,  dF  ,  r/F  , 

clx  (ly     -^  dz 

(■fjiiation  que  Ton  obtient  cn  differcnlianl  rc'quation  ^i) 
par  rapport  a  t.  Rcmplacons  oj  et  o z  par  l<-urs  valeuis 

Qj  -^  pox  -\-  tu ,       0  z  :i^  />' 0 .r  4-  w'  : 
il  vient 

'^F  ^  ^F,    ,  .       dY  ,    ,^ 

——   SjT  H ^   [pÖ.T  4-  W  1  H ip    0.T  -^  Cd    ;   =  O, 

dx  dy                       'dz 
OU 

IdY  dF  dF    ,\  ,          dV           dY    , 

\dx  dj  dz        j               df              tcz 

OU  enfin 

,    ,  dF  dF    , 

(2)  -— w+  -— w  ^o, 

dy  dz 

car  on  trouve 

dF       dF  dF    , 

h  - — ■  P  -\ P   =:  O, 

dx  dy  '  dz  ^ 

en  differcnlianl  rdquation  (i),  par  rapport  a  jr . 
De  l'equation  [2)  on  deduit 

dY 

dZ 

et,  par  conscqucnt, 

/  dY 


\  uz 


Pour  quc  cctle  Variation  soit  nulle,  il  faul  qu  ou  ail 

(3)  r  =  o, 

(4)  K K   -7-  =  o. 

tiz  €iy 

Lesequalions  (1)  el  (4)  leioul  connaiiiej'  et  z  cu  l'onc- 
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tiou  de  X.  Quant  ä  l'cqualiou  F  =  o,  eile  scrvira  a  deler- 
lainer  les  consiautes. 

778.   On  peut  aussi  elimincr  runc  des  qiiaiitiles  o),  or' 
au  nioyeii  d'un  facleur  iudelerniine.  Eii  niullipliaut  par  / 

requallou 

dF  dV    , 

— -  w  H —  w'  =  o, 

d/  dz 

et  ajoutant  le  pi'oduit  ä  la  fonction  cjul  est  sous  le  signe 

1  dans  l'expressiou 

OH  a 

§  i    '  \dx  =  r-|-/     '/K-,-)ii 


/'t-,      -  '^i^\    ,   I 

-^       Iv'  -f-  A  -—      w'        dx. 


dz  ) 


} 


On  profite  de  rindetermination  de  X  pour  faire  dispa- 
laitre  &o',  eii  posant 

d¥ 

et  eomme  co,  qui  resle  encore  sous  le  signe  /  ,  est  tout  ä 

laii  arbitraire,  il  faut  egaler  ä  o  la  quantite  qui  lamul- 

liplie,  ce  qui  donne 

d¥ 
(6j  R4->_l  =  o. 

En  eliminant  1  enlre  les  equations  (5)  et  (8),  on  obtient 
requalion  dejä  irouvee 

d?  rlV 

K K'  ^  =  o. 

dz  dj 

779.  Ce  qui  precede  raontie  la  marche  ä  suivredans 
le  cas  oü  la  ioneiioa  \    couLieul  un  nouibie  quelcüuque 
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de  variables,  liees  eiitre  elles  par  des  equalions  donnees, 
]es  valeurs  des  varialions  qui  se  rapporient  aux  linules 
de  l'integration  devarit  salisfaire  a  certaines  condillons 
delcrminces.  Fassons  maiutcnanl  aux  exemples. 

LIGNE   LA  PLUS   COURTE  EKTUE  DELX  POIKTS  DANS  LN    PLAN. 

780.  On  demande  la  It'gne  situee  dans  an  plan,  pas- 
sant  par  deux  points  A  et  B,  e.t  qui  soit  la  plus  courlc 
quon  puisse  mener  enlre  ces  deux  points. 

Prcnons  deux  axes  reclangulaircs  daiisce  plan,  soicnt 
0*0  0  0  It-'s  coordoniiees  du  point  A  et  x, ,j'i  edles  du 
point  B.  Dans  cet  exeinple  oii  doil  avoir 


et (774) 
inais  (764) 


Ol       \  i~r  P'  dx  =  o 
dx  dx- 


P 


II  faut  donc  qu'on  ait 

dx  \^^i  +/^-y 
il  s'ensuit 

P 
— ^i^=  =:const., 

ou,  ce  qui  rcvient  au  memo, 

p  =  C; 
d'oü 

(2)  J=C.r  +  C', 

C  et  C  ctant  deux  coustanles.  D'ailicurs,  il  suflit  quo 
l'equalionK  =  o  soil  saiisfaitc,  pulsque,  les  >aleurs  de  x 
et  dej'  relatives  aux  liniilos  elanl  lixes,  les  variaiions 
öxo,  i3j'o)  ^-^15  tJ )  1  süul  uulles,  et,  par  suite,  ou  a  ideu- 
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tiquemont  T  =  o.  La  ligiie  oherchce  est  douc  une  ligiic 
droile-,   Ics  constaiites  C  et  C  sc  dclciiniiicroiit  par  les 

equalioiis 

ja=C.r^-\-C',      jTi  =  Cor, -I- C. 


LIGNE   LA    PLrS   COURTE   D  UN    POIJVT    A    UKE    COL'UBE    PLA^E• 

781.  Soient  A  et  LN    le   point   et  la  courbc  donnes 
Fig.  128.  dans  le  plauxoj';  et 

l'equation  de  la  courbe. 

Soit,  de  plus,  AB  la  ligne  la 
plus  courte  menee  du  point  A  a 
un  point  de  la  courbe  donnee. 
L'extremite  A  de  la  ligne  AB  est  fixe;  Fautre  extreinite 
peut  varier  de  position  sur  la  courbc  LN. 

Eu  coiiservant  les  notalionsdu  cas  precedent,  onarrivc 
encore  ä  requaiiou 
(2)  y  =  C.T^C'; 

la  ligne  cberchee  est  donc  une  ligne  droite. 

II  faut  maintenant  determiner  les  conslanles  C  et  C. 
Or,  on  a 

^j-o—  O,        ö>o=0,        Q=0, 

mais  les  variations  dXi  et  oji  ne  sont  assujelties  qu'ä  la 
seule  condition  que  le  point  (-^i  4- oXj,  ^"1  +  öj  1)  soit 
sur  la  courbe  donnee.  On  a  donc 


d'oü 


jri  =^(^iX 


et,  pour  que  F  s'annulc, 

OJTi  — /^iclj,  =0. 


On  en  conclut; 


ou 
(.3) 


i-^G'y(^i)  =  o, 


3o' 
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puisque 

p^  z=  C. 

On  delerminera  ensuite  Ics  conslanlcs  au  moycn  des 
cqualions 

j„  — cjto^c',     I -t- c-y  >, )  =  o, 

j,  =  C.r,  -i-C,  j-,  =  ^(j:,j. 

II  resultc  de  requation  (3)  que  la  ligne  la  plus  cotirte 
entre  un  point  et  une  courhe  est  une  droile  nonnaU  ä 
Celle  courbe. 

LIGKE    LA    PLrS    COL'IITE    ENTKE    DEüX    COURBES    PLA>E5. 

782.   Soicnt 

(1)  r  =  ?(^)' 

(2)  r=^(-^) 

les  equalions  de  deux  courbes  siiuees  dans  le  mcme  plan. 
En  raisonnant  comme  daiis  le  cas  preceJent,  on  Uou\e 

que  la  ligne  cherchee  est  encore 

une  ligne  droite, 

(3)  j  =  Ca:^C; 

mais  la  determination  des  con- 
slantes  ne  se  fait  plus  de  la  meuie 
nianieie.  Dans  ce  cas  0X0,  oj'o, 
ox,.  0)  1  peuvcni  varier  pourvu 
que  le  poinl  A'(.ro-t-^J'o»JoH-^Jo)  reslesur  la  courbe  ( i), 
et  le  point  B' (.r, -+- ^x,,  j,  4- öji)  sur  la  courbe  (2j. 
Mais  requation  F  =  o  (767)  se  reduit  ä 

(pii  se  change,  conirae  dans  le  cas  precedenl,  cn  cellc-cl : 

(4)         ö'-^.  [i  +  c-y^j:.)]  —  ^-^«[^  -+- t:?\-rt)i  =  ^> 

ä  cause  des  cqualions 
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Or,  les  varialioiis  dxo  el  ^.rj  eiant  iiidepcndanles  l'une  de 
I  aulro,  rcijuatioii  (4)  se  partagt;  cu  deux, 

^  (    I-^C^l.'(a•,):-0, 

^^'  (  I  -l-C(p'(j:o)--0, 

qui,  reunies  aux  suivaiiles, 

jTo  =  Cxo -f- C,       7o  — '■?(-^o), 

determincnl  complctemcnt  k-s  constantes  C  et  C,  cl  Ics 
coordonuees  x^^  j'^,  •^nj'^i  ^^^  exliemites  de  la  droite 
iniiiinnini. 

Les  equalious  (5)  fonl  voir  quc  la  ligne  la  plus  coiirte 
entre  deux  conrbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposees. 

EXERCICES. 

i .  Troiwer  la  fonction  fjni  read  maxiimun  V cxpression 

-\-  ay\  dx. 


f 


\/x'-rJ 

Solution  :  /  =  v/^.  -  •^'• 

2.  Trouver  la  courbe   qui  rend  maximum  ou  minimum  iex- 
prcsiiun 


Solution  :  En  coordonn^es  polaires 


Stlrm.  —  An.,  II. 


3oG 
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SülTE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  \ARIATIONS. 

Autre  maniere  de  resoudre  les  probleraes  precedents.  —  Ligne  la  plus 
courle  entre  deux  poinls  dans  I'espace.  —  Ligne  la  plus  courte  sur 
une  surface  donnee.  —  Surface  de  revolulion  minimum. 


AUTUE  MAMLRE    DE    RESOUDRE    LES    PROBLEMES    PUtC^DENTS. 

783.  Au  licu  d'ap])liquer  les  formules  penerales,  oii 
peilt  operer  direclcmenl  comrne  il  a  eie  explitiue  ii"  770. 
Dans  les  irois  j)roljleme5  qui  preccdenl  on  doil  avoir 


(-) 


?  /     \äa:'-^  (iy'  —  o\ 


iiiais  eil  posaiit  ds  ■:^  yjdx"  -b-  dj-  ^  on  a 

I*    '  d.rdo.r  -^  f/vf/or 


r , 


0\Jd.r'  -f-  dj^ 


fix 


clcomme  rintegration  par  pailios  donne 

—  dS.T  =z-  —  0  r  —    /  Sxd  — 
ds  t/s  J  d. 

rd.r    ,        dy  ^         r      ,/> 

—  doy  -:  —  0^-  —   I  öjd  -j- 
J    ds  ds  J  ds 

requatioii  (i)  pivnd  la  forme 

i    I  d.r  ^  dr  ^    \         [ d.r  ,  dv 

{i\         > 


Mais  de  lidemile 


dxy       (dr 


Oll  lire 


croü 
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dx      dx        dy      dy 

ds      ds         ds      ds  * 


,dx _'^  j'^y ^^^y 

ds  dx      ds  ds 


Donc,   pour  que  Ja  quanlite  placee  sous  le  signe  d'in- 

dx 
tegration  soit  nulle,  il  suffit  que  Ton  aii  rZ  —  =  o,   ou 

,  dy 


ds ^^ 

(3) 

clx 
''d-s=''' 

il  en  resulle 

r 
• =  rnnsr. , 

\/l-hp' 

d'oü 

^  =  2  =  '^. 

et 

(4)  y  =  Cx-^C', 
equation  dune  lignedroite. 

784.  Determinons  maintenant  Ics  constantes  d'apres 
la  nature  du  probleme  propose. 

i**  Si  les  deux  poinls  (xq,  jo)?  (•^n  J'i)  sont  donnes, 
les  varialions  des  limites  ^Xq,  By^^  ^^ii  ^Ji  sont  nulles, 
et  l'equation  F  =  o,  ou 

est   satisfaite   ideniiquement.    Les   constantes  se  detcr- 
minent,  alors,  par  les  equalions 

y,  =  G.r„  ^  C,      J,  =  Cr,  -4-  C . 

2°  Si  le  poini  A  [xq,  )  o)  est  fixe,  et  que  Tautre  poinl 
B(-^iO  0  doive  se  trouvcr  sur  une  courbe  donnee, 

(5)  /=^W, 

20. 


3o8  cor  US    DA > ALYSE. 

on  a 

et  requaliou  F  =:  o  se  reduil  ä 

fix,  ox,  -!-  (Ij  ,  OK,  z=  G, 

d'oü 

ffy,  or, 

c/.r,   dx, 

donc  la   diolle   (4)    est   normale    ä    la    rourbe    (:")),   car 

)'!  :^::  <|^(x,)  doziue  oj',  =  "l'l-^i)  ^^^n  ^,'1,  par  suile,  on  a 

1  -I-  C-y^x, )  ^;  ü. 

Les  conslanles  C,  C  et  les  coordoiiiiees  du  poinl  ex- 
treme B  sont  determinecs  par  les  equalions 

jo  =  C.ro-HG',        1  +  C-y(x,)=:  O, 

3*^  Enfin,  si  les  deux  points  A  et  B  düi\eiil  sc  trouvei 
sur  deux  courbes  donnces 

(6)  j=z<p(.r),       ^^•i(x), 

on  aura 


e<;  cjui  donne 


j.  =  -H •*■•'»    j'o  = 


Sjo  =  f'{-^o',SXf. 

L'equation  F  =  o  sc  leduit  alors  ä 

[dx,  -+-  cljt  ^}/\x,)]  (Jx,  —  [flx„  -+-  (Ijo  <f\^o)]  ^-^t  =  O 

et  se  partage  en  deux  equalions  : 

parce  que  dxo  et  öx,  sont  des  quanlites  indepcndanies, 
et  arbitraires.  Ces  deux  equalions  nionlrent  que  la  dioiie 
cherchee  est  normale  aux  courbes  donnees. 
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Les  conslantes  C  et  C,  Ics  ronrdonnees  Xo,  /q,  J^i,  J'i 
tlcs  cxtremiles  de  la  droite  iniiiiiinHn  sont  determiiiecs 
par  Ics  six  equalions 

j,    =Cj:„-!-C',      j(,=(j)(.r,),       n-C9.'(^„)  =o. 


LIGKE  L\  PLUS  COUIITE  ENTUE  DEUX  POINTS,   DANS  L  ESPACE. 

78o.  Juscju'ä  present  nous  avons  suppose  que  les  ligiies 
Fig.  i3o.  considcTt'es  etaieut  situces  dans 

un  plan  donne.  Cherchons  main- 
tenant  quelle  est,  dans  l'espace, 
la  ligne  la  plus  courte  unissant 
deux  points  A  et  B. 

Soicnt  Xo,  1  0?  ^0  If's  coordon- 
neesdu  premicr  poiiil,  etXj,yi, 
Zy  Celles  du  second.  La  longueur 
del  aic  AMBserarepresenleepar 


Nous  aurons  donc 

V (Ix  =  \/cU^-h(/j'^  <lz'  =  ds , 


d\ 


SV  (Ix  = 


dxdo  c  -f-  (lydSf 


dzdSi 


ds 


et  par  conscquent,  en  integrant  par  parties 

'tx  , 


\dx 


(I) 


ds 
dx 


'Ir  ,  dz  , 

ts'^-'-ds^' 


I  i 

ÖX 

\<iS 


£ 


dxd 


dx 
~ds 


§y 


dz 
d's 


ÖZ 


drd \-  azd  —  i  • 

"^      ds  ds/ 


II  faul  maintenant  egaler  a  o  l'expression  placee  sous  le 
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sigiie  I  ,  et  comme  les  varialions  ox,  o y,  oz  sont  iude- 
pendanlcs  et  arbitraires,  on  aura 

cIj:  dy  dz 

Mais,  ces  trois  equations  se  reduisent  ä  deux  disiincies. 
En  effet,  de  Tiden tite 

dx^        dy^        dz- 

'di^'^'ds^  ^d?  ~^ 


on  tue 


dx     dx        dy      dr        dz      dz 

ds      ds         ds      ds         ds      ds 


donc   si    Ton   a   f/ -— =  o ,    cl~=:o,    il    en    resultera 
ds  ds 

dz 
d--=  o. 
ds 

Des  equations 

(/—  =rO,        d-~=Oy 
ds  ds 

on  tire,  par  une  preraiere  Integration, 

d^_  dz  _    , 

ds  ^      ds  ^ 

ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

dy  _  dz  _    ^ 

dx  djc 

et,  en  integiant  de  nouveau, 

(3)  j==fx-T-C,     3  =  r'x-4-C, 

equations  dune  ligne  droile. 

786.   Pour  detenniner  Ics  eoustantes  c,  C,  c',  C,   il 
faut  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  les  points  A  et   B  sont   donnes,  les  varialions 

OJTo,  Oj'o»  ^-oj  iJj^ij  Oji)  ^~t  sont  nulles,  et  reqnation 
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r  =  o  est  satisfaitc.  Lcs  qualre  conslanles  sc  delerminent 
en  subsliluanl  lcs  coordoniiccs  des  points  A  et  H  dans  les 
equalioiis  de  la  droile. 

2°  Supposons  quc  les  points  A  et  B  doivenl  se  irouvei* 
sur  deux  courbes  IK,  LN,  ayaut  pour  equalions,  la  pre- 
miere  : 

(4)  J'=z<f{x),        Z  =  ^{x), 

et  la  scconde  : 

(5)  r=*(^),      3  =  M'(x); 

1  equalion   F  r=  o ,  forraee  au  moyeu  de  rcqualioii  (i), 

donnera 

;   fdr  ,  dy  ,  ^;  .    \ 

—  3x-^  —  Sy-i-     -<J3      =o, 
\ds  ds      ^  ds         I, 

(6)  /  ^ 

i   /d.v  „  dy  ^  dz  .     \ 

'    Y  "•*  ds  (IS         '  5 

Ell  eilet,  appelons  i^^o  et  <J(7i  les  deux  arcs  infiniment 
petits  ÄA'  el  BB',  situes  sur  les  eourbes  donnees-,  A'B' 
t'tant  une  courl^e  quelconque  infiniment  voisine  de  la 
droite  AB,  on  pourra  metlre  T  sous  la  forme 


i  f/.v  S.r         dr  §r         dz  Sz 

(7) 


y  ds    Scr         ds   Scr         ds  Sa 
(  dr  S  X         dy  S  y         dz  S  z 

—  ^''^  \^r  s'-^-r  —  -^  -T  — 

\  ds    ocr         ds    oa         ds  oc 

Les  faeteurs  places  entre  parentheses  ont  des  valeurs 
finies,  car  ils  repiesentent  les  cosinus  des  angles  que  la 
droite  AB  fail  avcc  les  courbes  aux  points  A  et  B.  Comme, 
d'ailleurs,  0(7o  et  oa^  sont  des  quantites  independantes 
l'une  de  lautre,  on  voit  bien  que  l'equation  F  =^  o  en- 
Iraine  les  suivantes  : 


ds    oV 

ds    o<j 

ds  ScJ , 

dr   §.r 

dy  Sy 

dz  §z\ 

ds    OG 

ds    3g 

ds    ÖG 1 u 
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et  CCS  pquations,  qui  soi  t  an  (oiid  les  m(^nies  que  les 
c'qualions  (ß),  nxpiiinent  «jue  la  droile  AB  est  normale 
aux  dcux  tourbi'S. 

A  cause  des  equaiioDS  {?>)  ^  on  a 

rlr  'Iz 

clx  (Ic 

et,  puisque  les  exliemil('s  de  la  ligne  Aß  doivent  reslt-r 
sur  les  courbes  (4)  et  (5) ,  on  aura 

(JZo  =;  T];'(.ro)  ^Xo- 

Les  ef[uations  (6)  peuvenl  donc  se  metlre  sous  la  forme 

I  4-C(p'(.r„)  4-6-'<l/(:r„)=o, 
et,  reunics  aux  huit  equations  suivantcs, 

j„ -- c  j"o  -t- C,      j,  —  ex, -rC, 
3„  --  c'xo  4-  C,        3,  =  c'.r,  -f-  C', 

j„— <p(x„j,  r,  — c^(J•,), 

elles  formeiit  un  Systeme  de  dix  equalions  propre  ä  de- 
terminer  les  quatre  constantcs  et  les  six  coordonuecs  des 
polnts  oxtiemes  de  la  droit(>. 

3"  Sup))usons  cjue  Ics  poiuls  A  et  B  doivent  eire  sur 
deux  surlaces  donnees.  On  pourra  encore  mcllre  F  «ous 
la  forme  (7),  en  appelant  otq  el  ^7,  deux  arcs  inliniment 
pelils  AA',  BB'.  sllnc'S  sur  le>  deux  surfaccs;  el  comnie  les 
tieplacements  des  poiuls  A  et  B  sonl  independanls  Tun 
de  l'aulre,  on  aura  encore 

'dx  (J.r        dy  Sy        dz  S: 


ds    St         ds  Ofj         ds  6(7  J  ^ 

i de  Sx        dy  Sy        dz  Sz\   

\ds  6a         ds  da         ds  6a  Ji 


SOIXANTE    ET     UIMIKME    LE^ON.  3  I  .5 

La  prcnii^rc  equailon  expi  iino  ([uc  la  dioite  AB  est  nor^ 
male  ä  uiie  couihe  fjuelcoiKpic  siluce  sur  la  prcmiere 
suiface  el  passaiil  pai'  le  poinl  A  ;  (Jone  la  droilc  AI»  est 
normale  ä  la  prciuierc  suiface.  Gelte  droile  est,  par  la 
meme  raison,  normale  ä  la  seconde  surface. 

I  es  conslanles  ci  les  coordonnees  des  points  A  et  \i  sc 
drterniineronl  comnie  dans  le  cas  precedent. 

HGJVE    LA    PLUS    COL'RTE    sl'R    UKE    SLRFACE    DOMiltE. 

787.  Soit 

(i)  F(jr,j,z)  =  o 

requntion  d^unc.  surface  courhe  ^  proposons-nous  de 
tronvcr  la  ligne  la  plus  courte  AMß  que  Von  puisse  tra- 
cer  sur  cette  surface  eiitre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

Soient  To,  j'oi  Zq  les  coordonnees  du  [oinl  A,  et  Xj,  ^j, 
Zj  Celles  du  point  B. 

Toutes  les  courbes  que  Ton  doit  comparer  etant  sur 
la  surface  (i),  les  variations  des  coordonnees  doiveiit 
satisfaire  ä  l'equation 

,    .  'IV  .  d¥  ,         r/F  , 

(Ix  elf  dz 

L'une  des  condilions  du  minimuni  est 

(3)  }L^=zSxd \-oyd-^ — \-§zd- — i^  o. 

ds  "       ds  ds 

Mais  de  requation  (i)  on  peut  tirer  la  valeur  de  ^z^  el 
la  porter  dans  l'equation  (3),  qui  devient 

'11        \  /  ''^ 

(Ix        dx    ,dz\  I       dy         dr     ,dz  . 

d- TT^d--    \+^y\    d~ —d—  \—o, 

ds         '^     ds  j  ^   \       dx         dF      ds  ' 

dz  /  \  7/1 

et  cette  equation,  ä  cause  de  l'independance  des  variations 
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^x  et  ^y,  revieni  aux  deux  suivanies 


(4) 


dx        dx      dz 

'^Ts-ir^ds^''' 

dz 
d? 

dy        dy      dz 

d-r rr.d-r  =  o; 

ds        d  r      ds 

7?r 


ce  qul  fall,  avec  requalioii  de  la  surface,  liois  equalious 

pour  dc'terminer  les  deux  fonclions  j'  ot  z.  jNIais  on  doit 

observer  quo  l'unedes  cqualions  (4)  (^st  une  consequencc 

de  l'autre  et  de  l'equaiion  (i).  Eii  effel,  ou  lire  des  equa- 

tioiis  (4) 

d.r         .  dy  dz 

d 


d 
ds 

~dV 

Tu 


d- 
ds 

~dF 


ds 


ou  bicii,  eu  desigiiant  par  dl  la  valeur  commune  de  ces 
Irols  rapporls, 

ds  d.r 

d—  —  --d)., 
ds         dy 

dz         dV 
d  —  =  —  d  /  . 
ds  dz 

Ajoutons  (CS  equations,  apres  les  avoir  raultipliees  rcs- 

dx     dy     dz 
ijectivement  iiar  — ,  — •>  —r  '•  nous  aurons 
^  ^        ds     ds     ds 


(5) 


'  dt      dj-        dy      f/y         dz      dz 

1    ~-  d- \-  ~-  d h  --  d  — 

\  ds       ds  ds       ds  ds      ds 


dF   ,         dF    ,         dF   ,  \  d\ 
—  dx  +  ---  dy  -i-  -T-  ^/=     — • 
fix  dy  dz  ds 


ür,  le  piemier  membre  est  luil,  puis(ju"on  Tobtieudraii 
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en  diirercnliatil  Tccjualion 

dr"^         cA  2         r/z' 

le  coefficicnl  de  --?  dans  le  second  menibre,  est  aussi  nul 
(Is 

ä  cause  de  requation  (i).  Donc  l'equation  (5)  est  une 

idcnliu'".  Par  consequenl,  l'une  des  equaiioiis  (i)  et  (4) 

est  une  conse(|uence  des  deux  aulres.  II  sufHra  de  consi- 

derer  deux  de  ces  equatious,  pour  que  la  ligne  cherchee 

soit  determinee. 

788.  Les  Hgnes  les  plus  courles  sur  une  surface  sont 
nommees  lignes  geodesiques  de  cette  surface  :  elles  jouis- 
sent  de  cette  propriete  que  tous  leurs  plans  osculateuis 

sont  normaux  a  la  surface.  En 
effet,  soit  K  le  centre  de  coui-- 
bure  de  AMB  au  point  M.  La 
droite  MK  fait  avec  les  axes 
des  augles  dont  les  cosinus  sont 
proporlionnels  ä 


Fig.  i3i. 


<«)  4:^ 


ds 


ä'h. 

ds 


D'un  autre  cote,  la  normale  ä  la  surface,  au  point  IM, 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
portionnels  ä 

dY       dY       dF 

dx        dr         dz 

Mais,  d'apres  les  equations  (4),  ces  trois  derivees  sont 
proportionnelles  aux  quantites  (6).  Donc  les  angles  for- 
mes  par  les  deux  droites  avec  les  axes  sont  egaux,  et  la 
normale  ä  la  surface  a  meme  direction  que  le  rayon  de 
courbure,  ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  en 
un  point  quelconque  M  d'une  ligne  geodesique  est  nor- 
mal ä  la  surface. 

Les  constantes  se  determineront  comme  dans  le  pro- 
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Llenie  precedent,  cL  Ton  verra  de  la  nieme  maniere  <\\\e 
si  la  ligne  <  liercliee  doit  .iboulir  a  deux  conibes  donnecs 
sur  la  suifacc,  la  courbc  AMR  Ics  coupcia  ä  angle  droit. 

789.  II  ( oiivieiil  d  obscrvcr  que  la  propriele  dY-tie  la 
ligne  la  plus  courle  eiitre  deux  poiiils  fpulfonques  il'une 
surface  peut  n'exlsler  cjuc  sur  unc  ccrlaine  porlion  dune 
couibe.  Par  exeinple,  sur  I.i  S[)bcre,  le  plan  de  Unit 
grand  cerclc  (qui  est  en  mrme  ternps  son  plan  osculaicur) 
est  normal  ä  la  surface.  .Mais  la  propriete  du  minimuni 
apparlicnt  seulcment  aux  arcs  de  grand  certle  moindres 
qu'une  demi-circoiifi'rrnce. 

SlUFACE    nr.    PltVOLVTION    MINIMUM. 

790.  Etant  c/onncs,  c/ans  le  iiieme  plan^  fleiix poinis  A 
et  B,  et  iiiie  droile  CD,  Iroiiver  luie  com  he  AMH,  s/tnee 
dans  ce plan,  et  qui,  en  tournant  autonr  de  QX),engendre 
une  surface  de  leuolulion  dont  V aire  soit  la  plus  petile 
possihle. 

Prcnons  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  j^  une  perpendiculaire  a  rette  droile.  Soient  x^^  Vo 
les  coordonnecs  du  point  A,  et  x, ,  Vj  Celles  du  point  B. 
La  surface  engendree   par  AMB  etant  represenlee  par 

2~  /  jds-,  la  queslion  proposee  revicnt  ä  clieiiher  le 
niiiiiniuni  de    /      yds.  Oi",  on  a 

0  J'ds^l       r,yds^\      (r.iyJs-^yr.(ls); 


mais 

d  oü 


don 


ds-  —  dx-  —  dj-, 
(/s'^jds  —  (/x'i,d.r  —  i/yO(/y  —  (/.rtpj.r       ilydZv; 


soixAKTi-:  r.T  imi:mk  li;<;oa, 
cl,  eil  iiil('j;iaiil  |>;ir  parücs, 


3i7 


cJt  .^ 


y^^^-^y^i.^y 


II  faul  ('f;alcr  a  v.evo  la  (juaiilile  placcc  sous  Ic  siyiic   | 
dans  lo  sccond  incnibie,  et-  qui  donne 

(■) 


"l'-T^l^"' 


r/.i  —  il 


f/r 


Mais  la  seconde  tnjuaiioii  csi  une  conscquence  de  la  pre- 
niiere.  En  efiot,  oii  a  idcDliqucnicni 

car  edle  c'-quatiou  rcvieiil  a 

f     (/.r\  dr  (lY       1 

\     ds  I        ds  (Ls 


dy 

dx 


(ir.       l     d.r\         dy 


dr    ,  rdr 

~dr 


,     fd.r^        dY'\  (dx     d.r        dr     (h\ 

'■'[ds^-^dF)-''^^'\d^'d^-'d^''äl)='''' 

conscquence  des  equalions 

r/r'        dr^  _ 

d^'^'ä?^'^' 
d.r     ilr         dy    ,dy 
ds       ds  ds       ds 

11  suflit  donc  de  cojisiderer  rcquaiion  (i),  qui  donue 


r  —  =  c : 

-^  ds  ' 


d'oü 


^z=zc 


s/'-^'^r 
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et,  en  resolvaiU  j)ar  lapporl  ä  dx^ 

,  cdy 

ax  =1  -' « 


L'inlegrale  de  cette  crjualioii  csi 


(x^sly'-c'\^ 


X  —  c  r^  c 

cFoü  l'on  lire 

/    jc — c'  .r  —  c' \ 

(3)  ^=i(,-^^r^~j, 

equation  d'une  chainelle  (o7i,  2°). 

Les  constanles  c  et  c'  se  deterininent  comine  daus 
l'exemple  precedenl.  Si  Ton  fait  passer  Taxe  des  y  par  \r 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  c'  =  o,  et 


i(/-.-^). 


Si  Ics  points  A  et  15,  au  lieu  d'etre  fixes,  devaieul  se 
trouver  sur  deux  courbes  donnees,  on  obtiendrail  encore 
une  chainetle  normale  ä  ces  deux  courbes. 

EXERCICES. 

\.  Plus  courtc  distnnce  de  deux  points  sur  la  surface  d^un  cy- 
lindrc. 

Solution  :  Courbe  faisant  avec  les  generatrices  un  angle  constant. 

2.  La  li^iie  minimuin  sur  une  surface  dcX'eloppable  se  trome 
par  la  quadrature. 
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SUITIi  DES  APPLICATIONS  DU  CALCÜL  DES  VAHIATIONS. 

Brachiätoclii'one.  —  Remarques  siir  rcqiiation   K=:o.  —  Maximum   ou 
minimum  relatif.  —  Problemcs  sur  les  isoperimetres. 
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BRACHISTOCHRONE. 

791 .  Probleme.  —  Etant  clonnes  deux  points  A  et  B, 
troitver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  tin  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  tenips  le  plus 
court  possihle.  Celle  courbe  s'appelle  hracliisloclirone ^ 
ou  courbe  de  plus  vile  desccnle. 

Preiions  une  verticale  quelconque  pour  axe  des  .r,  et 
deux  axes  reclangulaires  Oz  et 
Oy  dans  un  plan  horizontal 
quelconque.  Si  Ton  suppose  que 
le  mobile  soit  parll  du  point 
A  (.^cj'o''  ^o)?  Sans  vilesse  ini- 
tiale, on  aura,en  designant  par  V 
sa  vilesse  au  point  M(x,j,  :;), 

(l)  V===2§-(x-.r„). 

Mais  s  elant  l'arc  parcouru,  et  t  le  lenips  ecoule,  on  a 

ds 
dt 

valeur  qu'il  faut  prendre  posilivenient,  paice  que  Tarc 
augmenie  continueliemenl  avec  le  lenips.  II  en  resulle 


—  V^t^V*'—  -^o), 
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d'ou 

dt—-        ''' 


Oll  aura  donc,  en  nommanl  T  le  teinps  necessairc  pour 
parcourir  l'arc  AB,  et  Xi  l'ahscisse  du  point  B, 


I     r  ^1     ff'' 

II  faut  mainlenant  cliciclier  la  vaiialioii  de  liuiegrale 
^,      ds 


r^,      ds 
En  posant 


on  aura 

0  fx  ds  =   A  0  X  f/5  -f-  X  0  ds). 

Mals 

I  -^ 

§X= {x  —  xo)     '(S.v  —  Sx,); 

dun  autre  cole, 

d.r  dy  dz      , 

Sds  =  --  d8 JT  -\ '    d3f  -\ — ~-  doz. 

ds  ds  ds 

INJeltanl  ces  valeursdans  rctjualion 
(3)  0   /  XfA- :-  o. 


S.i\  l  -  {x  —  .r„)    ^ ds 

Inlegranl   par   pailics,    cl    laisanl    soilir   du   t.iunr   /  Ics 
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dilTerentielles  des  vaiialioiis,  on  a  ikHiiiilivcmonl 

H fj.r(.r  —  ,ro)    ^  f/.\ 

3 

Pour  que    la    quanlite    placce    sous    le    signe  |  dans   la 

seconde  integrale  soit  nulle,  il  faut  egaler  a  o  Ics  coef- 
ficients  des  varialions  dx,  oy,  dz^  ce  qui  doime 

(4)  i(a.-.r,)'t/.+  r/(xJ)  =  0, 

,5)  .(Xg)=„.     .(x|)  =  o. 

Les  deux  dernieres  equatioiis  sont  süffisantes;  car  on  a 
idenliquement 

dr      /      d.r\         dv      1    ^  dy\         äz      I      dz\  __ 
ds      \      ds  j        ds      \      ds  j        ds      \      ds  j 

puisque 


Mais 


On  aura  douc,  en  ayant  egard  aux  equations  (5) , 

dx      I       d.r\  I  dr 

ds       \      ds  j  2  ,  I 

c'est-ä-dire  rt'qualion  (4). 

Sturm.   —  ^n.,  11.  21 


d.7'^  +  dy'  - 

-dz'- 

ds^ 

dX-        '  - 

dr 

2   , 

i^ 

So."?  COVRS    D  ANALYSE. 

On  liredes  equalions  (5) 


ds 

- 

=  c. 

X--C' 
^  ^.  -  ^  ' 

ou 

(fi,        ■    ''•• = 

= 

c, 

1           rfr. 

—  C; 

*'            sl.-..'^ 

sja:  —  x„  ^^^ 

doü  Ton  deJuit 

r/r 
7z 

C 

et 

(7)  ^  =  ^  =  -C-. 

792.   Celle  equaiion  monire  d'abord  que  lous  les  points 
de  la  courbe  sontdaiis  uu  meine  plan  verliral. 

En  reniplacani  ds  par  \^dx^  -f-  dj^  el  C  par  — ^  pour 
l'homogeneile,  ondeduit  de  la  premiere  des  equalions  (6) 


dy  =  dx 


Y     „    _    X   -T- 


Si  Ion  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  X)  ,  el 
le  poinl  de  deparl  A  pour  oiigine  des  coordonnees,  ou  a 
x^  ^=  o,  el  lequation  differeniielle  de  la  courbe  se  re- 
duit  ä 


[8)  dy  =  dx 


^i 


La  cycloide  represenlee  par  cette  equation  a  un  poinl  df 
rebroussement  au  poinl  A,  sa  base  esl  horizoniale,  el  Ic 
diametre  de  son  cercle  geiieraleur  est  egal  ä  a. 
En  iniegranl  rei[ualion  (8),  on  a 


yz=z  —  a  arc  cos v'  "• 


2 


On  detcrininora  la  conslante  a,  c'esl-ä-tlire  le  diametre 
du  cercle  geueraleur,  en  exprinianl  (jue  la  courbe  passe 
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])ar  lepoiiU  15  (.r,,yi ).  On  peul  aussi  obteiiir  ce  diameire 
par  la  consti'uclion  suivante.  Decrivons  une  cycloidequel- 
Fig.  i33.  conque   ayant    soii    sommet   au 

l  ,  point  A   et  pour  basc  A/;  soil 

'•'  b  le  point  oü  AB  rencoiiire  celle 
courbe.  A  causedela  similiiucle 
des  dcux  cvcloides,  c  et  C  etant 
les  cenlrcs  des  circonferences  ge- 
neratrices  qui  correspondetil  aux 
deux  points  b  et  B,  les  triangles  ABC,  Khc  sont  seni- 
blables.  Or,  les  points  Z»,  B  et  c  etant  connus,  il  snlfira 
pour  avoir  le  centie  C  de  mener  BC  parallele  äicjusqu'ä 
la  rencontre  de  Ac  prolonge. 

Le  temps  eniploye  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 

au  point  B,  est  egal  ä  — =^   /       — =  ("91 ),  en  prenantTo- 

riglne  des  coordonnees  au  point  A.  On  aura  donc,  d'apres 
l'equation  de  la  courbe, 

TOI"}.  Supposous  maintenantque  les  deux  points  A  et  B, 
au  lieu  d'etre  dounes,  soient  assujettis  ä  se  trouver  sur 
deux  courbes  donnees  CD,  EF.  On  obtient  encoic  une 
cycloide  AMB,  situee  dans  un  plan  veitical.  Pour  deler- 
miner  les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  a  l'equation  generale  T  =  o,  qui  esl,  dans  ce 
cas  (791), 


1  (l.r  ^         dr  . 
^  ds  dx    •' 

<U  ^  dv  ^  ^'•.    M         .         /"''''  ^^ 


Comiue  les  deplacenients  des  points  A  et  B  sur  les  deux 

21. 
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courbes  sont  independants  Tun  de  Taulre,  on  a  d'abord 


;o 


b& 


r/y  ^  dz  ^ 

ds  ds 


Celle  equaiion  exprime  que  le  cosinus  de  l'angle  TBU  est 
Fig.  i34.  nul,    BT  et  BU  elant  les  lan- 

gentes  menees  par  le  point  B 
aux  deux  courbes  EF  et  AB  : 
donc  la  cycloide  AMB  coupe  la 


courbe  EF  ä  angle  droit. 

11  faul  mainlenant  egaler  ä  o 
le  resle  du  premier  membre  de 
Icqualion  F  =  o ;  niais,  aupara- 
vant,  on  peul  siraplifier  celle  equaiion.  En  effet,  on  a, 
pour  lous  les  poinls  de  la  courbe  AMB  ("91), 


ou 


P{^'^ 


"(''S) 


d.r 


.r 


{x  —  jr„y- 


d'oü  Ton  lire 


n 


['     ds),~^\^ds) 


Subsliliiant  cotte  valeur  dans   Icqualion  F  ^=  o,  eile  se 
rcduit  a 


X 


dx 


OXo  ■-)- 


ds 


0  >  „  +   I    X  —   1    (?Ca 


Celle  cfjualion  peul  elre  rendue  symt-lrique  par  rnp- 

porl  aux  variables.  On  a  Irouve  (791 ),  C  et  C  eiani  dt-ux 

conslaules, 

dy  d- 
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donc 

l^V(|uatioii  (2)  dovicnt  alors 

ci.  ca  divisaiil  pai-  Xi,  facieur  comniun, 

Celle  tlornicrc  equalion  exprinie  que  la  langenle  a  la  cy- 
cloide  au  poinl  B  est  perpendiculaire  ä  la  langrnie  menee 
ä  la  (ourbe  CD  parle  point  A. 

Lcs    couslanles   el   les  inconnues  Xq,  701  2:0,  x,,  j,,  z, 
sc  determiueroiil  coiume  dans  lcs  cxemples  precedenis. 

REMARQUE    SUll    LIKTEGRATIOIN     DE    l'^QUATION    K  =  O. 

7i)-i.   C'est  ici   le  lieu  de  placer  quelques  obscrvaiions 
relalives  a  lequalion  differenlielle 

1°  Supposous  que   JN    soit   nulle,    c'est-ä-dire  que   j 
n'entre  pas  expHcilement.  dans  \  .  L'equalion  (i)  se  reduil 

alors  a 

^P        cr-Q  __ 
dar  dx^ 


d'oü  resulte 


''Q 


Celle  equalion  n'esl  plus  que  du  troisieme  ordre,  si  V  ne 
conlienl  pas  de  derivees  d'un  ordre  superieur  au  second. 

2"  Si  M  =  o,  c'esl-a-dire  si  x  n'enlre  pas  explicite- 
menl  dans  \  ,  requalion  K  =  o  se  reduira  encore  au  iroi- 
sieme  ordre,  en  j)renaut  j  pour  variable  iudependauie  j 
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mais  on  pciil  encorc  la  it-duir-e  au   lioisieme  ordre  de  la 
nianierc  suivaiilc.  A  cause  de  M  =  o,  on  a  (764) 

dV  =.  'Sdy  -A-  Vflp  -r-  (Ulrj; 

d'aillcurs 

N  —  ^ ! >^  =  o. 

dx  d.,:^ 

IJiminanl  N  ciitre  ces  equalions,  ou  aura 

\       (l.r^  (l.v  j 

d  'oü 

dp  dQ 

equalion  du  lioisieme  ordre  seuleiiionl, 

3"  Si  Ton  avait,  a  la  fois,  iM  =  o,  2S'  =o,  l't'qualion  (3) 
se  ramcuerail  au  deuxienie  oidio.  On  auiall  alors 


d'oü 


et  requalion  (3)  dcsiiMidiait 

(4)  Vr^Q7  +  r'/;4-c. 

Voicl  Uli  problouie  dans  Jecjuel  ccs  sitnpliGcalions  se 
presenicnl. 

79o.  Probleme.  —  lyoin'er  une  couihe  plane  AM13 
teile,  que  Vaire  ACBD  coniprise  ende  Varc  AMB,  les 
rajons  de  cowburc  AC  et  BD  qiii  corrcspotulciit  anx 
deiix  points  extremes  A  et  B,  et  la  portioii  de  dey'C' 
lojypee  CD  compn'se  ciitre  les  centres  de  coii>bure  C  et  D 
soit  un  iidniininn. 

11  ue  pcut  pas  y  a\oir  de  niaxiuuini,  puiscjue  AB  deve- 


^P 

du: 

=  0. 

P  — 

'!9- 

du 

c'. 
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naiit  Tino  ligiic;  dioitc,  la  surface  corrcspoiulaiil(;  spiait 
infiiru;.  En  prenaiit  uiu;  tourbe  peu  tliffci'ciilc  de  cetle 
droile,  oi>  aiirail  donc  une  aire  aussl  grande  qu'ou  vou- 
drail. 

Soient  MR  et  M'R'  les  rayons  de  courbure  de  deux 
Fic-  i35.  poinls  iufinimciU  voi- 

sins  AI  et  M'.  Le  irian- 
gle  infiniment  |)elit 
MK'M'     est     egal     ä 

-och,  eu  appelanl  z 
2  '  '  '  ' 

le  rayon  de  touibure 
MK,  et  ds  l'arc  infini- 
ment pctit  IMM'.  On  en  conclut  aisenicut  quo  la  surface 
en  question  a  pour  mcsurc 


f 


2  7 


fix. 


Xq  vi  .r,  etant  les  abscisses  des  poinls  exlienics  A  et  B. 

Coninie  la  fonciion  V  ne  contient  explicitenient  ni  x 
n\j,  nous  appliquerons  la  formale  ("94) 


(0 
or, 

on  a  donc 

QU 

(2) 


Q  =  - 


(T+/J 


27- 
27 


-h  c'p  -f-  C, 


(I 


=  c'p-i- 


Comme  p  = 


(l4-/>' 


P  = 


j  cette  equalion  revienl  a 
c'p  -+-  c 


S/i^p' 


'.'j'.S  couns  p'a.nalyse. 

Soit  0  l'aiigle  iMTx  que  fail  la  langenle  MT  au  point 
IM  (x,j)  avec  Taxe  Ox  :  on  a 

n  I 

tarig9=/>,     sinO=     __!___    ,      cosO 


Par  consequenl, 

p  =  c'sinö  -r-  ccosO. 

Soicnt  a  et  a  dcux  nouvelles  consianies,  telles  que 

c=  —  aasina,     c'^2acosa, 
on  aura 


a  =  -  Je'  -r  r'% 
2 


c 

:■)       COSa  :^  — 


on  a  ainsi 

(3)  p  =  2asin(0 — a). 

Prfnons  dcux  nouvcanx  axes  reclangulairesÜjr'etO^'', 
tels  quo  x'0.r  ==;  a. 

Si  l'on  fail  ö  —  a  =  Ö',  on  aura 

&  =z=  2«  sinO'. 

Forinons  l'equation  ditrercnlielle  qui  convient  ä  ces 
nouveaux  axes.  On  a 


d'oü 


tan£ 

;ö'  = 

f*'  — 

dy 

dx 

\/ 

dy- 

Remplacons  p   par  -^ '    ->  valeur  qui    supposc    la 
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courbc  concave  vcrs  Taxe  dos  x  :  on  a 

(4)  ("^;zr.)=-''  — ' 

equalion  differenlicile  de  la  coiiibe  chercliec,  par  rap- 
port  aux  nouvcaux  axes.  On  tirc  de  cette  equation 


dx  =; 


ad  ,  ., 

(l.T- 


d'oü 

(5)  a:-c  = 


d.r.^ 


En  supposant  la  constanle  c  connue,  on  peul  imagiiicr 
que  Taxe  des  j^  soit  transporie  parallelementä  lui-meme, 
de  teile  sorle  que  loutes  les  anciennes  abscisses  soieiil 
diminuees  de  c.  L'equalion  differentielle  de  la  courbe  est 
alors 


ou 


(6)  dy  =  dx\Jl 


La  courbc  cbercliee  est  donc  une  cycloide  dont  Taxe  est 
dirige  suivant  Faxe  des  x,  et  dont  la  tangente  au  sommet 
est  Taxe  desy. 

Pour  deierniinei"  les  constantes,  au  nombre  de  quatre, 
que  renferme  l'equaiion  de  la  courbe  rapportee  aux  an- 
ciens  axes,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  ; 

1°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnes  ainsi  que  les  lan- 
gentes  ä  la  courbe  en  ces  points,  l'equaiion  F  =  o  est 
satisfaiie  identiquement;  car  on  a  ^x^  =  o,  3j'o  =  o, 
^p^  =  o, On  aura  les  quatre  constantes  en  subslituauL 
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»es  coordonnecs  des  poinls  A  et  li  dans  li'-tjuation  de  la 
coiirbc,  et  en  exprimant  que  les  tangentes  eii  ces  poiiits 
sont  doniiees. 

2°  vSi  Ton  donne  les  poinls  A  et  l>,  saus  donner  lc3  tan- 
gentes ä  la  courbe  en  ces  deux  poinls,  Tequation  F  =  o 
deviendra 

Qi  op,  —  Q,  opo  =  o, 

et  comme  les  varialions  ü/>,  et  o/>„  sont  independanics 
Tuiie  de  l'autre,  il  faut  que  Ton  ait  st'parement 

Q,  =  o,     Q»  =  o; 
on  a  ti'ouve,  generalement, 

et  comme  i  -\-  p'  ne  peut  pas  etre  nnl,  il  faut  que  Ton  ait 
7.  —  ^  ,     7„  =  XI . 

On  deduit  de  lä  que  le  rayon  de  couibure  est  nul  aux 
poiiits  A  et  B  :  ces  points  sont  donc  les  poinls  de  rebrous- 
sement  de  la  cycloide. 

3°  On  peut  se  donner  le  point  A  ainsi  (jue  la  tan- 
gente  a  la  cyeloide  en  ce  point,  et  supposer  que  le  point  B 
doive  se  irouver  sur  une  couibe  donnee 

IJans  ce  cas  Tequation  F  =^  o  se  compose  de  deux  par- 
ties  :  un  lerme  contenant  ox,,  et  le  terme  Q,  cJ/?,;  ojr,  et 
dpx  elaiit  des  variables  independantes,  on  doit  avoir 
Q,  =  o,  d'oü  r/i  =  oo  .  Ainsi,  le  point  B  est  encore  un 
point  de  rebroussement  de  la  cycloide. 

MAXniLM    OU    MINIMUM    UELATIF. 

79G.  Dans  les  (jueslions  prccedentes,  il  s'agissait  de 
readre  maxiniuni  ou   niinimum    une    integrale   ditinie 


I 
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\<lx,  saus  aulrc    coiidilioii.    Oii    pcnt    ajonicr    au 

nioblcme   la    coiidilloii   (juune    aiUrc    inli-gralc   defiiiie 

/       üfix  ail  uiie  valcnr  dctcrminec  /.  Par  cxemple,  soil 

propose  de  trouver  partui  toules  les  courbes  planes  de 
meine  loiigueur  /,  icrminees  ä  dciix  points  A  et  B,  cclle 
doiil  Taire  comprise  cntrecelle  couibe,  Taxe  des  abscisses 
et  les  deux  ordonnees  extremes  est  un  maximum.  La 
c[ueslion  consisie  ä  deterniiner  j  eu  fonction  de  x,  de 
teile  sorte  qu'ayanl 


r 


(Ix  \Jl  -r  p^  =:  ly 


rinlc'giale   /      ydx  ait  unc  valeur  plus  grando,  ou  plus 

pelilc,  quo  si  Ton  rcniplacailj^  ])ar  toute  autre  foiulion  de 
X  satisfaisant  ä  re(|ualion  prect'deute.  On  dii  alors  que 
rinlegrale  adniet  un  niaxinium,  ou  un  miniiniun,  relatif. 

797.   Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  Tin- 
tegralc  /      \dx^  avec  la  condition 

(1)  /       \}dx  =  l. 

J  x^ 

Les  variations  de  ces  integrales   doivent  etre  nulles, 
si  l'on  compare  la  fonction  de  x  cherchee  avec  Celles  qui 

\}dx  la  meme  valeur.  On  doit  donc 

avoir 

(2)  0  /       \cIj-^=o,     3  1      l]dx  =  o. 

£n  developpant  ces  deux  condiiions  comme  on  l'a  fait 
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pourle  maximum  absolu,  on  a  deux  equations,  lelles  que 

(3)  ^  "•"  /      Kw^'-^  =  o, 

(4)  0—1       Lw  <-/./•  —  o; 

r,  0,  K  et  L  sollt  des  Ibnclions  que  l'un  furmcra  comme 
il  a  ete  dil  plus  haut.  Mais  ici  il  ne  faut  plus  poscr  separe- 
mciit  r  =  n,  K  =  o,  car  w  n'est  plus  une  fonction  entie- 
rcincnt  arbilra'ru'  de  x.  Pour  trouver  les  conditions  qui 
doivcnt  eire  remplies  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  eliuii- 
ner  w.  Posons 

(5)  f     I.o.^r  =  ,p{x), 

d'oü 

©  (.r„)  =  o,       1       Lwf/j- =  G  (o:,). 
Par  consequent, 

0  -!-  9  (.r,  )  r:=  O,       011       v{x,)t=z  — 0. 

II  resulte  de  la,  ä  cause  de  rindeterininalion  de  o),  qu< 
^(jc)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  assujetlie  seule- 
ment  ä  s'annuler  pour  x  =  Xq,  et  ä  devenir  egale  ä  — 0 
poura:=^  Xy.  Gr.  on  a,  ä  cause  de  lequalion  (5), 

W  =3 '■ • 

L       eU 

Portant  cette  valeur  dans  l'equalion  (3),  il  vicnt 

r  -t-  /     -ci^  [x)  =  o, 
ou,  cn  integrant  par  pariies, 

Comme  ip  [x)  est  une  fonction  arbitraire  doni  on  donne 
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les  valeurs  sculemcnt  pour  x  =:  Xo,  a:  =  x,,  on  doil  avoir 
separcment  les  equations 


(')         ''(!) 

—  o> 

^-(r; 

)   0  =  0. 

La  premicre  doune 

K 

-  =  -«        ÜU 

K  -!-  a  L 

a  dcsignant  une  constanle  aibitraire.  La  scconde  coiuli- 
tion  devient  F-i-aO^r  o,  car  1-^)  = — a,  puisquo-^ 
a  une  valeur  conslamc  —  a.  ün  a  donc  les  deux  equaiions 

(9)  r  -\-  (lQ=.  O,       K-T-«L=:0. 

II  y  aura  une  conslante  de  plus  que  dans  le  cas  oü  Ton 
cherclie  un  niinimuni  ahsolu,  mais  on  a  aussi  une  et[ua- 
lion  de  plus 


X 


\]cU 


798.  Si  Ton   avait  clierche  le  maximum  de  Tintegrale 
definie 


L 


{V4-öU)r/.r, 


on  aurait  ete  conduit  aux  deux  equaiions  (9).  Par  con- 
sequent,  la  reclierche  du  maximum /-e/af//" de  Tintegrale 

V^X,   lorsque    Tinlegrale    /       Ur/x    doil    conserver 

une  valeur  constante,  revient  ä  chercher  le  maximum 

absolu  de  Tiniegrale  /  (V^-  a\])dx. 

C'est  ce  qu'on  peut  dailleurs  justiGer  par  le  raisonne- 
menl  suivant. 


134 


COURS    D  ANALYSE. 


. 


Si  /      (V-f-aU)  fix  est  Uli  maximum,   pcndant   ijue 
\]dx  conserve  iine  valeur  conslanie  et  egale  ä  /,  U' 


et  V  designanl  des  fonclions  peu  differentes  de  U  ei  de  \  . 
OM  doit  avoir 


(0 


(2) 

donc 
(3) 


ce  qui  inontre  bien  que  /      \ rix  est  un  maximum  lors- 

que  la  condilion  /      \]dx^=  l  est  remplie.  Reciproquc- 

meiil,  de  l'inegalile  (3)  et  de  l'cgalile  (2)  on  deduirait 
Tinegalite  (i). 

PROBLEMES    SUR    LES    ISOPfiRIMETRES. 

799.  Etant  donnes  deux  points  C  ef  D  sur  un  plan. 
I'C-  '30.  trouv^er  parnii  toutes  les  cour- 

p bes  de  meme  longueur,  situces 

dans  ce  plan,  et  ternünees  au.r 
poijiisCcl  D,  Celle  poiirlaquelU 

faire  AHDC  est  un  niaxinium. 

On  doil  avüir 


et 


il  faut  (liercher  le  niaxlniuin  de  rintegralo    j      y  dx. 
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D'apr^s  la  iheorie  precedenie,  on  devra  chercher  le  maxi- 
muiii  absolu  de  riiitegralc  /  ( y  dx  -f-  a  yjdx^ -f-  ^  r * ) , 
ce  cjul  conduil  a  poser 

(1)  S  1       {yäa:  -\-  a  \jdx-  -t-  dy')  ^:z  o. 

Comnie  les  liiniles  x^  et  x,  sont  fixes,  la  parlie  de  la 
variaiion  designee  par  T  est  idenliquement  nulle.  Ou 
peut,  cn  outre,  iie  faire  vai'ier  que  x.  On  a  aiiisi 

(2)  /       iy-^a'-^/^d§x=o, 

ou,  en  inlegrant  par  pariies,  et  negligeanl  la  quautite  pla- 
cee  en  deliors  du  signe  i  ,  qui  est  nulle, 

et,  en  egalant  ix  o  le  coeflGcient  de  ^x, 

l  d'-  \ 


d'oii 


dx 


(3)  y-^^^ii;  =  ' 


Remplacons  r/y  par  \Jdx^  -^  dj^ ^  et  resolvons  par  rap- 

porl  a  dx.  II  viendra 

{r  —  r')  dr 
UV  = '  5 

d'oü 


X  —  c  =  v«^ —  ( j  —  c')% 
et 

(4)  (^_f)^_^(_y_c')'=a^ 

Ainsi,  la  courbe  cherchee  est  un  arc  de  cercle. 
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800.  Probleme.  De  toules  les  couibes  isoperimeires 
(jue  Von  peut  tracer  sur  un  plan  enlre  dtux  poinls  don- 
nes  A  et  B,  Irouver  celle  qni,  en  townant  autour  de  la 
droite  Ox,  engendre  la  plus  grande,  ou  la  plus  petile 
surface  de  revolution. 

II  faul  chercher  le  maximum,  ou  le  minimum,  leJalif 

do  Tintegrale  l     jds^  avcc  la  condition 


£ 


ds  =  /. 


La  quesiion  se  rauieue  (T98)  a  la  recherche  du  maxi 
muni ,  ou  du  minimum,  absolu  de 


r 


[y  +a)  ds , 


et  commc  a  est  une  constante,  on  obliendra  le  mcme  re- 
sultat  qu'en  cherchant  le  minimum  absolu  de  I  yds. 
Probleme  dejä  traite  (790),  et  qui  donne  la  chaincll«'. 

801.  Probleme.  De  toutes  les  courbes  isopeiinietres, 
trouver  celle  qui  engendre  le  volunie  de  rcvolution  nii- 
ninuini. 

L'equation  du  probleme  est,  dans  ce  cas. 


'£■ 


y'^dx  -f-  ads)  i=  o; 


comme  les  deux  poinls  A  et  B  sont  donnes,  on  pcul  ne 
faire  varier  que  x  et  faire  abslraclion  tle  la  parlie  F,  qui 
est  idenliquement  nulle,  puisquil  n  y  a  pas  de  derivee 
d'un  ordre  superieur  au  premier.  D'apres  cela  on  aura 


''(•^■^-^"S)  =  ^' 


d.r 
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Oll  (Icduit  de  In,  cii  rempla^anl  ds  par  \ldx'  -+-  d)  ', 

.    (,)'■  —  c )  (ly 

c(jualion  differentielle  de  la  courbe  elaslique  (o72). 

802.  Pbobleme.  Detcrniincr  la  coiirhe  qni,  par  sa 
rcvolulioii  aulour  (Van  axe  {^Vaxe  des  x)  engciidre  la 
suiface  luininiuni  qui  renfcnne  un  volunie  donnc. 

Ce  voluine  elant  t:  |  y^dx,  et  l'aiie  27r  Ijds^  il  faul 
poscr  (798) 

(i)  0  /  {y-dx  +  layds)  =  o, 

a  elant  une  constanie. 

En  considcrant  comme  iixes  les  doux  extietnites  de  la 
courbe,  on  peuiae  faire  varierque  x,  ei  comme  la  formale 

douiie 


d,v 
ods  =  -—  dar, 
ds 


Oll  aiira 

\  )  '  -\-  lay  —j-  )  a d  j:  =  o. 


A 


En  iniegranl  par  paiiies,  et  faisanl  Zx  =  o  aux  deux 
limites,  oii  a 


/  ^ X d  [  y'^  -{-  "x  ay  — -  j  =-.  o ; 


d'oü  l'on  conclut 

dx 
j2+  iny  —  =  C. 

Chacune  des  constantes  «  et  C  pouvant  eire  positive  ou 
negative,  on  pent  ecrire 

dr    ,    , 

•^  -^   ds 

Sturm.  —  An.^  II.  oo 
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et  de  lä  rcsultc 


C'est  requalion  diilerentielle  de  ]a  couibe  cheicliee;  le 
radical  doit  ede  lantot  posilif,  lanlot  lu'gallf:  il  change 
de  signe  quand  j  devient  un  raaximum  ou  un  minimum. 

Si  la  conslaiile  b  est  nulle,  on  a  un  ccrcle  ou  Taxe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  iequation  difTercnliclIe  (2)  appar- 
tlent  a  la  courbe  decrite  par  Tun  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisscr  sur  Taxe  des  x, 
comme  l'a  demontrc  M.  Delaunay,  dans  le  Journal  de 
Mathematiques  de  M.  Liouvillc  (*). 

EXERCICES. 

1 .  Detcrminer,  parini  tonte s  les  ligiies  (Piine  hngueur  donnee, 
et  terminecs  a  deux  poinls fixes  \,  B,  cclle  poiir  laqueUe  la  soinine 
des  produits  de  chaque  eleincnt  ds  par  le  carre  de  sa  distance  ä  la 
droitc  AB  est  un  inaxiinum. 

Solution  :  On  prend  AB  pour  axe  des  j.  Laquestion  se  rameneä 
lintegration  de  l'equaticn 

2.  Parmi  les  coiirhes  planes  qiti,  passant  par  deiuv  poiiits  jiJceXy 
tournent  autour  du  meine  axe  situe  danr  le  meme  plan  et  engen- 
drent  wie  surface  dont  Faire  est  dnnnee,  trouier  cellc  qui  donne 
lieu  au  volunie  inaximnm. 

c  /  {y^-b)dy 

SoLLTiox  :  rf.r  =  '^  ' 


(*)  l'oir  t.  VI,  p.  009.  et  unc  Note  de  M.  Sliuiii.  p.  3ij. 
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NOTE  I. 

SUU  UN   CAS   PARTICULIER    DE    LA    FORMULE    DU    BLNÜME, 
par  M.  E.  Catalan. 


(Extrait  des  Comptes  rendiis  de  l'^icademie  des  Sciences,  1S57,  l.  XLV,  p  621.) 


Les  ouvrages  les  plus  estimes,  par  exemple,  le  Conrs  (rjnnlyse 

dti  profond  et  regrettable  Sturm,  n'indiquent  pas  ce  que  devient  la 

s6rie 

in  mim  —  i )    ,      m  im  —  \)  [  in  —  2 )     , 

I  -I x-\ '-  X-  -(-  — 5^ '^ .'  x^-^... 

1  1.2  I  .  '2 .  J 

quand  on  suppose  x  =  ±\    Cette  lacune  peut  etre  aisement  com- 
blee  comme  il  suit : 

\ .  Lemme  I.  —  Le  prnduit  i/,  h,  Uy . .  u^  h,,^,  . . . ,  dans  leqiiel  on  sup- 
pose, pnur  plus  de  siinplicite,  u^  >  «,  >  ^/3. . .  >  ;;„>  «„^, .  . .  >  i , 
corn>erge  ou  diverge  en  meine  tcinps  que  la  serie 

h/,  +  l?/,  +  ...+  h/„+l«„^,...  (*). 


(*)  Cette  propositlon,  qui  est  evidente,  peut  etre  fort  utile.  Elle  proiive, 
par  exemple,  que  les  produits 

3  7  i3  21        n'-t-n-Hi  P-^\   e'-f-i         (■"-+- 1 

1   5  II    19        n'-^n  —  1  e  —  1    c"  —  1  '      c"—  1  *    "' 

scca  sec •sec--«« 

a  n 

sont  convergeiits,  et  que  les  produils 

2  5  10  n--f-i  /         .  n/  "X        /  a\ 

Tsy"«^-«-^.---'      ('  +  tanc«)(^,+tang-j...^,-Man3-j... 

peuvent  depasser  toute  liinite. 

22. 


Sio  COCRS    D''A^\LYSE. 

2.  Lemme  II.  in  etant  iine  rjuantite  positive,  moindre  quc  Vunite. 
le  produit 

P   =-i       2  ^  "^ 


in   in  +1   ///  -r-  1         m  -+-  n  —  i 
croit  indeßninicnt  arcc  n. 
Ell  effet, 

"  I-        ^(     ,        \  —  in     \ 

—  lim  «1     I  T )  =  I  —  w  ; 


ni~r  n  —  I  \         ///  -r-  n  —  i 


(lonc  la  Serie  nid  atiniit  poiir  trrnie  "eneral  1 est  diver- 

'  '  ^  ///  +  «  —  i 

gente  (*);  donc  le  produit  P„  est  divergent  (Lemme  I). 

3.  Lemme  IIL  ni  etant  une  qunntite  positive,  comprisc  entre  deux 
nonibres  enliers  positifs ,  p  —  i ,  /.»,  le  jjroduit 

p  -h  i        p  -\-  "i.  /?  -4-  I 


p  —  in  p  + 1  —  in        n  —  m 
croit  indefiniment  (wcc  n. 
4.  Theoreme  L  m  etant  une  qiiantite  positive  quelconque,  on  a 


(A)     2'"=H h-^ ^  +  ...+  o 

I  I . '2  i.i.Z.  .  .n 

Le  reste  de  la  sörie  (A)  est  (**) 

in[m  —  i). . .(/?/  —  w)  I 


R 


i.-2.3...(//-|-i)        (H-5)"^ 


Seit  p  le  nombre  entier  immödiatement  supörieur  a  m  :  on  peut 
^crire 

in{m  —  \^.  .  Am  —  p  -\-A 


R 


\  .1.  .  .  p 

1)  —  ///  /;  -4-  I  —  in         n  —  m 
X  ' ' ■ X 


p-r-l        p-\-i  «4-1         (i-f-O  )"-'-"• 

Uc?  troiä  facteurs  de  R,  lo  prcmier  est  constant,  ledeuxiemea  poiir 
limite  zöro  (Lemme  111),  le  troisieme  ne  surpasse  pas  l'unileydonc 
lim  R  =  o. 


(*)  Comf'trs  leiulus,  t.  XLIII,  p.  Gj;. 
(**)   Cours  d' Analyse,  {..  I,  ji.  iiS. 


KOTE    I.  -JI' 

ri.  TllEOKEME  II.   111  etdtit  II HC  (iiuiiitilc  f)Osilhc  fjuclcorifjtic,  ort  n 

^,  ///       i)i[vi  —  \\  m[in  —  \\...[ni  —  n-\-\\ 

l^B        o=ti--H ...-=— ^ ^ ^qt.... 

•     '  1  \  .t.  \  .1.  .  .n 


La  demonstralion  nc  dillere  pas  de  la  precödente,  pourvu  que  le 
rcsle  soiL  mis  soiis  la  forme 

j^,      _^/^/// —  i)...(/w  — /M-i) 


1.2.../? 

»  —  m  p  -hl  —  in        n  —  m 

X- • x(i  — Or  '     *  • 

jj-ri        p-\-  'i.  n^\        ^ 

n.    TitKOUKME  III.    111  Clont  unc  (jiuintite  positive ,  nioindre  quo 
Cunilc^  nn  (t 

I    _         ///        III  ( /;/  4-  I )       m  [in  -\-  \)  [in  -\-  "i.) 

•l'"  1  1.2  1.2.3 

j  in  { III  ~h  i) .  .  . [in  -h  n  —  i) 


\  1.2...// 

Dans  ce  cas,  Texpression  du  rcste  est 
/;/(/?/  +  I )...( /7?  -^  /? ' 


R": 


1  .-2.  .  .^// -t-ij  (i-r  Ö)""^""^' ' 

donc  (Lemme  II)  IimR"=  o. 

7.  11  est  evident  que  la  Serie  (C)  ccss3  d'etre  convergente  ä  par- 
tir  de  w  =  i,  et  que  la  sörie 

III       in  [in  -\-  ]]       in  [in  -h  i)  I  in  ->-  i) 

1  1.2  1.2.0 

est  divergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  in.  Los  cas  dont 
nous  nous  sommes  occupe  sont  donc  les  seuls  qui  presentent  quelque 
interet. 


(*)  Cours  d^ Analyse,  t,  l,  p.  120. 
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NOTE  IL 

SUa   LES    FUNCTIONS    ELLIPTIQUES   (*), 
par  M.  Despetrous. 


L'intögrale  sous  forme  algöbrique  de  l'^quation 

dx  cIy 

—  -j '        =  o 

v/i  — x*       /i— j' 

s'oblient  aisc^ment,  comme  on  sail  (**),  au  moyen  d'une  intögration 
par  parties.  En  meltant  celte  equation  sous  la  forme 


(Ix  yj  i  —  y"^  -\-  dy  \/ 1  —  X-  =  o , 
on  en  döduit 

I  dx  \/i  —y^+  I  dy  \/i  —  X- =  cons\. 
Or,  en  iniegrant  par  parties,  on  a 

ßu  v/7375  =  X  ,/izrp+J0^^ 


{")  Pour  rintelligence  de  cette  Note,  il  est  necessaiie  de  savoirque  Ton 
donne  Ic  nom  d^inlegrales  elliptiques  aux  integrales  suivanles,  donl  la  <e- 
conde  represente  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse  : 

/'  7"  dp 

i'*  espece.  j       — 1 

2^  espece.  I      dtfyji — c'shi-p, 

Jo 

Jr?  d-j 

^     (i-l-;i  siirjj)  v'i  —  c' sin'o 

Si  l'on  pose  x=  sin  53,  Tintegrale  de  premiere  espece  devient 

dr 


i 


(*•)   Voir,   par  exeniple,    Lackoix,  Tratte  du   Calcul  differeniifl  et  du 
Calcul  lutf-L^ral,  X.  11,  p.  \-'i. 


NOTE    U.  ^/\'-i 

jdy  s'  I  -  X'  =  y  yj  i  -  x'  ■[  j  -J== ' 

Ajoutant  cl  obscrvant  que  les  termes  sous  le  signe   /  donnenl  une 

somme  nulle  en  vertu  de  l'öquation  differentielle  proposi^e,  on 
trouve  l'iulögrale  algöbrique 


X  \/ 1  —  j  -  -ir  y  \/  i  —  x'^  ~  const. 

Le  constante  arbüraire  qu'clle  contient  est  la  valeur  de  y  pour 
X  -—  o.  Posons 


r 


fix 


'o    y/i  —  x- 
et  de  mßme 


:,     x  =  sina,      \/i  —  o:-' =  COSa, 


X 


-~=.  =  P,    J=sinß,     /T-7^  =  cosß. 
0     \/i-y' 


_dy 

Nous  aurons 

f/a  +  r/S  =  o, 

d'oü 

a  +  ß  =  7, 

7  (5tant  une  constanie.  D'ailleurs,  pour  «  =  o,  on  a 

j:=o,     ß  =  7j    j)' =  sin7. 

La  constante  de  nolre  integrale  est  donc  sin7.  Par  suite  il  vient 

sin7  ou  sin  (a  -H  &)  =  sinx  cosß  +  sinfi  cosx. 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  theorie  des  fonctions  clrcu- 
laires. 

Le  raeme  procöde  s'applique  facilcment  ä  la  recherche  de  l'inte- 
grale  d'Euler,  qui  donne  la  formule  fondamentale  de  la  theorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit,  en  effet, 

dx  dy 

Vi  1  —  o.-^  y/\  —  c'^x^      \/ 1  —  y-  VI  —  c^y 

En  multipliant  par  le  produit  des  denominaleurs  et  divisant  ['ar 
I  —  c^x'-  y-,  on  a 

JVi  —  )  '  v^i  —  f'^ '■"  ,          /  v/'  —  x-\/i  —  c-.i- 
•- — \    .,    ..   •     dx-r-  I ,    ..    , dy  —  consl. 
i  —  c'x'y                   J           1-C-J7V 


.»VI  corris   u  a>ai.yse. 

Or,  cn  inlegranl  le  premier  terme  par  parties,  on  oblient 


r 


V^'— .rV'  — ^'j'  ^^  ^  jr  \J  \  -y'  v/i  —  f'.v' 


■/ 


I  —  c  X  y  1  —  c'x'y 

(i  -hc')  (i4-r'j-'>-')  —  ar'jr'^—  t.c'^y'  dy 


f ) 


Ell  echangeant  enlre  dies  les  deux  lettres  x  et  y.  on  aura  le  second 

terme;  ajoutant  donc  et  observant  que  les  lermes  sous  le  signe  / 

donnent  une  somme  nulle  en  vertu  de  l'eqiialion  diff^rentielle  pri>- 
posee,  on  trouvera 

X  \j  \  — y^  \J  I  —  V y^A- y \f  \  —  j  '  \l  i  —  f" 


const. 


I  —  ex'  y 


La  constanle  du  second  raembre  est  la  valeur  de  /  pour  x  —  c. 
Posons 


£ 


el  de  meme 


X 


"'•     =h 


o    y/'  —  j>''  y/'  —  ^^) 


Nous  aurons 

(Ij.  -i-  dp  —  o, 

d'oü 

a  +  ^=r  7, 

7  ctant  une  conslanlo.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x  =  o.     (i  =  7,    ^"=^(7)- 

La  conslantc  de  nolre  integrale  est  donc  8(7).  P.ir  suite,  il  vient 

S'v^ou  S(a    •    M__S(^)C(^)R(6)  +  Sl^)C(a)R(.). 


(")  Dans  cette  iiitcgralo,  la  variable  x  iloit  ölre  prise  toiijours  moindre 
que  1.  Si  Ton  fail  x  =  siii^,  alors  langle  f  esl  ajpele  Vaniplitude  de  l'in- 
legrale  k.  Jacobi  le  desigiie  par  ama  el  pose  t  :=.  sin  am  x. 
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C'est  la  formule  fondamentale  de  la  thöorie  desfonctionscUipliquos. 
Elle  donne  S(x  — (3)  en  changeant  le  signe  de  S(^).  On  peut 
aussi  en  döduire  C(art:  ß)  et  R  (a±  ^). 


NOTE  III. 

ANALOGIE  DES    fiQUATlONS   DIFF^REMIELLES    LINfiAlRES 
A  COEFFICIENTS   VARIABLES,    AYEC    LES    fiQUATIONS    ALCfiBIUnVES , 

par  M.  E.  Biussinne. 


1°  Consiilerons  l'equation  differenlielle  liueaire  ä  coefficients  va- 
riables : 

De  l'inlögrale  de  cette  equation  on  döduit  par  les  quadratures 
Celle  de  X„,  =  /(x);  aussi,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supprime- 
rons  le  terrae  fonction  de  Id  seule  variable  jt. 

L'integrale  complete  de  X„,  =  0  est  la  somme  de  m  integrales 
parliculieres  distinctes,  que  nous  appcllerons  les  solulions  de  cette 
Equation.  Une  integrale  x=  c-\[x)  est  disiincte,  si  -^[x]  ne  peut 
etre  decomposee,  par  addition  ou  soustraction,  en  d'aulres  fonctions 
de  X,  qui  egalöes  ä  y  puissent  salisfaire  ä  X„,  =  o. 

Cela  pose,  rappelons  que  Lagrange,  dans  son  Memoire  intitule  : 
Solutions  de  differcnts  problemes  de  ccdcid  integral,  a  demontrö 
que,  si  l'on  connait  p  Solutions  c, _;>■,,  fjj^, . . . ,  c^  jj^  de  X„  =  o,  on 
complete  son  integration  en  effectuant  celie  d'une  equation  lincaire 
d'ordre  m  —  p.  M.  Libri,  en  i836,  a  donn^  de  l'extension  ä  ce 
thöoreme  en  demontrant  que.  si  une  equation  lineaire  X^  =  o  (Tin- 
dice /^  designe  l'ordre),  non  integree,  est  teile  neanmoins,  que  ses 
solulions  inconnues  satisfont  ä  X^  =  o,  Tintegration  de  cetle  der- 
niere  depend  de  celle  de  l'equation  d'ordre  p  et  d'une  autre  Equa- 
tion d'ordre  m  —  p.  11  est  ä  remarquer  quo  si  l'integration  de  X^  =  0 
est  necessaire  pour  savoir  si  les  solulions  de  cette  equation  appar' 
tieiment  ä  X,„  =  o,  ce  theoreme  rentre  dans  celui  de  Lagrange. 

Mais  on  peut  etablir  un  theoreme  g6nöral  comprenant  ceus  de 
Lagrange  et  de  M.  Libri,  dont  voici  l'enonce  :  Si  des  equations  dijje- 
rentielles  lineaires,  d'ordres  ni,  in\  ni" , . . . ,  ont  p  Solutions  com- 
munes,  on  trouvj,  par  wi  procede  analogue  a  la  recherche  du  com- 
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mun  diviseur  algebriquc,  Ccquatiun  X  =  o  qui  dnnne  cex  snluttonc, 
et  rintegrntion  des  propnsees  est  ramcnee  a  edle  de  y^^  =  o  et  h 
Celle  d'autres  equations  d'ordre  m  —  p,  m'  —  p,  in"  —  p. 

"i."  Si  dans  reqnalion  linöairc  X  — o  d'ordre  quclconque  on  pose 
y  =  IUI,  on  trouve  unc  transforrnöe  dont  la  loi  est  donn^e(4G' Lccon, 
n"  589) ;  nous  rC'crivons  ainsi  : 

/   „          ,^  du.       „„      fl^it          ,„„       I       r/^i/ 
X«  +  'X-7-4-"X r-3-+-"'X ö-n+--' 

]  dX  1.2.  (IX  1.2.3  (Ix 


\      dx  j  dx"'~^  fli'" 


Les  fonclions  'X,  "X, . . .  ,d'ordres  w—  i,  /«  —  2, . . . .  se  forment 
comrne  lesderivöes  du  pulynöme 

z"'^Pz"'-'+...-HT3-i-Uc'' 

I  CO  polynöme  est  la  fonclion  X  dans  laquelle  on  a  fait  -j-  --=z\t 

dy 
par  mpport  ä  z,  en  reinplagant  ensuite  z  par  --  et  z"  parj'.  Daprös 

cette  loi,  il  est  clair  quc  si  dans  'X,  "X, ... ,  on  remplace  v  par  w, 
on  aura  des  transformees 

,„         „^  du                        „-.         „,  „  du 
'X«^-"X  — - +-..     Oll     "X//-|-"'X- i-... 

dx  (Ix 

pareilles  a  (2).  Nous  appellerons  'X,  "X,  '"X...  les  conjuguees  pre- 
miöres,  secondes,  troisiämes...  de  X.  La  relation  (2)  nous  servira  ä 
dömontrer  les  theorömes  suivanls  : 

Theoreme  de  La^ran2,c.  —  Sil'on  connail/j  Solutions, f,_>-,,rj>j..., 
''pYp^^'^  X  =  o  d'ordre  /«,  son  Integration  sera  rameneeä Celle  d'une 
6quation  d'ordre  m  —  p. 

En  effet,  supposons  y—  y^u  :  il  suffit,  de  faire  dans  la  transfor- 
mee  (2)f  =j, ;  puisquej,  est  une  Solution,  son  premier  terme  sera 
annul6,  et  'X,  "X, . . . ,  deviendront  des  fonclions  connues  de  x.  II 
restcra  donc  unc  equalion  en  u  d'ordre  m  qui  s'abaissera  ä  l'ordre 

du         ,    ^         .  ,  ,  , 

w  —  I  en  posant  -.-  —  u  .  Or,  puistjue  r  —  _r,  «,  les  valeurs  de  u 

correspondantes  ä  j  =  j-,  =  j,  = . . .  =  y  sont 


et  Celles  de  «'  —  -7-  sont 
dx 


y. 

V 

j. 

r 

iB'  "0-)' 


NOTE    III.  ■>  17 

On  connnit  donc  p—  i  valcurs  do  n'  qiii  salisfont  ä  uno  cquation 
liiieaire  d'ordro  ///  —  i, 

X«'  +  "X T-  -H...  =  o. 

I  .  2    (IX 

Celle  cquation,  par  une  transformation  pareille  ä  la  piecedenle, 
pourra  ölie  abaisseo  a  l'ordre  r?i  —  2,  et  par  uno  suilo d'operations 
seniblables  onarrivcra  ä  uiic  oqualion  d'ordre  ///  — />». 

Nous  avons  rappelt  ce  mode  de  dömonstralion,  du  ä  d'AIombert, 
parce  que  son  applicalion  a  l'^quation  X=/(.r)  conduit,  lorsqu'on 
connait  les  m  integrales  particuiieres  c,  j,,  Cj  j^, . . . ,  r„,/,„de  X  =  o, 
ä  l'expression  de  la  valeur  de  y  au  moyen  d'une  integrale  multiple, 
qui  poul  clre  remplac6e  par  la  somme  de  m  integrales  simples,  ne 
diirörant  les  unes  des  aulres  que  par  les  indices  des  lettres ;  on  trouve 
pour  la  valeur  de,;': 


Tb: 


d 


.(Ix  \    ■) 


}'„-.' 


La  sommation  s'etend  aux  indices  «  =  i,  2,  3, . . . ,  ni,  et  le  deno- 
minaleur  sous  le  signe  d'integralion  est  le  produit  de  m  facteurs; 
chacun  de  ces  facteurs,  a  partir  du  premier,  estla  d6riv6e,  par  rap- 
port  ä  x,  d'une  fraction  dont  le  dönominatcur  est  le  facteur  prece- 
dent,  et  le  numeraleur  ce  möme  facteur  dans  lequel  le  plus  fort 
indico  de  j  est  augment6  d'une  unil6.  Apres  la  formation  compl6te 
du  denominaleur,  on  diminuera  de  m  les  indices  qui  depassent  />i. 

Sccond  üworeme.  —  Reprenons  la  transform^e 

(.)  X«  +  'X_+...  =  o, 

qu'on  deduit  de  X  =  o  en  posant  y  =  vu.  Si  jr,  mis  ä  la  place  de  v 
rend  nulles />  fonctions,  X,  'X,...,(P"''X,  requationX=  oaura/j  So- 
lutions de  la  forme  jy,,  jtj,,  x^y^ , . .  ■ ,  ^''"'j,  (nous  supprimons  les 
conslanles  pour  plus  de  simplicit6  dans  l'^criture).  En  effet,  dans 
notre  hypothese,  (2)devient 

I         (f  II  ■  I  r/'**'  a  d'"  w 

1.1.3p  (W^        '    i.-i....jj-]-i  dx''^'    ^'"^'^'  dx-"' 

Or,  cette  equation  a  pour  Solutions 

u  =  1  =z  X  ==  x^. . .  =z  xf' ' . 

Donc,  puisque  jr  =  ^1",  on  aura  p  valeurs  de  y,  savoir  :  j,,aJj,..., 
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j"''"'j',.  Nous  appellerons  les  integrales  parliculieres  de  celte  forme 
des  Solutions  conjuguees;  .r/,  est  conjuguöe  de^r,  et  x"'^'j,  dex"j,. 

En  sccond  lieu,  si  X  =  o  a  />  soluiioris  conjuguees  r,,  jy, 

•^''"'Ji'  chaque  fonction  'X,  "X,  '"X, aura  les  Solutions  conju- 
guees de  Celle  qui  la  prdceie  dans  le  devcloppement  (2),  ä  l'excep- 
tion  de  la  Solution  pour  laquelle  le  facteur  j:  a  le  plus  fort  expo- 
sant. 

Si,  en  effet,  on  suppofc  dans  la  relation  (1)  u  =  x  et  i-  egal  suc- 
cpssivcmont  ä  r,,  .rx,,.  . . .  •r''"'_r,,  dans  toiUos  ces  hypotheses  la 
transformee  sc  r6duira  ä  'X  =  o,  puisqiie  les  valeurs  de  <•  sonl  des 
Solutions  de  X  =  o.  Ainsi  'X  =  o  a  pour  Solutions  j,,  jrr,, ... , 
xP"'^!.  En  faisant  la  transformee  de  'X,  on  trouvera  de  m6me  que 
/,,  j:j,  , . . . ,  Jr''~^j\  sont  Solutions  de  "X  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  Iheoreme  comprend  celui  que  d'AIembert  demontre  dans  le 
cas  des  6quations  differentielles  ä  coefTicIenls  const;ints,  lorsque 
r^quation  al;^ebrique  de  laquelle  depend  la  Solution  a  des  racines 
ögales  (46*"  Lecon,  n°  590). 

CoroUairc.  —  Si  toutes  les  Solutions  de  'X  =  o  sont  7,,  xy^ , . . . , 
j:"~'j>-,,  X  =  o  aura  les  möraes Solutions  et,  de  plus,  la  Solution  jr""'/,, 
car  on  peut  toujours  concevoir  une  6quation  X„  =  o  d'ordre  m  (]ui 
ait  toutes  les  Solutions  ci-dessus;  or,  en  formant  la  conjugu^e  de 
X„,  =  o,  savoir  'X„,  =  o,  cotte  derniere  aura  ///  —  1  soUitions,  y^, 
x)\, . . . ,  jr™"'j)',  :  eile  seia  donc  idenlique  ä  'X; donc  aus>i  X„  sera 
identique  ä  X. 

Troisicmc  thcoremc.  —  Si  dans  la  liansformöe  (2)  de  X  =  o  on 
fjjl  v~j\  et  n=  e^^,r,  etint  une  Solution  de  X  =  o,  et  z  une 
quantitö  tres-petite,  celte  transformee  deviendra 

1  .'JL 

En  changeant  a  en  —  x,  on  aura  le  r^sultat  de  la  Substitution  de 
j  =  jiC~^"^.  Si,  ä  cause  de  la  petitesse  de  a,  nous  negligeons  les 
termes  dans  lesquels  cette  quantite  est  tMevee  ä  des  puissances  su- 
p(5rieures  ä  la  premiere,  on  voit  que  f^  =  ij/,  (x)  ötant  une  Solution 
de  l'equation  X  =  o,  les  substitutions 

donnent  des  rösultats  de  signes  conlraires  quel  que  soit  x;  ces  lieux 
relalions  pourraient  ctre  repr6.>ent6es  par  des  courbes  ires-rappro- 
chöes  comprenant  la  courbe  j=  4'i('^)- 

Maissi  y  =  •!^^{x)  annulait  X  et  un  nombre  impair  de  fonc- 
tions  'X,  "X,. . . ,  les  resuitals  de  la  Substitution  seraienl  de  mOmc 
si.nne. 
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En  second  lieu  si  l'on  doniie  Ics  LHiuulions  de  dcux  courbcs  tres- 
rap|irocliees,  tolles,  (pie  ruidonnoe  de  l'une  d'ellcs  soil  toujours 
mo  ndre  (]ue  l'ordonnöe  de  l'aulic,  et  si  la  substilution  des  valours 
de  ces  ordonnecs  cn  foncüon  de  x,  dans  X  =  o,  conduit  a  desresul- 
lals  de  signes  contraires,  il  existe  entre  les  courbes  donnccs  unc 
courbe  dont  rordonnöc  represcnte  une  Solution  de  X  =  o.  En  eflet, 
les  öquations  des  deux  courbes  tros-rapprochees  pcuvent  6lre  misos 
stus  les  formcs 

<f[x)  et  ^,l.r)  ctant  des  fonclions  constamment  positives;  or,  la 
substilution  de  ccs  valeurs  dans  X  =  o  ne  pourra  fournir  des  resul- 
tats  de  signes  conlraires  que  si  le  premier  terme  de  la  transformöe, 

savoir  Xe*^^'^^  ou  Xe~'^^'^^\  est  identiquement  nul,  puisquece 
terme  est  incomparablement  plus  grand  que  ceux  qui  ont  x  pour 

facteur.  Donc  j-=  o'^^^  doit  6trc  une  Solution  de  la  proposee. 

RECHERCHE   DES   SOLUTIONS   COMMUNES. 

3°  Pour  delorminer  la  fonclion  qui,  egalee  ä  zero,  donne  les  Solu- 
tions connnunes  ä  deux  öiiuations  lineaires  X^^^  =  o,  X,„  =  o,dan3 
le  Gas  oü  il  en  existe,  nous  lormerons  la  suite  d'ögalitös 

X       =  —-  (X  )  -l-X 

I  m+p  r/j-l'    >       '"'  in+p— 11 

(A)        )x.„,_,=k£;:1(x,„)+x 


»1+/;— S5 


X„,,,  =  M^(XJ+N(X„ 


K,  L ,  M  sont  des  fonclions  de  x  determinees  de  teile  sorte, 

que  les  lermes  de  l'ordre  le  plus  61ev6  soientles  mßmes  au  premier 
et  au  second  membre;  les  restes,  comme  l'indiquent  les  egalites, 
sobtiennent  par  de  simples  soustractions.  Or,  il  est  evident  qu'une 
Solution/,  qui  rend  identiquement  nulles  X,,,^^  et  X„  et,  par  suite, 
les  derivees  de  ces  fonclions,  annule  aussi  les  restes  X 
X,^_^p_^, . . . ,  et  röciproquement  une  valeur  de  j  qui  annule  unreste 
et  X„  satisfait  aussi  ä  la  proposöe  X„,^p  =  o,  Nous  avons  suppose 
que  notre  dernier  reste  a  la  forme  NX,„,N  etantune  fonclion  de  x: 
dans  ce  cas,  toutes  les  Solutions  de  X„,  =  o  appai  tiennent  ä  X,„  =  o, 
et  reliminaticn  des  resles  successifs  conduit  au  developpement 

(4)    X„.,-,^(X,J+K,i^(Xj4-...+M.^(XJ+NX„=o. 
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Sous  Celle  forme,  et  on  prenani  X„  pour  l'inconnue,  il  sufGt  pour 
sa  dötermination  d'integrer  uneöquation  (Vordre  p,  et  on  trouve  ainsi 

X„,  =  <^,  r,  +  ^.X.  +  ...  +  c^Vp  =  f{  -r ) : 
inle.:irant  ensuite  X„,  =  o  et  faisant  usage  de  la  formule  (4  ),  on  a 
riütegrale  complete  de  X^^^  =  o. 
Si  la  derniere  ögalite  du  groupe  (A)  e?t 

on  fera 

X'    =  PX   +  X 

en  döterminanl  P  de  teile  sorte,  que  le  terrae  d'ordre  m  soll  le  raöme 
au  Premier  et  au  second  membro.  Par  ce  moyen,  on  posera  la  suite 
d'egalites 

1  X,„,,  =  M^^-(XJPX^  +  X„.„ 


X...=^S^(XJ4-S%. 

Si  l'onparvient  ä  une  egaütöqui  presente  au  second  membredeux 
fonctions  ögales  Xj,  on  arrötera  l'opi^ration,  et  par  Telimination  des 
restc'S  successifs  des  groupos  (A),  (B),  on  ddveloppcra  X,„  et  X^^^ 
sous  forme  d'cquations  lineaires  d'ordre  m  —  k,  in-\-p  —  fi,  qui 
auront  X^  pour  inconnue.  Si  la  suite  d'egalites  conduit  ä  un  reste 
/.cp(ar)  qui  ne  peut  etre  annul6  par  une  valeur  de^-  exprimee  cnx, 
on  conclura  que  les  equations  dififerentielles  n'ont  pas  de  Solutions 
communes. 

Do  ce  qui  pröcedc,  11  resulte,  qu'//c.?/  toujours  nise  de  trnncer  la 
fonction  qui,  egnlec  a  zern,  donne  des  soliUhns  communes  n  des 
equations  lineaires,  et  si  cctte  fonction  est  d'ordre  />,  on  pourra 
abaisser  de  k  unites  les  ordres  des  equations  lineaires. 

COMI'OSITION   DES  EQUATIONS   DIFFERENTIKLLES. 

On  vcul  formor  une  öquation  differentielle  qui  rcunisse  les  Solutions 
de  deux  öquations  donnees  X,„  =  o,  Xp  =  o.  Designons  par  X,,,^^  le 
premicr  mombre  inconnu  de  l'equation  cherchee,  nous  pourron-^  le 
developper  sous  les  deux  formcs 

X„..p-;^(XJ+Ki^(XJ  +  ...^-0(XJ, 
X„,.p=j;^.(X,)  +  K'-^(X,)+...-S'(X,). 
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Effecliianl  les  diffi'renlialions  incliquecs  aux  seconds  membrcs,  et 
idcntifiaiit  los  cocfficieiils  des  differcnlicilcs  de  mome  ordre  dans  les 
dcux  developpements,  on  aura  m-\-  p  relations  du  premicr  degrd  au 
moyen  desquelles  on  delcrminera  les  coefficients  K,...,  Q,  K',.--i  S'- 
Si  les  deux  foncUons  X„„  X^  sont  egales,  la  methode  n'est  pas 
applicable,  parce  qu'il  est  contraire  au  caractere  de  gönöralile  de 
l'integrale  complete  que  deux  Solutions  soient  (Egales;  mais  pour 
suivre  Tanalogie  de  lAlgebre  et  du  Calcul  integral,  en  ce  qui  con- 
ccrne  les  racincs  egales,  on  formera  des  öquations  de  meme  ordre 
qui  auront  les  Solutions  de  X^=  o,  multipliees  par  x  ou  par  x^, 

.r', . . . ;  il  suUira  pour  cela  de  remplacer  y  par  -  j  — ^ •  -  •  •  On  com- 

posera  ensuile  cn  une  seule  toutes  ces  equations  de  meme  ordre, 
et  on  aura  un  r^sultat  analogue  ä  la  puissance  entiere  d'un  poly- 
nöme. 

Dans  le  cas  oü  X„=  o  a  /^  Solutions jt,,  y^,. . .,  y^^  de  plus  -kj 
Solutions  z,,  xz^,...,  3,^,  xz^  et  3r  Solutions  «,,  xu^,  x^u^,..,, 
t'ri  ^"r)  ^'"ri  ^^  sortc  quc  m  —  p-\-  7.r/  -{-3r,  l'integration  se  ra- 
menera  ä  celle  de  trois  equations  d'ordre  p,  q,  r. 

Si  d'abord  on  cherche  les  Solutions  communes  ä  X„  =  o  et 
'X,„  =  o,  on  trouve  une  equation  X^^j^  =  o  qui  a  pour  Solutions  z,, 

Zj ,  z^,  w,,  JT«, , . . . ,  11^,  xii^.  Les  Solutions  communes  ä  'X^  =  o 

et  "X^=  o,  savoir  :  «,,  w^,. . .,  «^,  sont  fournics  par  une  equation 
X^=  o;  celle-ci  permettra  de  former  Xj^  dont  les  Solutions  seront 
//,,  j:«|,...,  ^^,.,  xii^.  Cherchant  ensuite  les  Solutions  communes  ä 
■^7+2r  =  o  et  Xj;.  =  o,  on  parvient  ä  X^  —  o  qni  a  pour  Solutions  z„ 
Zj, . . . ,  z^.  II  est  facile  de  former  sans  Integration  la  fonction 
^27+3r  —  o  satisfaite  par  toutes  les  solutions  conjugees  doubles  ou 
triples.  Avec  cette  equation,  on  abaisse  X„=  o  ou  Xp^j^^3^=  o  ä 
l'ordre  p. 

Les  melhodes  pröcedentes  fournissent  un  moyen  aise  de  trouver 
les  conditions  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  deux 
equations  differenlielles,  pour  qu'elles  aient  p  Solutions  communes; 
il  suffit  d'appliquer  la  methode,  et  d'exprimer  que  le  reste  d'ordre  p 
est  identiquement  nul. 

Enfin,  on  peut  ramener  ä  celle  theorie  des  methodes  connues, 
celle  par  exemple  que  d'Alembert  a  imaginee  pour  l'integration  des 
equations  differenlielles,  et  qu'il  repioduit  dans  ses  principaux 
ouvrages,  Theorie  des  vents,  Tlieoric  de  la  Liine^  etc. 

Prenons  pour  exemple  de  cette  application  l'equation  du  qua- 
Irieme  ordre 

^r  d''  y  d^Y       ,  d^r  dy  _,    , 

^^--dp-^'-dx^+^iü^+'£+'^-^f^^^=''' 


'^•^^  couns  d'analyse. 

Supposons  une  fonction 

qu'on  veut  döterminer  de  sorle  que  ses  Irois  solulions  appar- 
tiennont  ä  X,  =  o;  nous  poserons 

De  cctte  derniere  on  dd'duit,  en  idenliQant  Ics  deux  membrcs, 
(Ix  dx 

Avec  ces  relalions,  auxqueUes  dAlembert  parvient,  on  elimine  / , 
&',  0",  et  on  arrive  ä  une  equation  en  9  qu'il  faul  integrer  pour 
trouver  ensuite  les  aulres  coeflicienls.  Cette  determination  conduit 

ä  quatre  expressions  de  Xj,  et  comnoe  d'ailleurs  —  (Xj)  +  X  Xj  =  o 

donne  X_,  =  Ce"-^*''',  en  portant  dans  reite  derniere  les  systemes 
de  valeurs  de  X-,  6,  &',  h"  on  obtient  quatre  relalions  au  moyen  des- 

que'ilcs  on  trouve  la  valcur  de  r  anr^s  avoir  ^liminö  -^  i  — -=- ,  —r^  • 
^  -^     '  dx     dx-      dx' 

Si  les  coeiBcienls  de  Xj  =  o  sont  conslanls,  ceux  de  Xj  =  o  le 

seront  aussi,  et,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  9  dependra  de  la  resolution 

de  requation 

( 0  —  r/ )'  ~  r/  ( 0  —  </  j^  —  /;  ( 0  —  fl )'  4-  f  ( 0  —  rt )  -+-  <•  =  o. 
COMPOSITION    DE   l'eQUATIO.N  LINEAIRE  AU   MOYEX   DE   SES   SOLUTIONS. 

4°  La  composition  de  X„  =  o,  au  moyen  de  ses  integrales  pard- 
culieres,  resulte  de  rölimiiialion  des  constanlcs  r,,  t-,,. . .,  r„,  enlre 
les  t^qualions  (46'  Lecon,  n°  579) : 


(C) 


dr  _     dv, 

dx    ~  ^'  dx  ' 

d"'y           d"'y 

-    1    r  ''"'''^- 

d"y.. 

dx-"'  ~  ^'  dx'-' 

'  dx" 

"  dx"' 

NOTE    UX. 

Or,  si  l'on  ecrit  le  groupc  suivanl  : 


(E) 


3.53 


'"  (Ix 

"  dx'"          '   dx'" 

ün  aura,  au  moyen  des  m  dernieres  (^quations,  les  valeurs  de  c,, 
Cj, . . .,  r,,,  qu'on  portera  dans  la  premiere,  et  le  rösultat  sera  de  la 
forme  c^  A  =  L,  A  6tant  le  determinant  ou  denominaleur  relalif  aux 
///  +1  inconnues  c„,  f,,....  Si  l'on  fait  r„=  — i  et  /.  =  o,  )/ =  o,..., 
la  relation  precedenle  sc  reduit  ä  A  =  o,  laquelle  ne  peut  ötre  que 
r^quation  difförenlielle  X„,  —  o.  Or,  d'apres  la  formation  connue  du 
dölerminant  A,  on  peul  ecrire 

<-/'"}-         (l"'-'r 

D  est  le  denominatcur  des  m  inconnues  f,,  c,, . . .,  c^  delerminees 

au  moyen  dos  m  premieres  relations  du  groupc  (E),  et  si  l'on  con- 

sidere  les  indices  de  la  differentiation  corame  des  accents,  on  passe 

d'"  r 
du  Premier  terme  -j-i;;  D  au  suivant  en  changeant  les  signcs,  /«  en 

m  —  I  et  /«  —  I  en  ni.  Comme  D  cpntient  les  indices  m  —  i  qui 
deviennent  ni  pour  la  formation  de  D,,  et  comme  d'ailleurs,  en 
ajoutanl  un  accenl  ou  une  unile  ä  chaque  facteur  de  D  de  meme 
indice,  celte  fonction  s'annule,  il  est  clair  que  D,  est  la  derivee 
coniplete  de  D  et,  par  suite,  si  D  est  constant,  D,  =  o  (Observa- 
tion due  ä  M.  Liouville). 
En  second  licu,  si  nous  mettons  la  valour  de  j  sous  la  forme 

on  pourra  döterminer  les  constantes  en  supposant  que  pour  .r„,  j„ 

les  coefficients  difförentiels  -—)  -t^j  •  •  •  i  - — ^-^ont  des  valeurs 
</x„     dx^  dx'^ 

assignees;  dans  cette  hypothese,  on  trouvera  les  valeurs  des  con- 
stantes au  moyen  des  m  dernieres  öquations  du  groupe  (C),  et  en 
dösignant  le  denominatcur  commun  par  D  et  les  numörateurs  par 

N,,  Nj, . . .,  N„,,  on  aura 

Si  ^„,  J„  t!t  les  d6riv6es  de  j-„  par  rapport  ä  x  satisfont  ä  la  re- 
Stlkm.  —  .-//?.,  II.  28 
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lation  j  =  i}',{a:),  ces   valeurs   dans   lexpression   de  y  devront 

rendre  -^  egal  ä  l'unite,  et  Nj,  N_j ,  N„  6gaux  ä  zero.  Mais 

a-„,  j„  et  les  derivees  pourraient  satisfaire  ä  une  des  relations 
y—-i^^{x)^  y  =  -\^\x),. .  .^  et  on  en  d^duirait  des  consöquences 
serablables.  On  peut  conclure  de  cela  que  lenumerateurN^,  egalöä 
z6ro,  est  une  öquation  lineaire  d'ordre  m  satisfaile  par  toutes  les 
integrales  particulieres  de  X„  =  o  ä  l'exception  de  j  =  ^p(j^). 

DEÜXIEME  METHODE   DE   COM  POSITION. 

5°  Analogie  cVune  equation  lineaire  cnec  la  piiissance  d'un 
binonic. 

X^  =  o,  X„_,  =  o  sont  des  equalions  differentielles,  telles,  que 
toutes  les  Solutions  de  la  seconde  satisfont  ä  la  premiere,  si  Ion 
pose 

X„=/5-^{3X_.)4-R, 

et  si  l'on  ddtermine  /,  z  de  teile  sorte  que  les  deux  termes  du  plus 
fort  indice,  au  premicr  merabre  et  dans  la  premiere  partie  du  se- 
cond,  soient  identiques,  R  devra  etre  idenliquemcnt  nul.  Sans  cela 
requation  lineaire  R  —  o,  de  l'ordre  m  —  2,  aurait  m  —  i  integrales 
dislinctes,  ce  qui  est  impossible. 

Composons  par  ce  procedö  une  equation  d'ordre  /«,  qui  r(!'uni5se 
toutes  los  Solutions  des  öquations  : 

On  formera  d'abord  une  Equation  du  second  ordre 


d'oü  on  ddduira 


ou    X 


z  sera  determine  par  la  condition  que  le  second  mcmbre  soit  annale 
par  les  valeurs 

On  exprimera  cette  condition  en  cgalant  -  I -r-  •+-",>)  '^  une  con- 
Btante,  ä  l'unite  par  exemple,  et  on  trouvcra 

ci  —  b 
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Remarquons  qiie  j  csl  Ic  facicur  qui  rend  le  premier  mcmbre  X, 

une  differontielle  cxactc.  La  fonction  du  Iroisieme  ordre  X^  rösul- 
tcrail  de  la  rclalion 

qui  devrait  etre  satisfaite  ou  röduite  ä  zero  par  les  valcurs 

Si  les  Solutions  de  X,„  =  o  sont  j,,  .rj,,  .r'r,,....,  ■r"'''x,,  en  sup- 
posanl  que^-,  satisfait  ä  - — \-ar  =  o,  lo  premier  membre  X,„  se 
dßveloppera  ainsi  qu'il  suit  : 

,,         f/"'r   ,  r/"'-'r   ,    ni{n)  —  \]f   ,       da\d'"-''') 

171  { m  —  ^)  [m  —  i)  [   .       ^    da       d^n\  d"'-^r 


I  .  '2 . 3  \  dx       dx' )  dx"'-"^  -^  •  •  •  • 

Les  coefTicicnts  numöriques  de  cetle  expression  sont  ceux  de  la 
puissancc  ///  du  binöme;  les  fonctions  de«  se  forment  ainsi :  ä  parlir 
du  second  terme,  on  obtient  la  fonction  de  a  relative  ä  un  terrae 
quelconque,  en  multiplianl  par  a  la  fonction  de  a  du  terme  pröce- 
denl  et  ajoutant  ä  ce  produit  la  dörivee  de  cctte  fonction. 

Pour  demontrer  celte  formale,  nous  la  siipposerons  vraie  pour 
l'ordre  ni,  c'est-ä-dire  que  nous  admeürons  que  le  developpement 
precedent  egale  ä  zero  est  une  öquation  dont  les  Solutions  sontj>',, 
xj\,  jr'j>-,,...,  ^'~'j>',.  ficrivons,  d'apres  la  meme  loi,  le  develop- 
pement pour  l'ordre  m-\-i  que  nous  repr^senterons  par  X,„^, ;  or, 
on  verra  tout  de  suite  que  la  conjug^e  premiere  de  celte  fonc- 
tion sera  'X„,_^,  —  [m  +  i)  X,,,;  par  consequent  X',,^^j=  o  aura  les 
m^mes  Solutions  queX^=  o,  et  cela  prouvera  que  X„,^,  aura  aussi 
les  memes  Solutions,  et  de  plus  la  Solution  x'"r^. 

Cette  seconde  methode  de  composition  a  l'avantage  de  s'appliquer 
ä  des  equations  non  lineaires,  et  de  conduire  sans  aucune  difficultö 
äla  theorie  des  soladons  singidieres,  et  ä  la  demonstration  de  diverses 
questions  de  calcul  integral  trail(5cs  par  Jacobi.  Les  exemples  sui- 
vants  en  monlreront  l'usage. 

Considerons  une  equation  lineaire  ou  non  lineaire  d'ordre  w, 
X„,=  o,  et  supposons  que  X„_,  =  o  soit  une  equation  d'ordre  /??  —  i , 
teile,  que  toute  valeur  de  y  en  fonction  de  x  qui  satisfait  ä  la  der- 
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niere  satisfait  aussi  ä  la  premiere  :  nous  pourrons  poser  l'identitö 

X,„=M^^(X,„_.)-}-N,X_., 

dans  laquellc  M  est  determine  de  teile  sorte  que  les  termes  d'ordre  m 
soient  identiques,  au  premicr  et  au  second  membre.  La  forme  de 
l'identitc  resulte  de  ce  que  los  fonctions  qui  annulont  X^  et  X^_, 
doivent  aussi  annuler  le  reste;  nous  la  raettrons  donc  sous  cette 
deuxiemc  forme 

qui  s'accordera  avec  la  premiere  si 

yf2=M    et    /•'^  =  N, 
clx 

d'oü  I'on  döduit 

dx 


et     fi  =^l\e 

j  sera  le  facteur  qui  rendra  le  premier  membre  X„  une  diffören- 

tielle  exacte.  Mais,  sans  nous  arreter  ä  des  g^ndralitös  qui  nous 
feraient  retrouver  les  resultats  que  Lagrange  demontre  dans  le 
calcul  des  fonctions  (i3^  Lecon  et  suiv.),  appliquons  ce  qui  precede 
ä  l'equation  differenlielle  du  second  ordre 

Cette  equation,  dans  lous  les  cas  oü   j  /{x)  dx  sera  exprimable 
en  fonction  de  x,  se  mettra  sous  la  forme  plus  simple 


U  sufQra  pour  cela  de  remplacer 
Si  Ton  connait  une  integrale  premiere 


j  par  ye    »^      ^ 


I  dy 

\^^^^Tx 


de  la  derniöre  Equation  du  second  ordre,  a  etanl  la  conslante  arbi- 

traire  d'une  premiere  Integration,  on  pourra  deduire  de  cette  inte- 

dr 
grale  -j-  =  u,  u  6tant  une  ftinction  de  x,  r,  a.  Mai3;,  d  apres  ce  que 
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nous  avons  explique,  nous  poserons 


357 


Idenliüanl,  on  Irouve 


(l.r 
(li(        du  flv  ,  ,  du        du 

Lop  deux  premieres  sont  salisl'aites  en  faisant  /"  =  i,  z  —  i\  mais 
la  dorniere  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  le  cas  oü  le  premier 
membre  sera  independant  de  a,  qui  n'est  pas  contenu  dans  t(j^,  j). 
Ainsi,  la  döriv^e  du  premier  membre  par  rapport  ä  a  sera  nulle; 

donc 

,dit  ,du 

a —        d-T-  ,      , 

da.  da.  da  du 

—. ! 7—  M  -I-  —  -7-  =  o. 

dx  dy  dy  da. 

Considerant  la  derivee  par  iap[)orl  ä  x  et  celle  par  rapport  ä  j, 
lesquellcs,  d'apres  l"(5galile,  sont  egales  et  de  signes  contraires,  ori 

verra  que  —  est  le  facteur  qui  read  dy  —  udx  une  difförentielle 

exacte. 

On  pourra  donc  integrer  -i-dy — j^udx  (42^  Lscon,  n°  529). 

Un  second  exemple,  pris  du  Memoire  que  vient  de  publier  le 
geometrc  suedois  M.  Malmsten,  ne  presente  pas  plus  de  difficultö. 

Supposons  qu'on  connaisse  une  integrale  premiere  -^  =  m  de 

r^quation  du  second  ordre 

^[x,y)  :=  o, 


d's)[x^r'\       j 


dx 

dy 
dans  laquelle  j'  =  -i-  •  Cette  equation  se  met  sous  la  forme 

d'syx^r'^  d'^Y       r/!p(.r,  >■')        ,, 

^h  ii-^  dx  '  V    '•/  / 

Nous  avons  marque  d'un  trait  les  deriv^es  par  rapport  ä  x^  lors- 
qu'on  ne  considere  pas  y'  comme  fonction  de  x.  Dans  cette  relalion, 
et  eu  vertu  de  l'integrale  donnee,  on  peut  remplacer  y'  par  u  et 
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identiOer  ensuite  le  premier  membre  ä 


c[K^-")} 


L'identite  donne 


(Ü. 


,         do\.t,u)         ,  dz 

liZ  — 1        K  -,-■   =  O 

du  dx 


(et,  par  suite,  z  =  i) ;  enfin 
d(^\x,a)  [du       du 


du 


(du       du    \  do  \x,  u)        ,  , 

''•^       (h    )  dx 


„.  ,  —  d  '^{x,  u)     ,  , 

Si  on  transpose  le  terme i j  le  second  membre  ne  ren- 

dx 

fermera  plus  a;  par  suite,  le  preinier  sera  indöpendant  de  cette 
constanle,  ot  sa  deriv^e  par  rapport  ä  a  sera  nulle.  Cette  derivee 
est 

jc/o  (x,  ii)  du  n 
|_        du  dy.\    f  du        du    \ 

du  \dx   '    df  ^ ) 

du  du 

d'äix.  u^  [       dx  dy.  du  du 


d 


du         \  dx  dy  dy  dy. 

d ^{x, u)  du 


du         d  y. 

—  =  o. 


dx 

De  cette  relation  on  voit  clairement  que,  en  prenant  pour  fac- 
teur 

d'^{x,  u)  du  _  do 

du         dx       du 

l'expression  -j-[dy  —  udx)  sera  inl^grable. 

L'equalion 

r/'j(r,  r') 


dx 


—y  y(-^,.i 


sera  traitöe  de  la  meme  maniere;  car,  apres  I'avoir  developpee,  eile 
devient 


I   dvf[y,y')  d\y       d'-j{y,y')  _  , 
p        Uf'         dx^  dy  ^ 


'^[x,y)  =  o. 


KOTE     III. 

Uemplagant  j''  par  it  et  ideiUilianl  Ic,  premicr  menibro  ä 


on  Irouve 


cnfin 


'i^[=a-'^] 


u        du 


u        du         \ 


du       du    \ 
dx       df") 


I  d  '3 
devra  6tre  ind^pendante  de  a,  ce  qui  donnera  -  -ry  pour  le  facteur 

qui  rendra  integrable  la  fonction  du  premier  ordre,  de  teile  sorte 

quo  — --  (dy  —  udx)  sera  une  differenliclle  exacle. 
^      u  dy.  ^  -'  ' 

Les  öquations  du  troisieme  ordre  : 

I    \  d's,[r\r")         „  ,  .         ,. 

(7)  —^ —  =  j-Mj,r), 

qui  se  ramenent  aux  forraes  du  second  ordre  quand  on  elimine  dx 

dy 
par  la  relation  dx  =  —,i  ne  prösentent  pas  de  difiBculte. 


BEMARQUES   SUR    LES    EQUATIO.NS    LINEAIKES. 

\.  Une  equalion  liiieaire  X„,  =  o  a  m  solulions  qui  peuvenl  etre 

dy 
les  integrales  d'äquations  du  premier  ordre  -^ —  ay  =  o.  Ces  6qua- 

tions,  qu'on  pourrait  nommer  les  coniposunts  deX„,=  o,  merilent 

une  attention  iiarliculiere.  Jusqu'ici  on  s'est  applique  ä  eviter  dans 

l'intögrale  les  fonclions  imaginaires  par  une  determination  conve- 

nable  des  constantes.  Cependant,  il  est  utile,  dans  certains  cas,  de 

les  conserver,  sion  a  en  vue  la  simplicite  analytique.  Ainsi,  les  solu- 

d^  r 
tions  en  exponentielles  de  l'equation  — ^-|-j=  o  fournissent  des 

composants  ä  coeCäcients  constants 


•^60  cot  US    d'AN  ALYSE. 

Les  Solutions  reelles  Csin^r,  Ccosx  conduisent  ä  des  composants 
^-f- t;ing^j=o,      -^  — col^j  =  o, 

ä  coeflicients  variables  et,  par  suite,  moins  simples. 

2.  L'int^grale  complöte  de  X„=  o  est  la  somme  de  m  solutions 
de  la  forme 

11  sera  quelquefois  possible  de  discuter  la  courbe  qui  repr^senle  une 
Solution,  Sans  integrer  l'öquation ;  cela  parait  plus  g^nöral  et  plus 
simple  que  de  discuter  l'intögrale  complete  avec  ses  constantes  de- 
termindes  par  des  conditions  particulieres.  Ainsi,  comme  on  peut 
toiijours  faire  disparaitre  le  second  terme  d'une  equalion  linöaire, 
l'equalion  du  second  ordre  se  ramenera  ä  la  furme 

de  laquelle  on  deduit,  cn  mulliplianl  par  dy, 

Dans  le  cas  011/(0:)  =  A',  A  etant  une  constante,  la  relation  se  mel 
sous  la  forme 

\dx      ' '  )  \d.v      '  ~ 


Or,  il  n'est  pas  difTicile  de  prouver  que  si  ^J  [-v]  resle  comprise  entre 
deux  vuleurs  constantes  A',  A",  depuis  jt' jusqu'ä  X',  les  inl*5gra!es 
particulieres  de  l'öquation 

dopend ront  de  deux  äquations  du  prcmicr  ordre  de  la  forme 
^±?(x)j  =  o,       . 

telles,  que  <f{x)  scra  comprise  entre  A'  et  A''. 

3.  Enfin,  les  Solutions  d'une  öquation  lin^aire  pouvant  ^tre  con- 
sidörees  comme  les  integrales  d'equations  de  la  forme 


cn  posant 


NOTK 

ni 

j  (Ix 

=  «', 

U)\ 


on  peilt  concevoir  une  öquation  algöbriqiie 

[('-^,(j')][('-<p,(.r)]...  =  o, 

dont  les  racines,  ou  valcurs  de  c,  conduiront  ä  la  valeur  dej. 
Si  on  donne  r6qr.ation  alg^brique 

dont  les  coelBcients  sonl  des  fonclions  de  x,  de  cette  equalion  on 

dödiiira  c'"  et  les  d6rivees  -7-  ■>  -7-;  >  •  >  •  en  fonction  de  x  et  des 
dx    dx 

puissances  de  v  inforieuresä  m.  Si  donc  on  veut  former  une  equation 

diff(5rentielle 

d"'y     ,         r/"'-'r  ,    ,         dy_  _ 

rdx^  ^'   'rdi""-'  '^  ■  •  -"^ ''"'-'  ydx  +  ^'"  -  **' 

teile,  queses/«  Solutions  particuliercsfournissentdesvaleurs  de-^— 
'^  "^  yüx 

ögales  aux  valeurs  do  f,  on  poscra 

dr  _  ^ 

jK  dx         ' 

et,  differentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  relation,  on  exprimera 

d'"  Y       </'"  '  Y 

— /—■,  — r— ^  VI  en  fonction  de^  et  des  w  —  i  premieres  puis- 

ydx'"    fdx     ' 

sances  de  v.  Cette  equation  du  degrö  m  —  i  devra  etre  idenlique- 

ment  nulle  pour  qu'elle  ne  soit  pas  en  contradiction  avec  l'equation 

donnee  en  v  du  degrö  /«.  On  aura  ainsi  des  relations  qui  determi- 

neront  b^,  b^, . . . ,  b^.  Le  calcul  est  elegant  lorsqu'on  transforme 

r^quntion  c'"—  A"'  =  o,  A  etant  fonction  de  x,  en  une  equation  dif- 

förentielle.  Si  m  =  3,  cette  equation  est 


dy       A'r/V      /A"     3A"'y/.- 
dx'  A   dx'        \.^         A^     /  dx       ^ 


On  pourrail  aussi  se  proposer  de  transformer  une  equation  differen- 

tielle  lineaire  en  une  Equation  algcbrique  dont  les  racines  represen- 

dr 
teraicnt  les  valeurs  de  — ^j  mais  ce  probleme  inverse  ddpendrait 

d'integrations  souvent  impossibles. 


)2  COURS     D  A^\LYS^. 

NOTE  IV. 

SUR  LES  PROPRI£t£S  DE  QUELQUES  FONCTIO.NS  ET  SUR  I.V 
REPRESENTATION  DES  RACINES  DES  tQUATIONS  PAR  DES 
INTERSECTIONS    DE    COURBES, 

par  M.  E.  Proliiet. 


Definilioiis  prcliminaires.  —  Relations  entre  les  derivees  paitielles  des 
fonclions  P  et  Q.  —  Separation  des  quantites  reelles  et  des  imaginaires 
dans  les  derivees  dej'{z).  —  DitTereiices  finies  et  dilTerenlielles  totales 
des  fonctions  P  et  Q.  —  Proprietes  des  courbes  P,  Q,  P-i-Q,  P  —  Q- 
—  Demonstration  d'un  theoremede  Cauchy.  —  Asymptotes  des  courbes 
P,  Q,  etc.  —  Theoreme  sur  le  nombre  des  racines  des  cquations  alge- 
briques.  —  Proprietes  des  siufaces  z  =  P,  z=Q.  —  Remarques. 


DEFINITIONS   PREI.IMINAIRES. 

1.  Si  f[z)  est  une  fonction  qui  jirenne  la  forme  P-f-Qv^— i 
quand  oii  pose  z  =  -rH-j-y/—  ')  P  et  Q  etant  des  fonctions  reelles 
en  .r  et  jr,  l'öquation 

cntrainera  les  suivantes 

P  =  o,     Q  =  o, 

et  reciproquement.  11  suit  de  lä  que  si  jc  et  r  sont  les  tooninuiöes 
d'un  point  variable,  la  partie  reelle  et  le  coefficient  de  \/—  i  d"une 
racine  de  l'^qualion  (i)  seronl  respeclivement  egaux  aux  valeur> 
numeriques  de  l'abscisse  et  de  Tordonnee  d'un  point  commun  au\ 
deux  courbes  donnöes  par  les  equations  P  =  o,  Q  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  jicuvent  donc  elre 
regardös  comme  formant  une  reprc^scntation  gcomelrique  des  ra- 
cines de  l'equation/{z)  =  o,  et  c'est  pour  rappeler  celte  propriet^ 
que  nous  les  nommerons  des  pnints-rncincs. 

2.  On  dit  en  g^neral  qu'une  ^quation/(z)  —  o  a  w  racines  egales 
i\  n  lorsqu'on  a  /(z)  =  (z  —  <?)"  r(z),  f(z)  designant  une  fonction 
qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  z=  a\  or,  comme  la  fonc- 
tion f{z)  —  —  ^    \„  prend  la  forme  -  pour  3=  «,  si  Ion  clunhe 

{z  —  a]  o 
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sa  v(^ritublc  valcur  d'apros  los  regles  connues,  on  voil  que ,  pour 
qu'elle  nc  soit  ni  nulle  ni  infinie,  on  doit  avoir 

f[f')  =  o,     /  [n)  -=  o,     f"[a)  =  o. .  . . ,     /"-'  (<7)  ^  o,     f"{n]  >-  o. 

Toiites  les  fois  que  r6qualion/(z)  aura  n  racines  egales,  le  point- 
raeinc  correspondant  sera  pour  nous  l'equivalent  de  n  points-racines 
qui  corncideraient,  et  nous  Ic  nommerons,  dans  ce  cas,  poi/it-mcine 
de  Vordre  n. 

RELATIONS  ENTRE  LES  DERIVEES  PARTIELLES   DES    FONCTIONS   P   ET   Q. 

3.  Relations  cntre  les  dcrivecs  jxirtiellcs  du  prcinicr  ordre. 
Si  Ton  suppose  que  z  tienne  la  place  de  x  -\-  y\J  —\  dans  l'idenlite 
/(2)  =  P+Qv/37, 

et  que  Ton  prenne  les  derivees  des  deux  membres,  d'apres  la  regle 
des  l'onctions  de  fonctions,  on  aura 

/•i,    %  dz         ... ,    ,        r/P        c/0    I 

ou 

On  obtient  ainsi  deux  expres:  ions  differentes  de/'(2),  et  en  expri- 
mant  qu'elles  sont  identiques  on  aura  les  relations 


(^) 


4.  Reciproquement,  si  les  relations  (2)  ont  Heu  enlre  les  derivees 
de  deux  fonctions 

P  (?/  Q  sont  la  partie  reelle  et  le  coefficient  de  / —  1  d'une  fonction 
d'une  seule  variable  z,  dans  laquelle  on  aurait  substitue  x  —y  \J —  1 
ä  z. 
En  effet ,  posons 

W=--P-^Ov^^; 

substituons  5— jv^  —  I  ä^  dans  cette  expression,  et  prenons  la 


r/P 

dx  ~ 

r/Q 

r/P_ 

r/Q 

'•(r  ~ 

dx 

3ß/(  COIRS     d"A>ALYSE. 

dörivee  de  W  par  rapport  äj;  nous  aurons 

<£VV_r/Pr^      r/P 
dj         dx  dy        dy 

dx  I .,  ,     , 

et  comme  -7-  =  —  i/—  i,  il  cn  resuite 
dy 


(dO  dx      dQ\   I 


crWfdV      r/Q 
dy        \  dy        dx 


V^).(f-^^)./-T. 


Or,  le  second  membre  est  identiquement  nul  d"apre5  Ihypothese. 

On  a  donc  —7—  =  o.  Ainsi,  le  resultat  de  la  Substitution  est  inde- 
dy 

pendant  de  j,  et  par  consöquent  W  se  reduit  ä  une  function  de  z, 
qui,  i)ar  la  Substitution  de  x-\-y\J — 1  äz,  devient  P  +  Q  \/ — i. 

c.  0-   F.   D. 

S.  Rclations  cntre  les  derivees  partielles  du  second  ordre. 
Les  relations  {2)  elant  idcntiques,  on  pourra  prendre  les  deri- 
vees des  deux  membres  de  chacune  d'eiles  :  on  obtiendra  ainsi 


dr-v      d-Q 

d'?       d'Q 

dl-        dxdy 

dxdy~  dy'' 

d'Q              d'V 

dx'              dxdy 

d'Q            d'V 
dxdy            dy 

d'oü  resultent  les  relations 

/  d^V 
\   dx'  ~ 

d'V 
elf'' 

^^^                                     d^Q 

\    dx-  ~ 

d'Q 

dy' 

Reciproqüement,  ,s7  l'une  des  relations  (3)  est  x^erißce  par  une 

fonction  P ,  //  scra  possible  de  trouvcr  une  seconde  fonction  Q  teile, 

que  P  et  Q  resultent  de  la  Substitution  de  x  -}-  y  \/—i  ä  la  place  de  z 

dans  une  certainc  fonction  ^  (-). 

CdV 
En  effot,  si  Ton  pose  Q  —  /  -j'dfy  on  aura 

'I^-'IL      'ISL^  C'£l.d-  -  f  —  d    - -—■ 

dy       dx        dx      J    dx'    '  J    <0  '    '  dy 

Ainsi,  les  relations  (2)  sont  v^rifiees  par  les  fonctions  P  et  Q.  et 
par  suite,  il  existe  une  fonction  o  {z)  teile,  que  Ton  a  identiquement 


NOTE    IV.  .i(>f) 

G.  Relaüons  generales  cnlrc  las  dcrivccs  partielles  de  P  et  cclles 
de  Q. 

On  tire  des  öqualions  (2),  cn  les  di(T(5rentiant  k  —  i  fois  par  rap- 
port  ä  j:,  qI  n  —  k  -\-  i  fois  i)ar  rapport  ä  r, 

d"V      __  d"Q 

4)  l         -^ 

\    dx'd)"-'  "~        d.i'<''df"'''-'' 

7 .  Rclatians  entrc  les  derivees  partielles  de  P  oii  de  Q. 
On  tire  des  equations  (3)  par  la  difrerenliation 

r/"P  d"V 


(5)  /  "  -^ 

^  '  '      d"Q d'^Q 

dx'df'-"  ~       dx'-'d/'-"'-'' 

Ces  6qualions  cxprimenl  une  propriele  commune  aux  deux  fonc- 
tions  P  et  Q.  En  y  faisant  successivement  k  =  n,  n  —  1,  «  —  4,  •  •  • , 
puis  k  =  n  —  1,  //  —  3,  n  —  5, . . . ,  on  oblient : 

d"P  d"?  d"V  d"? 

d"P 


(6) 


d"? 

d' 

■V 

dx"~'df' 

~  dx"- 

'dy* 

r/"P 

d 

"P 

dx'-'dy 

dx"- 

V/)-^ 

d'-Q 

d' 

'0 

dx"'Uiy 

dx"- 

*df* 

d%) 

d' 

'Q 

dx'" 

^dy" 

d' 

■'V 

dx"- 

'■dv' 

d' 

'0 

dx"' 

'V/J'^ 

d" 

0 

dx"'^  dy 

d"(^ 
dx!'~^  dy~       dx"~\h"'        dx'^^dy^  d.v"'' dy''  ' 

Ainsi,  toiites  les  derh'ees  jmrtielles  de  P  ou  de  Q  d'un  meine 
ordre ,  dans  lesquclles  Vindice  de  differeiitiation  rclatif  d  une 
meme  variable  est  en  meine  teinps  pair  ou  impair,  sont  egales  en 
valeurs  absolues. 

Et  si  Pon  j-ange  ces  derivees  suivant  un  ordre  de  grandeur  de 
cet  indice,  les  sign  es  -\-  et  —  se  succederont  alternative  mcnt. 


SEPARATION    DES  QUANTITES   REELLES   ET   DES   IMAGINAIRES 
DANS   LES   DERIYEES    DE  /(-;). 

8.  En  differentiant  par  rapport  ä  x  les  deux  raembres  de  l'iden- 
titey(z)  =  P4-  Q  \/—  i,  nous  avons  tiouve 


r,,   .       dV      dQ    , 


dx        dx 


3ßß  cotr.s  i>'awal"sse. 

Celle  formule  fiiit  voir  que  pour  oblenir  la  parlie  reelle  et  Ic 
coefficient  de  \/  —  i  de  la  derivöe  d'une  fonction,  il  suffitdeprendre 
les  d^rivöes  par  rapport  ä  x  des  parties  analogues  de  cclte  fonc- 
tion. En  prenant  n  fois  de  suite  la  döriv^e  par  rapport  ä  x,  od 
trouve 

On  peut  donner  ä  cetle  expression  deux  aulres  formes  et  n'y 
employer  que  la  fonction  P  ou  la  fonction  Q.  II  sufEt  d'y  remplacer 

-rr  par .  „  ,  .  ;  ou  -— -  par  -r:nHV'  ce  qui  est  permio 

ffjc"    '  dr"''df  fix"    '         f/x"-'f/f  ^ 

d'apres  les  relations  (4).  On  aura  ainsi 

'    •      ^    '  .     f/y  'f/y         (l.r 

DIFFEREXCES   FIMES  ET   DIFFEIIEMIELLES  TOTALES   DES   F0>XT!0NS 
P   ET   Q 

9.  Les  propriet^s  prec^dentes  permettent  de  developper  les 
accroissements  des  fonclions  P  et  Q  suivant  les  accroisseraents  de 
leurs  variables.  

Si  dans  j\z]  on  change  z  cn  (-  -i-  Ajt  +  Ar/—'))  ^^  ^ura 

En  posant  

Ax  +  Ajv^^  =  r  (cosö  4-v'— I  sinO), 

nous  aurons,  par  la  foniuile  de  Moivre, 

(A.r-i- Ar\/— j)"  ~''"(cos/?0  -H  \l — I  sin«0), 
D'ailleurs  la  premiere  formule  (7)  donne 

donc  on  a 
A/(s)-rAP-i-AQv'^^ 

+  R.  4-  R,  v/=T, 
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et,  en  separant  les  parlics  reelles  et  les  parlies  imaginaircs, 

[AP  =  > -— cos//0-f-   ,  „_.  ■    sin//0    -;-U,, 

I  ^^  \.i.6...it\ (ij:"  clx'   ' (ly  j 

(8)  v  \ 

iO.  Si  Ton  suppose  ^x  et  A/  infinimcnt  petits,  le  terme  genöral 
de  ciiaeiue  döveluppement  devient  la  difförentielle  totale  du  n'""" 
ordre  de  P  ou  de  Q,  divisee  par  le  produit  i.2.3...«.  On  aura 
donc,  en  appelant  w  la  limite  de  l'angle  0,  et  en  observant  que 

r  =  x/cW^-i-f/y  =  dy\J\  -j-col^w  —r^ — , 

r/"P  d"V 

——■  cos/?w  +   ■  „  ,  ■    sin«w 

rf"P  = : dy", 

sin  oj 


(9) 


(I"V    .  fl"V 

— —  sinww ,  „  ,  ,    cos/?o) 

,    „        c/.j "  rt.r"   '(-/)■ 


PROPRIETES   DES  COURBES  P   ET  Q.    —    POINTS   MULTIPLES. 

\\.  Pour  abreger,  nous  appellerons  courbe  P,  courbe  Q,  les 
courbes  representees  par  les  equations  P  =  o,  Q  =  o.  Nous  suppo- 
serons  que  le  Systeme  d'axes  auquel  on  les  rapporte  est  rectangu- 
laire. 

Une  proprietö  remarquable  de  ces  courbes  est  d'avoir  cliacune 
un  point  multiple  de  Tordre  «,  toutes  les  fois  que  l'equation  pri- 
mitive/(z)  =  o  a  «  racines  egales  entre  elles.  Pour  le  demontrer, 
il  faut  faire  voir  :  i°  que  les  fonctions  P  et  Q  s'annulent  avec  leurs 
d^rivees  partielles  jusqu  a  i'ordre  n  —  i  inclusivement  quand  on  y 
substitue  los  coordonnees  d'un  point-racine  de  I'ordre  n ;  i°  que 
chaque  courbe  possede  en  ce  point  «  tangentes  distinctes. 

1:2.  Premierement,  quand /(s)  a  n  racines  egales  ä  x-\-y^~i. 
on  doit  avoir,  /  designant  un  nombre  au  plus  egal  ä  «, 

/' (- +  JV'- )  =  7^  -  ^T^rrr^V-»  -  o, 

celte  equation  entraine  les  deux  suivantes  : 

dx'   ~     '      dx'''(/y         ' 
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II  rösulte  de  lä  et  des  relationri  (0)  que  toutes  les  d^rivees  de  P  de 
l'ordre  /  sont  nulles,  et  comme  /  est  compris  entre  o  et  «  —  i ,  il  est 
donc  demontrc  qu'en  chaque  point-racine  de  l'ordre  n  toutes  les 
derivees  partielles  de  P  s'annulent  jusqu'a  ['ordre  n  —  i  inclusive- 
ment.  —  .Menie  demonstration  pour  la  fonction  Q. 

■13.  En  second  lieu,  les  courhcs  P  ef  Q  onl  chacunc ,  au  point 
[x,  y],  n  lange  nies  dislinetes. 
Consid6rons  d'abord  la  courbe  P. 

dx 

On  obtiendra  le  coefficient  angulaire  -j-  —  tango)  de  la  tangente 

men^e  ä  la  courbe  par  le  point  ( x,  y)^  en  ^galant  ä  o  la  difleren- 
tielle  totale  du  /?''""  ordre.  Dapres  la  formale  {9),  l'^quation  qu'il 
Faudra  poser  sera  donc 

r/«  P  d"  P      . 

-— -  cos«w  +  ,  ^.  .  ,   sin/2w 
rtjr"  dx     dr 


Le  denominatour  de  cctte  equalion  n'est  jamais  supcneur  ä  i'unite, 

et  il  ne  peut  devenir  nul  en  meme  temps  que  le  numerateur  qu'au- 

tant  qu'on  a 

r/"P 

dx" 

Mais  ce  cas  peut  6tre  ecarte ,  car  il  suffit,  pour  l'eviter,  de  changer 

d"  P  ^ 
la  direction  des  axes  de  coordonnees.  Donc  si  I  on  suppose  -73:  <  o, 

on  aura  toutes  les  Solutions  de  cette  equation  en  posant 


(10) 

tangrtw  = 

d"V 

dr" 

d"  l> 

dx'-'-'dy 

et  si  Ton  fait 

tangf*== 

d"V 
dy 

d'V    ' 

dj''-'dy 

on  aura 

«CO    = 

fi  -r-  A  :r , 

d'oü 
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Pour  avoir  toutcs  les  langentes  ä  la  courlio  P,  il  suHit  de  donner 
ä  n  les  valcurs  o,  1,1, . . . ,  n  —  \ ,  ei  l'on  oblienl  /i  valours  de  0, 

formant  une  pro^ression  arithmelique  dont  la  raison  est  -•  Donc 

/i 

la  courbe  P  presento,  au  point  consid^rö,  n  tangonies  distinctes  et 

teliement  disposees,  quo  deux  tangentes  consi^cutivcs  comprennenl 

un  angle  ögal  ä  la  n'"'"  partie  de  deux  angles  droits. 

ii.  11  Importe  de  remarquer  qu'un  poi;U-racine  do  Tordre  //  ne 
peut  elre  un  point  d'arrßt  ou  un  point  isole,  |>our  aurune  branchede 
la  courbe  P,  du  moins  dans  le  cas  oü  la  fonction  P  est  continue.  En 
effet,  l'i^quation  qui  donne  tangw  ayanl  toutes  ses  racines  inegales, 
on  voit  facilement,  en  döveloppant  P  par  la  sörie  de  Taylor,  qua 
cetle  fonction  changera  de  signe  quand  on  y  substituera  sucoessive- 
ment  les  coordonnees  de  deux  poinis  sulTisammcnt  rapproch^s  du 
point  N,  etsituesde  part  et  d'autre  d'nne  mc^me  tangento. 

IS.  Un  calcul  analogue  ä  celui  que  nous  avons  lail  pour  la  courbe 
P  assignerait  aussi  ä  la  courbe  Q,  en  toul  point-racine  de  l'ordre  n, 
n  tangentes  distinctes  et  teliement  disposees,  que  deux  tangentes 

cons^cutives  comprennent  un  angle  egal  ä  -  •  On  peut  d^jä  en  con- 

clure  qu'entre  deux  tangentes  consecuiives  ä  la  courbe  P  ii  y  a  tou- 
jours  une  tangente  ä  la  courbe  Q.  Mais  je  dis  de  plus  que  : 

Les  tangentes  h  la  courbe  Q  sant  les  bissectrices  des  angles  for- 
me s  par  les  tangentes  a  la  courbe  P. 

Pour  le  demonlrer,  rappelons-nous  la  formule 


(10)  tang«w 


d"  P 

d.v" 


d"V 


daf-'  dy 


En  appelant  u  l'angle  qu'une  tangente  ä  la  courbe  Q  fait  avec  Taxe 
des  X,  nous  aurons  de  memo 


(12)  tangwv»  =  — 


Or,  d'apres  les  relations  (4  ), 

dx"-'  dy 

d"Q              d"? 
dx"  ~        dj;"'W^j  ' 

d"Q 
'     dx"-'dr' 

d"P 
dx-' 

donc 

tang«wtan 

gnu=--,; 

Stlrm.  —  y4ii.,  11. 
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d'ou 


noi  —  /iv  =  ±  —j 


(i3) 


w  —  y  est  l'angle  compris  entre  une  tangente  ä  la  courbe  P  et 
une  tangente  ä  la  courbe  Q  la  plus  voisine,etrequalion  (i3)  monlre 
que  cet  angle,  abslraction  faite  du  signe,  est  la  moitie  de  l'angle 

-  compris  entre  deux  tangentes  cons6culives  ä  la  courbe  P. 

16.  Les  r^sultats  precödents  comprennent  le  cas  particulier  d'un 

point-racine  simple.  En  un  pointdecette  espece,  l'angle  -  -  formö 

par  la  tangente  ä  la  courbe  P  et  la  tangente  ä  la  courbe  Q  se  reduit 

ä  -•  On  peut  d'ailleurs  l'ötablir  directement.  Ainsi  : 
'1 

Ell  un  point-racine  du  premier  ordre  les  courbes  P  et  Qse  cou- 

pent  ä  angle  droit. 

Cetle  propriete  appartiendrait  encore  aux  courbes  representees 

par  les  cquations 

P=A,    Q  =  B, 

A  et  B  6tant  deux  constantes  quelconques. 

PROPRIETES   DES   COIRBES  DONNEES    PAR    LES   EQIATIONS 
P  -  0  =  O,      P  -T-  Q  =  O. 

17.  La  courbe  qui  a  pour  equation  P  —  Q  =  o  est  le  Heu  de  tous 
les  points dont  les coordonnees,  substiluöes  dans les fonctions  P  etQ, 
donnent  des  rösuliats  ögaux  et  de  merae  signe.  En  cliaque  point  de 

P 

cette  courbe  le  rapport  ^  est  egal  a  i. 

La  courbe  qui  a  pour  equation  P+  Q  =  o  est  le  Heu  de  tous  les 
poinls  donl  les  coordonnees,  Substitutes  dans  les  fonctions  P  et  Q, 

P 

donnent  des  resultats  ögaux  et  de  signes  contraires.  Le  rapport  - 

y  est  conslamment  6gal  ä  —  1 . 

Les  courbes  P  —  Q,  P+0  jonissent  des  memes  propriöios  que 
les  courbes  P  et  Q,  et  il  sullit  pour  le  demontrcr  dobscrver  que  les 
fonctions 

/^-P-Q,   7---P  +  Q. 


sont  la  parlie  röclle  et  Ic  cocfficicnl  de  yj  —  i  de  la  fonction 

(.-i-/i"7)/(3)  =  (i  +  /-i:7)  (p^-Q^/=7) 

=  P-Q -!-(?  + Q)/^. 

D'ailleurs  /?  et  q  s'annulent  övidemment  avec  leurs  derivrcs  jusqu'ä 
l'ordre  n  cxciusivcment,  quand  on  y  substitue  les  coordonnees  d'iin 
poinl-racine  de  l'ordre  n ;  d'oü  il  suit  que  : 

En  an point-racine  de  l'ordre  n: 

1°  La  courbe  P  —  Q  a  n  tangentes  distinctcs  dont  chticane  j'ait 

TZ 

avec  Celle  cjui  la  suit  an  nngle  egal  a  —  ^ 

2°  La  courbe  P  +  Q  «  aussi  n  tangentes  distinctcs  qrd  sont  les 
bisscctrices  des  anglesj armes  parles  tangentes  ä  la  courbe  P  —  O. 

18.  Pour  construire  les  tangentes  ä  nos  deux  nouvelles  courbes 
il  suffit  de  connaitre  l'angle  qu'une  langente  ä  l'une  d'elles  fait  avec 
une  tangente  ä  la  courbe  P. 

Soit  tangrte  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  ä  la  courbe 
P  —  Q :  on  a  trouv(^  plus  haut 

d"? 

(lo)  tang//w= r7^' 


dx"^''  dy 
ä  cause  de  la  symdtrie  du  calcul,  on  aura  aussi 


(•4) 

tang«£  = TTT— • 

°                     d"  p 

f/j;"-'  dy 

Mais 

d^p  _  r/"P         r/"Q  _  r/"P             r/"P 
daf  ~   dx"         dx-"         dx"        dx"-'dy 

d"p                d"V                d"Q                d"?            r/"P 

dx"~^dy       dx"~^dy       dx"~^dy       dx"~^  dy        dx"  ' 

donc 

r/"P          r/'-P 

tang« 

dx"      dx"-' dr      — (tan2;/?w4-i1               / 

d"P         (-/"P        —  1  — lang«w            =\ 

dx"-'dy      dx" 

d'oü 

(.5) 

1    TT 
t  —  w  _             . 

4  « 

24. 
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De  lä  r&ulte  que  si  rnn  construit,  amime  au  n"  1  i,  les  tnngentei 
aux  rourbcs  P  et  Q,  et  que  si  Von  de.signe  respcctivemcnt  les  anglis 
consecutifs  formes  par  ces  tangerites  pur  les  nomlres 


les  bissectriccs  des  angles  de  rang  pair  seront  les  tangerites  ä  la 
courbe  P  -+-  Q.  Les  bissectrices  des  angles  de  rang  impair  seront  les 
lange  nies  a  ta  courbe  P  —  Q. 

DEMONSTRATION   d'u.N   THEOREME   DE   M.    CAUCIIY. 

19.  Tragens  aulour  d'un  point-raciue  N,  de  lordre  «,  un  ccrcle 
assez  petit  pour  que  dans  son  Interieur  les  courbcs  P,  Q,  P  —  Q, 
P  +  Q  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes,  et,  par 
suite,  ne  puissent  sV  couper  mutuellemcnt  ailleurs  qu'au  point  N. 
Un  point  mobile  M  qui  parcourra  la  circonference  dans  le  sens  direct 
de  rotalion,  c'esl-ä-dire  cn  allant  des  x  positifs  aux  r  positifs,  devra 
rencontrer  -xn  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
l'ordre  suivant  : 

....     P-Q,     P,    P  +  Q,    Q,    P-Q,    P.     .... 

Concevons  qu'a  chaque  position  da  point  mobile  on  substitue  ses 

P  P 

coordonnees  dans  lerapport  t--  De  la  courbe  P  —  Q,  oü  -r  est  posi- 

p 

til  (17),  le  point  M  passesurla  courbe P,  od  -s'annule.el  de  la  imme- 

p 

dialement  sur  la  courbe  P  +  Q,  oü  -  est  negatif.  Donc  chaque  fois 

p 

(jue  ie  point  M  traver^e  la  courbe  P,  le  rapport  -.  passe  du  posilif 

au  negatif.  Ce  rapport  passe,  au  contraire,  du  negatif  au  positif  chaque 

fois  que  le  point  M  traverse  la  courbe  Q. 

Donc  lorsquc  le  point  mobile  sera  revenu  ä  sa  position  initiale 

apres  avoir  rencontre  in  fois  ia  courbe  P  et  2«  fois  la  courbe  Q,  le 

P 
rapport  -^  aura  passe  2«  fois  du  positif  au  negatif  en  s'evanouissanl, 

et  2«  fois  du  negatif  au  posilif  en  dovenant  infiiii. 

Si  au  lieu  d'un  cercle  ou  d  un  conlourconvexeon  tracoune courbe 
fermee  trcs-petilc,  qui  presente  des  sinuosites,  le  point  mobile 
pourra  traverser  plusieurs  fois  chaque  porlion  de  la  courbe  P,  mais 
il  devra  la  traverser  uno  fois  de  plus  dans  le  sens  direct  que  dans 
lesens  retrograde,  puisquil  dcit  revenir  ä  sa  position  initiale.  Donc, 
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poiir  cluKiue  porlioti  de  la  courbe  P,  lo  nipport  ^  passera  unc  fois 

de  plus  du  posilif  au  negalif  quc  du  nei^atif  au  pusilif,  et  qunnd  lo 

point  mobile  sera  revenu  au  point  de  depart,  cc  rapport  aura  pass6 

en  s'evanouissant  in  fois  de  plus  du  posilif  au  negatif  que  du  wk- 

galif  au  |)osilif.  Au  contraire,  ce  rapport  aura  pass6  en  devenant 

infini  2«  fois  de  plus  du  negatif  au  positif  que  du  positif  au  nögatif. 

Ainsi  se  trouve  demontre,  pour  un  cas  parliculier,  un  Iböoreme 

remarquable  du  ä  M.  Cauchy,  et  dont  voici  l'enoncö  : 

Lc  iinmbrc  des  points-i-nci/ies  situes  dans  V Interieur  d\in  contour 

fcrine^  en  supposanl  (juilnes^en  trom<c  aucun  sur  ce  cnntour  nienir, 

est  egal  a  In  dcnü-dijfercncc  entrc  lc  noiiibre  des  variations  {*) 

P 
descendantcs  etccluidcs  variations  asccndantcs  du  rapport  ^^  •,  pour 

taute  Vetendue  da  contour  suppose  parcouru  dans  lc  scns  dircct  de 
rotation. 

20.  Du  cas  particulier  que  nous  venons  d'examinor,  on  s'^löve. 
au  cas  g6neral  par  les  considerations  suivantes,  emprunlöes  ä  un 
Memoire  de  MM.  Sturm  et  Liouvilie  [Journal  de  Mathcnwtiques, 
t.  I,p.  278)  : 

«  Soit  A  l'exces  du  nombre  des  variations  descendantcs  sur  le 

p 
nombre  des  variations  ascendantes  du  rapport  -  )  pourun  contour  qui 

renferme  u.  racines.  II  faut  demontrer  que  Ton  a  .u.  =  -  A.  Or, 
'  '2 

«   1°  Le  theoreme  est  evidwit  pour  un  contour  quelconque  ABC, 

iorsque  dans  l'interieur  de  ce  contour  et  sur  le  contour  meme  on  n'a 

Jamals  P  =  o ;  alors,  en  effet,  les  deux  nombres  p  et  A  sont  tous  les 

deux  nuls,  et  par  suite  requation  p.  =  -  A  est  satisfaite. 

»  Elle  est  satisfaite  encore  Iorsque  dans  l'interieur  du  contour  ABC, 
et  sur  ce  contour  meme,  on  n'a  jamais  Q  =  o ;  le  nombre  [i.  est  alors 
encore  egal  ä  zero,  et  je  vais  prouvcr  que  l'on  a  aussi  A  =  o.  En 

p 
effet  la  fraction  ^1  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir 

au  point  de  depart  A,  devra  se  retrouvcr  en  ce  point  alfcctee  du 
meme  signe  que  d'abord  ellepossedait,  quand  le  mcuvementa  com- 
raencö  :  donc  celte  fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair 


(*)  J'appellc  Variation  ascendanie  le  changement  de  si(jne  d'une  quan- 
tite  qiii  passe  du  negatif  am  posilif  eu  s'fcvanouissant.  Une  Variation  des- 
cendante  est  le  contraire. 
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de  fois,  toujours  en  s'evanouissant,  puisque  son  numöraleur  seul 
peilt  devenir  nul,  et  en  passant  alternalivement  du  positif  au  ne- 
gatif  et  du  nd'gatif  au  posilil' :  donc  enfin  l'exces  A  du  norabre  de  fois 
oü  eile  va  du  ■+-  au  —  sur  le  nombre  de  fois  oü  eile  va  du  —  au  -i- 
eii  s'evanouissant,  est  6gal  ä  zero;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  2°  Quand  le  thöoreme  de  M.  Cauchy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA,  ACDA  qui  ont  une  partie  commune  AC,  il  a  lieu  egalement 
pour  le  contour   total  ABCDA  formö  par  leur  röunion.   En  eflet, 

p 
l'exces  A  du  nombre  de  fois  oü  --  s'evanouissant  passe  du  4-  au  — 

sur  le  nombre  de  fois  oü  Celle  fraction  en  s'evanouissant  passe  du  — 
au  +  est  le  möme,  soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABCDA, 
soit  qu'on  parcoure  successivement  les  deux  contours  ABCA,  ACDA, 
puisqu'ä  chaque  passage  du  +  au  —  ou  du  —  au  -i-,  qui  a  lieu  quand 
on  va  sur  le  cöte  AC  de  C  en  A,  repond  un  passage  inverse  du  — 
au  -4-  ou  du  -h  au  — ,  quand  onva  sur  le  meme  cöle  de  A  enC.  Or, 
en  supposant  que  le  nombre  des  racines  soit  egal  ä  p.'  dans  le  con- 
tour ABCA,  et  ä  p"  dans  le  contour  ACDA,  on  a  A=  2fx'  pour  le 
premier  de  ces  contours,  et  A  =  afx."pour  le  second,  puisque  le 
theoreme  de  M.  Cauchy  est  suppos6  applicable  ä  Tun  et  ä  l'autre, 
d'apres  ce  qu'on  vient  de  voir  :  il  r^sulte  de  lä  que,  pour  le  contour 
total  ABCDA,  on  a  A  =  2  ( fx' 4- p." ) ;  donc  le  theoreme  de  M.  CaucJhy 
est  vrai  pour  le  contour  ABCDA  qui  renferme  p'  + p"  racines. 

»  Si  Ton  considere  un  nombre  quclconque  de  contours  juxtaposes, 
pour  chacun  desqucls  ce  theoröme  ait  lieu,  il  aura  lieu  egalement 
pour  le  contour  total  forme  par  laröunion  de  ces  contours:  c'est  ce 
qu'on  verra  en  reunissant  ces  contours  successivement  deux  ä  deux, 
comme  on  peut  le  faire  d'apres  ce  qui  vient  d'elre  demontre. 

»  3"  Etant  donne  un  contour  quclconque  ABC,  on  peut  toujours  le 
concevoir  divise  :  I.  En  contours  convexes  Iraces  aulour  de  chaque 
racine  contenue  dans  l'intörieur  de  ABC,  assujetlis  aux  condilions 
enoncees  n"  19 ;  II.  En  contours semblables  ä  ceuxdont  ona  parl6  (1°), 
c'est-a-dire  pour  lesquels  on  n'a  jamais  ä  la  fois  P  —  o,  Q  —  o.  Le 
theoreme  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  parties  dans  les- 
quelles  on  divise  le  contour  ABC,  aura  lieu  pour  ce  contour  möme 
ABC,  dont  la  forme  est  arbitraire. 

»  Ce  theoreme  est  donc  cntierement  demontre. 

»  Toutefois,  nous  excluons  formellementle  c;\sparticulieroü,  pour 
quelque  point  de  la  courbe  ABC,  on  aurait  ä  la  fois  P  =  o,  Q  =  o  • 
ce  cas  particulier  nc  jouit  d'aucune  propriele  reguliere,  et  ne  peut 
donncr  lieu  äaucun  theoreme;  car,  des  qu'on  l'admet,  lexces  A  peut 
varier  avec  la  forme  du  contour  sans  (jue  le  nombre  it  varie;  de  sorle 
qu'il  n'existe  alors  entre  (x  et  A  aucune  relalion  constante.   > 
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ASYMPTOTES  DES  COUl\BES  P,  (J,  P  —  Q,  P  +  Q,  DANS  LE  CAS  OU  P 
ET  Q  SONT  RES  FONCTIONS  ALGEBRIQUES  ET  ENTIERES.  —THEOREME 
SUR   LR   NOMBRE   DES   RACINES   d'uNE   EQUATION   ALGEBRJQUE. 

21.  Soit  une  equalion  alg6briquc  et  entiere  do  degrö  /«, 

f{z)  =  (A„  -(-  By~)  z-  +  (A.  4-  B,  v/~)  z'"-'  +. . .     __ 

+  (A„,  +  ß,„v/~)  =  o; 
si  noiis  posons 

z  —  X  4-Jv/~'  =  /•(cosw  -t-  y/—  I  sin&j), 

nous  aurons 

/(.r4-jv/^)  =  P  +  Qv/=^ 

=  p/*"'[cos(«  -h/«o))  4-v/— isin(a  +  w&j)] 
-f  p,r"'-'jcos[a, +  (/«  —  ! )w]4-v/~sin[x, +  (w  —  i)w]|4-. .., 

d'oü 

P  =  pr"'cos(a  +  ww)  4-  p, /•"""' GOs[a,  -f-  (/»  —  i)  wj 

-f- p, /-"-'cos  [a,-|-(w  -2)wJ+..., 
Q  =  pr"'sin  (a  +  ww)  4-  p,  /•"'"' sin  [a,  4-  ("'  —  i)  wJ 
4-p2r'"-'sin[aj4-(w  —  2)w]4- 

Les  polynömes  P  et  Q  ainsi  definis,  nous  allons  chercher  les 
asymplotes  des  couibes  donnees  par  les  öquations  P  =  o,  Q  =  o. 

22.  Les  coefficienls  angiüaires  des  asymptotes  d'une  courbe  al- 
gebrique  de  degre  m  s'obtiennent  en  ^galant  ä  o  la  somme  dus 
termes  de  son  equalion  qui  sont  du  m'"""  degre,  apres  y  avoir  fait 
X  =  rcosw,  y  =  rsinw. 

Ol-,  les  lermes  du  ///^""degre  dans  les  polynömes  P  et  Q  proviennent 
^videmmenl  de  la  Substitution  de  x+j\/—i  ä  la  place  de  z  dans 
le  terrae  ( A„  4-  B^  \/—  i )  z'"  de  l'equation  f{z]  =  o.  Donc,  si  reser- 
vant  w  pour  designer  l'angle  qu'une  asymptote  ä  la  courbe  P  fait 
avec  Taxe  des  x,  on  appelle  u  l'angle  analogue  relatifä  la  courbe  Q, 
on  obtiendra  w  et  u  en  posant 

pr"'cos(a-t- ww)  =  o,     p/-"'sin(a  4- 7?rj)  =  o, 

d'oü  Ton  tire 


y. 

.     TT              I      77 

y.         ,  77 

I      77 

y= 1-/—  = 

Hl 

//i       'j,  in 

/n           in 

1  in 
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23.  Quand  l'^quation  d'une  courbe  du  degr6  m  est  teUe,  qu'on 
puisse  fjire  disparaitre  les  termes  du  [m  —  \'f'""  degre  en  posanl 
X  =  x' -\-x^,  X  =  y  +j',,  on  sail  que  loutes  les  asymptotes  de 
celte  courbe  passent  par  le  point  (-r,,  j,). 

Les  courbes  P  et  Q  sont  dans  ce  cas.  

En  effet,  si  dans  reqiiation/(z)  =  o  on  f;iit  z  =  z' +  ,r, -f- v,  v^- -  •  i 
il  suCQra,  pour  faire  disparaitre  le  terme  en  z'"""',  de  poser 


^,  +  r,v/-.=  --     '_    ■    _, 


ou  bien,  söparöment, 


A,.A. -4-B„B.  I   A„B. -A.  B. 


y,= 


m       AJ-^BJ  •''  m       Ai-hli; 

La  tiansformee  en  z'  n'ayanl  pas  de  termes  du  (m  —  i  """  degre, 
k's  polynömes  P,,  Q,,  analogues  ä  P  et  ä  Q,  que  Ton  deduit  de  celte 
transform^e  en  posant  z'  =  x'  -^y  y/— i,  n'auront  pas  non  plus  de 
termes  de  ce  degr6. 

Mais  il  est  Evident  que  P,  et  Q,  sont  ce  que  deviennent  P  et  (J 
quand  on  y  fait  x  =  x' -{-  x^^  y  =  y  -\- )\.  Ainsi,  les  polynömes  P 
et  Q  perdent  leurs  termes  du  degr^  m  —  i  par  ce  changement  de 
variables,  et,  par  suite,  toutes  les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q 
passent  par  le  point  (r,,  J, ). 

24.  Des  formules  (16)  il  resulte  :  1°  que  les  deux  courbes  P  et  Q 
onl  chacune  m   asymptotes  distinctes  ;  2°  que  deux  asymptotes 

consecutives  de  l'une  d'elles  comprennent  un  angle  6ga!  ä  -^? 

donl  la  bissectrice  est  une  asymptote  de  l'autre  courbe  (*). 

La  construction  des  asymptotes  est  donc  la  miJme  que  celle  des 
tangentes  en  un  point-racine  de  Tordre  n. 

Les  öquations  qui  donnent  tangw  et  tangu  n'ayant  que  des  ra- 
cines  inegales,  les  asymptotes  ainsi  obtenues  sont  bien  reelles  et 
s'approchent  indöfiniment  des  courbes  P  et  Q,  tant  du  cöte  de  lin- 
fini  posilif  que  du  cöt^  de  linfini  nesatif. 

25.  Les  courbes  P  —  0,  P  +  Q  ont  aussi  chacune  m  asymptotes 
qui  passent  par  le  point  (x,,  j\).  Leur  position  par  rapport  aux 
asymptotes  des  courbes  P  et  Q  est  la  meme  que  Celles  des  tan- 
gentes  n°  18.  II  resulte  de  lä  que  si  du  point  (j^,,  j,)  on  decrit 

(*)  Ces  proprietes  des  asymptotes  ont  cte  remarqiiees  par  Gau<s  et 
publiees  par  lui,  en  1799,  dans  une  lliese  iiitituloe  :  Demonstratio  nova 
theoremalisomncmfonctionem  algfbiaicam  rationalem  intrp-am  unius  faria- 
bilis  in  factorts  reales  primi  vel  secundi gradus  raolvi  posse.  Ilelm^l.iiiii. 


NOTE    IV.  3^y 

un  ccrclc  asscz  granrl  poiir  que,  prcs  de  sa  circonferencp,  les 
coiirbcs  sc  confondent  sensiblement  avec  Icurs  asymptoles,  un 
point  mobile,  parcourani  ce  cercle  dans  le  sens  direct  de  rotalion, 
renconlrcra  im  fois  chacune  des  quatre  courbcs,  et  (oiijours  dans 
l'ordre  suivant : 

...,    P-0,    p,    P-+-0,    0,    P-0,.... 

Par  consöquent,  la  difföronce  entre  le  nombre  des  variaüons  des- 

P 

cendantes  et  celui  des  varialions  ascendantes  du  rapport  —  sera 

ögale  pulir  ce  conlour  ä  im.  Le  nombre  des  poinls-racincs  qu'il 
renferme  est  donc  ^gal  ä  w,  et  comme  au  delä  les  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  on  en  conclut  que  toutc  equation  alge- 
brique  et  cntiere,  de  degre  m,  a  cocjfficicnts  quelconques,  admet 
m  racines  de  In  forme  a  -f-  o  / —  i . 

PROPUIETES  DES   SURFACES  DON'NEES   PAU   LES   EQLATIO.NS 

z=.P,     z  =  Q. 

26.  Si  dans  l'integrale  deßnie  (475) 


£ 


f{u)dO-^7.7zf{o), 


oü  u  tient  la  place  de  a:  +j-\/—i  —  r  (cosö  +  v/— 'sinö),  onsup- 
pose/(«)  de  la  forme  <^{u)  -h  W  (u)\/—i,  *  («)  et  M'(«)  6tant  des 
fonctions  rc^^elles  de  u,  on  aura  separöment : 

Pf/O  =  277*  (O),         /  Qr/Qr^   2  77H'(o), 

ü  Jq 

P  et  Q  ayant  toujours  la  meme  signiticalion,  mais  devant  6lre  con- 

sid^röes  comme  des  fonctions  reelles  de  rsinö  et  de  rcosö. 
Voici  une  consequence  remarquable  de  ces  formules  : 
Soit  V  le  volume  d'un  corps  compris  enlre  !a  surface  z  =  P,  le 

plan  xy  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  axe  Taxe  des  z  et  /•  pour 

rayon.  On  aura 

V=  f  j  r?drdQ=  frdlj  f'^?dQ=  i7:<t>[o]  f  rdr, 
J  J  t/o  Jo  <-'o 

et  enfm 

V=  77r'*(o). 

Ainsi  le  volume  considere  est  ögal  ä  celui  d'un  cylindre  ordinaire, 
de  meme  base  et  ayant  pour  hauteur  ^  (o). 
En  appelant  U  un  volume  analogue,  dans  lequel  la  surface  z  =  Q 
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remplacerait  la  surface  z  —  V,  on  aurait  de  möme 

U=77r'^F(o). 

Dans  Ic  cas  oii  la  fonction  /{«)  est  r(5elle,  ce  volume  est  con- 
stamment  nul. 

REMARQUES. 

27.  Les  courbes  donnees  par  les  öquations  P  =  o,  Q  =  o,  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir  ä  representer  par  leurs 
intersections  les  racines  de  l'öquation  f{z)  ■=  o.  En  effet,  on  ne 
change  pas  les  racines  de  Celle  equation  en  mullipliant  son  premier 
membre  par  une  conslante  röelle  ou  imayinaire.  Or,  le  premier 
membre  de  l'equalion 

66  changera  pour  z  =  or  -\-y\/—i  en 

r/P-^0  +  (/''P-i-«Q)v/^,     • 
et  les  courbes  donnees  par  les  ^quations 

P,  =  «P  — ^iQ  =  o,    Q,  =  ^'P-f-flQ-^o 

se  couperont  aux  poinls-racines  de  la  propos^e. 

Les  courbes  P,  et  Q,  jouissent  des  memes  proprieles  qiie  les 
courbes  P  et  Q,  et  si  Ton  ajoute  ä  cette  remarque,  qu'en  cliaque 

P  b 

point  de  la  courbe  P,  le  rapport  tt  est  egal  ä  -5  on  aura  deus 

tWoremes,  qui  pourront  s'^noncer  d'une  maniere  abregee  comme 

il  suit : 

P 
Le  rapport  —  a  la  meine  viilcnr  a  tnux  les  sommcls  (^11/1  poly- 

gone  regulier  infimment  pctit  de  2  n  coles,  ilont  le  centre  est  un 
point-racine  de  Vordre  n. 

P 

Le  rapport  —  a  la  meine  valcur  h  totis  les  sonimcts  triin  polr- 

gone  regulier  infiniinent  grand  de  1  m  cötes  dont  le  centre  est  le 
point  de  concours  des  asymptotes.  —  Le  dernier  Ihöoröme  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  oü  P  et  Q  sont  des  fonclions  alg^briques  et  entieres 
dedegrö  in. 

28.  Tous  les  Iheoremes  demontrös  dans  celle  Nole  ne  s'appliquenl 
qu'aux  fonclions  que  M.  Liouville  appelle  bien  detcrminees,  c'est-ä- 
dire  ä  Celles  qui  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur  de  la  variable  z  =  x-\-y\/—i,  et  qui  varient  d'uno  maniere 
continue  quand  le  point  (.r,  j)  se  döplace  suivanl  une  courbe  quc!- 
conque. 
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NOTE  V. 

EXERCICES  SUU    LA    UECTIFICATION    DES    OOURBES    PLANES, 
par  M.  E.  PnounET. 


Formule  pour  l;i   rcclificatioii  des  arcs.  —  Approximation  des  arcs.  — 
Traiisrormalion  des  arcs  de  courbe.  —  Courbes  reclifiables. 


FORMULE   POUR   LA   RECTIFICATION   DES   ARCS  DE   COURBE    PLANE. 

1.  Soient  AB  une  courbe  phine,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpeiidiculairc  ä  la  tangente  menee  ä  la  courbe  AB  par  un 
de  ses  points  M  :  La  normale  a  la  courbe,  lleu  des  points  P,  s'ob- 
tient  en  joignant  le  point  P  au  milieii  de  la  droit e  OM. 

2.  Si  Von  designe  par  p  la  perpendiculaire  OP  et  par  m  l'angle 
tjue  cette  droitefait  avcc  un  axe  fixe,  on  aura 

PM  =  ±^^ 

Cela  rcsulte  de  ce  que  PM  est  ögale  ä  la  sous-normale  de  la  po- 
daire  (c'estainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  jioints  P),  quand  on  con- 
sidere/j  et  w  comme  des  coordonnees  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  nor- 
male CM  h  la  courbe  AB,  C  etant  le  centre  de  courbure,  on  aura 

(iiji- 

car  le  point  Q   appartient  ä  la  podaire  de  la  developpöe  de  la 

courbe  AB. 

\ 

4.  Si  Von  designe  Varc  AB  par  s,  et  par  x  et  p  les  angles  que  les 
normales  aux  points  A  c/  B  fönt  aoec  un  axe  fixe,  on  aura 

Eneffet,  p  etant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

s=  f'  pdcö  =  r  (OP  ±:  CQ)  r/w  =  r  (p  4-  ~5)  '^"• 

5.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extremes 
et  plus  generalement  quand  les  extremites  de  Varc  AB  sont  egale- 


•JÖO  COLRS    l)  ANALYSE. 

ment  distantes  des  poinls  corrcspnndants  de  hi  podaire,  on  a 


=  j     pdüi. 


Consequcnce  de  (2)  et  de  (4). 

6.  La  formale  [l]  ne  change  pas  fjiiand  on  cliaiigc  p  en 

p  +  (i  cos  w  -J-  ^  sin  CO . 
Analytiquement  cela  rösulte  de  ce  que 

s=  «cosw  -T-6sin&> 
est  l'inlögrale  generale  de  l'equation 

z  4-    ,2  =  0, 

(Im 

geomelriquement  cette  transformation  revienl  ä  ddplacer  le  point  0 
d'oü  Ton  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  ä  la  courbe. 

APPROXIMATION   DES  AUCS   DE   COCRBE. 

7.  Soienl  AB  vn  arc  convexe,  0  iin  point  pris  dans  la  concavite 

da  cette  courbe,  tj   P angle  des  normales  extremes,    en  designant 

par  po'  Pn  Pj»  •  •  • ;  p2n  ^^^  rayons  de  courbiire  qid  fönt  avec  la  nor- 

,  .        .    ,  ,  CT      2-     3cr 

male  an  point  A  les  anslcs  o,  — •>  — )         '"  •  ^  on  aura 
'  ^  xn    in    in 

AB  >  ^  ^  Po  +  P.  +  P.JJL---  +  iP», 
n 

AB  <  er  ^^P'    ■         L2^. 


si  d'ailleurs  -j-^,  est  negatif  pour  les  valeurs  de  w  compriscs  entre 

o  et  vs. 

Ces  deux  inegalil^s  resultent  de  ce  que  /  p<^/w  pcul  ölre  consi- 

derö  comme  l'aire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  w  seraient  los 
coordonnöes  rectangulaires. 

8.  5/0  est  le  point  de  concoiirs  des  normales  extremes,  et  />,, 
/;,,  /^,, . . . ,  /^j„  les  perpendiculaires  abaissees  sur  les  cotes  d'un  po- 
Ijgone  ecjuiangle  circonscrit  a  la  courbe  AB,  on  aura 

AB  =  lim  xs  lP'-^P^-^P^^---^^P^n    ^„r„  ^  ^ 
/; 

AB  =  lim  CT  ^'^^^"^••••'^^'-'  pour«=oo. 


\p,^lh-^l\ 

+  .. 

..  +  \ 

Pin 

n 

P.+Py^' 

.  .-4- 

P-.„-x 
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9.  Soit  CD  unc  r/rnile  part(i<^('c  au  point  E  en  deux  segmrnts, 
CE  —o,  CD  ^  b.  Si  Ion  partage  en  in  pnrtles  egales  Ict  ilemi- 
circonfcrcncc  decrilc  sur  CD  comme  dinmetre  et  que  Pon  designe 
pnr  p^iPi,  •  •  •  y  P2,,  ^^^  droit  es  mences  du  point  E  aux  divers  points 
de  division,  le  perimetre  de  Pellipse  ayant  2«  et  %b  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonferences  ayant  pour  rayons  :  la  premierc 


et  la  secondc 


Le  thdoröme  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  ötait  pris  sur  le  pro- 
longement  de  CD  et  que  Ton  eüt  encore  EC  =  «,  ED  =  h. 

iO.  La  mnyenne  des  distances  d'un  point  pris  dans  le  plan  d\in 
ccrcle,  (Uix  somnicts  (Pun  polygone  regulier  (Pune  infinite  de  cötes 
inscrits  dans  le  ccrcle,  est  egale  au  perimetre  (Pune  ellipse  ayant 
pour  denii-axes  la  plus  gründe  et  la  plus  courte  distance  du  point 
ä  In  circonference,  divise  par  'it:.  —  Cas  oü  le  point  est  pris  sur  la 
circonft'rence. 

Consöquence  de  (9). 

11.  Le  perimetre  cPune  ellipse  ayant  pour  axes  ia  et  ib^a^  h, 
etanl  designe  par  E,  on  a 

E>2-^,  E<'J7rrt 


L>2- ,  E<277^ 


ll>2:r ^— ,  E<27T-'' — — > 


Consequence  de  (9). 

TRAXSFORMATIOX  DES  ARGS  DE  COÜRBE. 

12.  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  paralleles,  ein,  b,  des  points 
pris  sur  les  droiles  AA',  BB',  de  teile  sorte  quo 

A^  _   BA  _  m 
I^~  Wb  ~   n' 
on  aura 

/?AB±:wA'B' 

ab  =  • 

m  -\-  n 

On  prendra  le  signe  +  si  les  droites  AB,  A'B' sont  dirig^es  dans 
le  meme  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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iZ.  Si  pfiisieiirs  polygones  ABCD. . . ,  A'B'C'D'. . .  ,  A"B''C"D". . . , 
ont  Icurs  cötes  respcctwcmen'  paralleles,  si  a  est  le  centrc  de  gravile 
des  sommcts  homologues  A,  A',  A", . . . ;  b  cclui  des  sommcts  B,  B', 
B", .  .  .  ,  et  ainsi  de  suite,  le  polygnne  abcd. . .  aura  ses  cötes  paral- 
leles a  ccux  des  premiers  poljgones,  et  snn  perirnelre  sera  egal  a 
la  moyenne  arithinetique  des  perimetres  des  polygones  proposes. 

Se  demontrera  d'abord  pour  doux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suite,  au  moyen  du  tliöoreme  12. 

14.  Soient  C,  C,  C",...  plusieurs  courbes,  A,  A',  A",...  des  points 
appartenant  respectivemcnt  ä  ces  courbes  et  lels,  que  les  tangentes 
en  ces  points  soient  paralleles.  Soit«  lecenlrede  gravite  des  points 
A,  A',  A",...  considörös  comme  des  points  maleriels  de  poids 
egaux.  Si  les  points  A,  A',.  •  •  se  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives  en  rcmplissant  toujours  les  conditions  precedentes,  Varc  de 
courbe  decrit  par  le  point  a  sera  egal  a  la  mnyenne  arithmetiqne 
des  arcs  decrits  par  les  points  A,  A', . . . ,  en  prenant  avec  le  meme 
signe  les  arcs  decrits  dans  le  meine  sens. 

15.  Etant  donnc  an  arc  AB,  le  transfonner  en  iin  nrc  d'especc 
differente  et  de  tnenie  longueiir. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menees  aux  extrömites  de  larc  AB. 
Soit  A'ß'  ce  que  devient  AB  quand  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  theoreme  14, 
on  aura  une  couibe  ab  egale  ä  la  demi-somme  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  consequent  egale  ä  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symetriquo  par  rapport  ä  OG.  En  doublant  les 
dimensions  d'unede  ses  moitiessans  changer  sa  forme,  on  aura  une 
courbe  de'  de  meme  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extremes  feront  un  angle  ögal  ä  la  moiti^  de  l'angle  AOB. 

En  opörant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  röpetant  indefiniment  celte 
suite  d'op^rations,  on  transformera  larc  primilif  en  arcs  de  meme 
longueur  dont  Ics  normales  extremes  feront  un  angle  de  plus  en  plus 
petit  et  qui,  par  consequent,  differeront  de  raoins  en  moins  d'une 
ligne  droite. 

IG.  Dans  la  transformation  pr6c6dente,  on  a  changö  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  meme  Ouvertüre  ou  d'une  Ouvertüre  moitiö 
moindre,  c'est-ä-dire  dans  lequel  les  normales  extremes  faisaient  le 
möme  angle  ou  un  angle  moiti^  moindre.  Soit  o  l'ouverture  d'un 
cerlain  arc  AB,  posons/>  =  /(w) :  on  a 


-~£ 


[/(w)-+Aw)]rf«. 
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On  aurait  eiicoiü 


Jo 


Soit /?,  =f^{(,))  l'öqiialion  de  la  podairc  d'une  certaine  courbe  dont 
l'arc  scrail  represcnle  ])ar  la  formulc  prec6dente  :  on  doit  avoir 

./i(w) +/",(«) -/(«"0+/"(^^' )• 

La  fonction/i  est  donc  donnöepar  une  6quation  differentielle  linöaire 
du  sccond  ordre,  en  g('m(^ral  dilTicilc  a  integrer. 

COURBES   RECTIFIABLES. 

17.  Troui'cr  une  courbe  conncHssnnt  sa  podaire. 

Si/?  =/(w)  est  l'equalion  de  la  podaire,  /•  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchee  et  9  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  Taxe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapport^e,  il  faudia  61iminer  &j  entre  les  deux 
<5quations 

tang(9-«)=i-^,     r^  =  p^  +  '!f-.. 

p  «w  '  r/w 

18.  Si  l'on  pre/id  f[r,i)eiral  a  la  derivee  d'une  certaine fonction 
F(w),  Veliniination  prccedcnte  donnera  une  equation 

?('•,  Ö)^o, 

cjui  representera  une  courbe  rectifinhle. 

19.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rccüfiable  si  Von  Irouve  une 
fonction  M  de  x  teile,  que  l'on  puisse  trouver  en  ternics  finia  les 
integrales 

//  suffira  de  poser 

Eh  prenant  M  de  la  forme  M  =  ajcf%  on  aura  une  courbe  algö- 
brique.  Si  M  est  une  fraction  algöbrique  rationnelle,  la  rectiQcation 
de  la  courbe  dependra  generaleraent  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 
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NOTE  VI. 

SLR    LA    RtoLCTION    DES    SOMJIES    ALX    LMEGRALES, 
par  M.  Procuet. 


Kormule  fondamentale.  —  Application  de  cette  formule  aux  fonctionsen- 
tieres, —  aux  functiuns  fractionnaires, —  aux  fonctions  transcendanteä. 
—  Theoremes  ä  demonlrer. 


FORMULE   FONDAMENTALE. 

1 .  Soient/( x)  une  fonclion  quelconque  et  /i  un  nombre  entier  posi- 
lif.  Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  ^{n)  teile,  que  Ton  ait 

(1)  o(„)=/(x)-i-/(x+/0  ^/(,r---2//)-T-...-^/[x  +  («-,)/.]. 
Posons 

(2)  ^(/0=/'W+/'(.r+/.)+/'(x4-2//)  +  ...H-/'[x  +  («-i)//]. 
II  en  resultera 

(3)  rf(n^i)-o{n)==f{x  +  n/i), 

(4)  ^(«-^i)-^(,0-/'(^-t-///0. 

La  fonclion  «p  doit  satisfaire  k  l'^qualion  (3)  pour  des  valeurs  en- 
tiöres  de  n;  mais  il  est  clair  que  cette  coniiition  sera  remplie  ä  plus 
forte  raison,  si  Ton  oblient  une  fonction  ^  teile,  que  l'equation  (3 ' 
soit  satisfaite  pour  toutos  Ics  valeurs  quel'on  mettrail  a  la  placede«. 
Alors  l'equation  (3)  est  identique.  On  pourra  donc  prcndre  les  dcri- 
veesdes  deux  membres  parrapportä  //,  et  l'on  aura 

(5)  ^'(,^4-l)-v'(«)  =  ¥'(-^-  +  «/'), 

et,  en  coniparant  avec  l'equation  (4), 

(ü)  c^'(„  +  ,)_o'(„)^Ä.^(„4-,)_/,.^(,0. 

Si  mainlenant  nouschang>?onssuccessivement  «  en  «-i-i  ,«  +  2... , 
n  +  X ,  nous  aurons,  en  ajoutant  los  rösultats, 
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ou  bien 

(7)  ^'(n)  -  h  -M«)  =  <?'(«  -+-  /:•)  -  Ä  ,]/  («  +  /•). 

Le  premior  membrc  de  cette  ägalitö  est  independant  de  /■;  donc  il 
doit  en  6tre  de  mßme  du  second  :  mais  ce  dernicr  est  une  fonction 
de  n  +  X-,  et  il  ne  peut  pas  ölre  indöpcndant  de  k  sans  l'ölrc  de  n. 
Donc  l'ögalit^  (7)  sera  salisfaite  si  Ton  |)ose 

(8)  <.'(«) -//■^(/^)=r, 

c  designant  une  constante,  c'est-a-dirc  un  nombre  indL'pcndant  de /?. 
En  designant  <}>(«)  par  S/(  j;)  et  -^('0  P^r  S/'(^),  on  aura 

^S/(^)=./^S/'(a•)-f  .,    . 
et  en  int^grant, 
(I)  S/(jc)  ==  h  fsf'{x)  ein  +  cn , 

formale  qui  fait  depcndre  la  somma'.ion  de  la  fonction /(j:)  de  la 
sommation  de  sa  derivee.  On  n'ajoute  pas  de  nouvelle  constante, 
parce  que  Sf{x)  doit  etre  nulle  pour  n  ~  o. 

APPLICATION   AUX   FONCTIONS   ENTI^LES. 

2.  Supposons  que  /(^c)  soit  une  fonction  entiere  du  degre  w; 
alors/"'(a:)  est  une  constante  A,  et  l'on  a  tout  d'abord 

Sf"'{a:)  =  An, 

d'oül'on  tire  successivement,  en  appliquant  la  formule  (I), 

S/"'-(^)-  ^_^^^ 

S;^«.-3(^)^    AÄ^.*      .    BJ^^n^    .    B.J,n^    .    B.n 

et  enün 

AÄ""«™-*-'  .     B,  //" 


I  .-J. 

I 

X/rn' 

B,/in-    ,    Bj? 

1.2.3     ' 

1 .2            I 

APn* 

^    B, //=//'    ,    B.^/m 

1.2.3.4 

1.2.3          1.2 

Sf{x)  = 


1 .2.3. ../«(/« +  1)        I.2.3...//^ 

BJi"'-'n'"-'  B,„_,  /m^       B,„n 

"^i.2.3...(/«-i)~^*"^   1.2   "^"ir* 

B,j  B^,. . .,  B^  sont  desccnstantes  dont  les  valeurs  se  determineront 
successivement,  ä  chaque  inlegration,  en  faisant  /z  =  i. 

Sturm.  —  An.,  II.  25 
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3.  On  trouvera  tres-facilement  par  ce  moyen  los  sommes  des  puis- 
sances  des  n  premiers  nombres.  En  d^signant  ces  sommes  par  S, , 
S, ,  Sj , . . . ,  on  aura ,  en  general , 


(11)  S„,  ==  in  f   S,„_^(ln  +  cn: 

c/O 

S„  =  /?, 


on  a  d'abord 
et  en  integrant, 


h  cn. 

2 


Pour  determiner  c,  on  fcra  /?  —  i,  ce  qui  reduit  le  premier  membre 
a  I  :  on  aura  donc  i—  -  -\-c,  aou  c  =  - :  et 


'  2  2 

On  aura  de  la  meme  maniere 

„        n^       n'  n^       '?'       n 

^^  =  T  +  T  +  "'  =  T  +  T-"6' 
et  ainsi  de  suite. 

On  vüit  que  la  formule  (II)  presente  un  grand  avantagesur  la  for- 
mule  du  n°  743  qui  fait  dependre  chaque  somme  de  toutes  les  sommes 
d'un  indice  moindre.  En  partant  de  la  valeur  de  S^ ,  donnee  au  nu- 
mero  eile,  on  trouvera  facilement 

n'^        n'        5  n'        n 
S,  =  -H 1 , 

b  2  12  12 


s.  =  - 

7 

+ 

n         n"        11          n 

2             2             b            42 

-■■-% 

-r 

2           12           24          12 

^•  =  i 

+ 

17*        •xii'        -jrv'        2«' 
2+3           i5  +    9 

n 

«-'^ 

-H 

n'        3n^        in^       n* 

+                       + 
24           10         2 

3/r 
20 

'"1120  2         bb 

^         //"      //"        II«' 

S„  =  — H \ 

"       12         2  12 


1  /?*        II  «* 

11//'        5n' 

-:; ^  -;^ 

—3 1 

8               b 

8            \Ä 

^OTE  VI. 

APPLICATION   AUX   FO.NCTIONS    FnACTIONNAIIlES. 

4.  Posons 


38- 


On  a  trouvö  (741) 

S/x   = 1 -4-...—  — --1 

On  aura  donc 

Sj[x 


du    •  ^     '       (/?  -t-ij- 
De  lii  rdsulto 

Pour  delormincr  la  constanle,  faisons  /?  —  i  :  le  premier  membre  se 
reduit  a  -  et  S/'(j:)  'a  —  -\  donc  c  =  i,  et,  par  suite, 

I  3  5  2/^-1-1 


ou  bieii 


,         3  .')  2/?  +  l       _ 


I 


1^2^     2^3^         '  «'(//4-i)'  («-Hl) 

APPLICATION  AUX   FONCTIONS  TRiVNSCENDANTES. 

ö.  Soient 

la  formule  (I)  donnera,  en  reinarquant  que/'(jr)  ==  e-"  =j^, 

r/r 

^.^•^'  +  "' 

ßquation  donl  l'integrale  est 

y-  c'e''  —  c. 

25. 
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Les  constantes  se  determinent  en  faisant  «  —  o,  «  =  i ,  ce  qui  dcnne 


0  —  c  —  r, 

1  =  c'e  —  I 


d'ou  l'on  tire  c  =  c'  = »  et,  par  cons^quenl, 


e  —  I 

formule  connue. 

6.  Comme  derniere  application,  nous  allons  faire  voir  commenl 
on  peut,  par  !e  moyen  de  la  formule  (1),  ramener  ä  une  question 
de  calcul  integral  ordinaire  la  sommalion  dune  classe  tres-ölendue 
de  fonclions  transcendanles. 

1°  Soient 

j  =  SMe",    jr,  —  Sw'e", 

u'  etant  la  derivee  de  «.  La  formule  (1)  donne  imm^diatement 
ctr 

equation  differentielle  du  premier  ordre  qui  ramene  Stic"  ä  Su'e". 
Si  donc  u  est  une  fonction  algebrique  et  entiere  de  x,  alors  j  de- 
pendra,  en  derniere  analyse,  d"une  equation  de  la  forme 

dz 

-j-  =  nz  +  c, 

an 

qui  s'integre  immediateraent. 
2°  Süient 

y  =  Sil  sin^.r,     z  —  Su  cosbx, 

j\  =  S«' sin  ix,     z^  =  Sm'cos^j:; 

011  aura,  en  differentiant  deux  fois  de  suite, 

dr      , 

dn  ' 

d'^Y 

— r-r  —  —  h"'  r  -{-  bz  -^  Y,  -Ä-  c,. 
dir  '  -  1         > 

Cctie  seconde  equalion,  lint^aire  et  du  second  ordre,  ramf-ne  donc 
Su€vs\bx  ä  Su' s\nbx  et  ä  Sm'cos^j:.  On  pourra  donc  Irouver 
Sk  sinZ'.r,  par  une  :?uite  de  seniblables  reductions,  quand  u  sera  uno 
fonction  de  x  algebrique  et  entiere. 
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3°  Soient 

y  =  Sk'""*  sin^.r,      z  —  Suc"  cos^j:, 
j,  =  S  u'e"  sin  b^- ,      z,  —  S  u'e"^  cos  ^.r ; 


on  aura 


fl^  Y       ,       , ,         ,  ,        (ly 

dir       "^  '         ^  '        -^  ^/„ 

r^liminalion  de  z  entre  ccs  deux  equations  donnera  une  equation  du 
socond  ordre  et  fora  dependre  j  de/,  et  des,.  I!  sera  doiic  possible 
d  obtenir  les  inlögrales  demandees  quand  u  sera  une  fonction  alg6- 
brique  et  entiöre. 

Si  mainlenant  on  se  rappelle  quo  les  puissances  de  sinZ'j:  et  de 
cosZ»j:  i)euvent  s'exprimer  en  sommes  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  bx ,  on  conclura  des  trois  cas  que  nous  vencns  d'exa- 
miner  la  possibilit^  d'cbtenir 

Sy'(x,  sin^x,  cosbx,  e"), 

lorsque  la  fonction /sera  algdbrique  et  entiöre. 

TIIEOREMES  A  DEMONTRER. 

7.  Si  ni  est  un  nolnbrc  inipair,  on  aura 

S„,  =  «^  ( //  -J-  1  )^  'V  \ri  ( rt  4-  I )] , 
9  designant  une  fonction  entiere. 

8.  Si  m  est  un  nninbrc  pair,  on  aura 

S„  =  «(«  +  1)  (2«  +  1)  «p[^/(/?-f-i)], 
«p  designant  une  fonction  entiere. 

9.  Soient  s  la  somme  des  m""'"  puissances  des  nonibres  entiers 
premiers  ä  Veiitier  n  et  inferieurs  a  ce  nombre  ^  c  la  constante  qui 
entre  dans  la  jormule  (II),  P(/)  Vexpression 

{y-n'){i-b-)...{i~l-), 

«,  b,. . . ,  l  etant  les  facteurs  premiers  de  n\  on  aura 

s^  —  m  I     •'<,„^^du  +  cP  (/?  —  i)  X  n. 
On  conclutde  lä  que,  pour  obtenir  y^,  il  suffit  de  muUiplier  les 
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termes  du  dßvelcppement  de  S„ ,  ordonne  par  rapport  aux  puissances 

decroissantcs  de /?,  rcspectivcment  parP(  — 1),  P(o),  P(i), On 

a  ainsi,  en  oLservant  que  P(o)  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  ( Voir  pour  cette  derniöre  question  un  article  fie 
M.  Thacker  dans  le  Journal  de  Crclle ,  t.  XL,  ou  les  Noin'elles 
Annales  de  MaÜiemaLiqncs,  1"  s^rie,  t.  X,  p.  324') 
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TRENTE-SEPTIEME  LECON. 

DIFFERENTIATION    ET    INTfiGHATION   SOUS    LE   SIGNE.    —    DfiTEKMl- 
NATION    DES    INTfiGUALES    DfiFlNIES. 

448  ä  4o0.  Differentiation  d'une  integrale  defime  par  Rap- 
port A  SES  LIMITES. 

11=1    J  [x]  dx. 
Ja 

chi  =  —f[a)da^f[b)db. 
4SI    et  452.    Differentiation   ü'u.ne    integrale   definie    par 

RAPPORT  A   UN   PARAMETRE   VARIABLE. 


11=   f  f{x,t) 
Ja 


dx. 


Suivant  que  les  limiles  a  et  b  sont  independantes  de  t,  üu  depen- 
denl  de  t,  on  a 

du  _   r^df(x,t] 

Ja 


dt       .  /.,  d( 


dx. 


r^df 

du  =  —f{n,  l)  da-i-f[b,  t)  db  4-  di  j     -~-dx. 

Ja    "' 

4o3.  Interpretation  geometrique. 

454.  Differentiation  d'une  integrale  indefinie  par  bapport 
a  in  parametre  variable. 


6()i  TABLE    ANALYTIQtJE 

455  et  456.  Int^ghatio.\  sols  le  sig.ne. 

,     dx        nx,x)<ly=\     dy\    f{x,y]dx. 
Ja         Je  Je  Ja 

457  et  458.  Determination  de  l'lntegrale    /     sin"x</x. 

t/o 

TT 

«„  =  /     sin"a?cir. 

t/o 

Soit  n  pair  :  noiis  aurons 

TT    I     3    5         rt  —  \ 
u„  —  -> . , 

2      2     4      Ü  ^ 

_  2    4    G  " 

""^'  ~  3'5'7  ■  'TTTT* 

459.    FORMULE   DE   WALLIS. 

TT  _  2    24    4    6 
2       I     3    3    5    5 


TRENTE-HUITIEME  LECON. 

SUITE    DE    LA    DßTEKMINATlON    DES    INTfiGRALES    DfePIXIES. 

400.  Integrales  euleriennes  de  seconde  espece.  —  On  donne 
le  nom  iX integrale  eulerienne  de  seconde  espece  a  l'int^grale  döfinie 

r{«)  =  j'x"-'e-'dx. 

Oll  doitsupposer  n  positif. 

■iGl.  Ona 

r(«  +  i)  ^nV{n). 

402.  Pour  n  entier  et  positif 

Y[n)  =1.2. 3. ..(«  —  !). 

403.  Oll  a 

r(„,.j;(,i)-w. 


DES    MATliiUES.  []()?) 

4G4  ä  4Gß.  Inteouales  qui  se  deduisent  d'une  integrale  coxnue 

I'AU   LA    DIFFEREMIATION   SOUS   LE  SIGNE. 

407.   I.NTECnALES   DEDUITES    d'aUTRES    INTEGRALES    AU    MOVEN    DE 
l'iNTEGRATION   SOUS  LE   SIGNE. 


2     c'  -\-  b- 
4G8. 


469 


I       cosbxax  =  -  1  — 

X 


ax  =  [-- 


<  00  „-ex „-ax 


%\xibx(lx  —  arc  tan 2; ,-  —  arc  lang  7 • 

IQ  X  b  o 


470.  On  a 


J<*^%\XKhx  ,        77 
dx  =  -, 
0          ^  2 


pourvu  que  b  soit  >  o.  Si  Ton  avait  ^<o,  le  second  membre 

serail  —  -• 
2 

471.   EmPLOI   de  COXSIDERATIONS    GEOMETRIQüES   POUR  LA   DETER- 
MINATION  DE   CERTAINES   INTEGRALES  DEFIMES. 

r°°        -  I     r- 

I        C"-'  dx  =  -\/77. 

Jo  2 

472. 

TT 

J^CC  /»SO  /»00/»2 

f/j  /      f{x,f)dx=  /    /(rcosS,  rsinOlr^Or//-. 

0  t/o  t/o         t/0 


473. 


e~''dx  =  \fr-.. 

-  CG 

474.  Si/(>r)  =/'(— jr),  on  aura 

//(j:)  dx  —  1  I      f[x]dx. 
-  CO  f/0 

Si/(— or)  —  — /(-i'),  on  aura 

Xco 
f{x)  dx  =  o. 
-  OJ 
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47- 


' CO 

47G.  Emploi  des  imagi.naires. 


r 


En  posant  a  =  y.\J  —i, 


£ 


e'^'cosioLxdx  =  -c~°-  \/-. 


477.  Integrale  obtenue  a  l'aide  uv^e  equation  differen- 

TIELLE. 


£ 


1 


TRENTE-NEÜVIEME  LECON. 

scite  des  i>t£ürales  ü£fimes.   —  im£grales  eul£rie»"es. 

478.  Methode  de  Caüciiy.  —  Formlle  fondamentale.  —  Soient 
zune  variable  imaginaire,  rson  module  el  p  son  argument,  en  sorle 
qu'on  ait 

3  =r  r  (cos/?  +  y/— 1  sin/?)  =  .-<?''*'-' . 

Soit/(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  sa 
dörivee,  pour  toule  valeur  de  z  dont  le  module  rest  inferieur  ä  une 
certaine  limile  R.  Supposons,  en  outre,  qu'en  laissanl  le  module 
conslant  et  en  faisant  croitre  l'anglc/?  d'une  maniere  rontinue  depuis 
une  valeur  quelconque  a  jusqu'ä  la  valeur  a  -+-  a-,  la  fonction  ro- 
prenne,  pour  p—  ol  -\-  i-,  la  valeur  qu'elle  avail  pour/?  —  a. 
0/i  a  la  fonnule 

pour  toitt  module  r  inoindre  (juc  R. 

479.  La  valeur  de  /  j[z)dp  est  independantc  du  mo- 
duler. 
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480. 

(II)  m  =  ^£\f{rc''^~)<llK 
481. 

(III)  f(a:)  =  -L    C"'      ''''i{x  +  rct"^~)(Ip. 

482  ä  4815.  Applications  des  formules  precedenfes. 

486  et  487.  Developpement  des  fonctions.  —  Unc  fonctinn  F  [x) 
(Vune  variable  x,  reelle  oti  iinaginaire,  peut  etre  devcloppee  cn 
Serie  convergente  suivant  les  pidssances  entirres  et  positives  de  x, 
taut  quc  Ic  inodide  de  x  est  moindre  que  cclui  pour  lequcl  la  foric- 
tion  ou  sa  derivee  prcmiere  devicnt  infinie  oa  discontinue. 

488.  Des  integrales  euleriennes.  —  Definition.  —  Proprietes 
DE  l'integrale  DE  PREMIERE  ESPECE.  —  On  nomme  integrale  cidc- 
rienne  de  prämiere  especc  et  Ton  represenle  par  B(/j,  7)  l'integrale 


.{ 


.rP-'(i  —  ,r)'-'r/ar, 


dans  laqueüe  /;  et  7  dösignent  des  nombres  positifs.  L'integrale  pr6- 
cödente  aurait  unc  valcur  infinie  si  p  ou  q  6tait  nögatif. 

489.  L'integrale  de  premiere  espece  peut  se  mettre  sous  l'une  des 
deux  formes 

IL 

'       -^ ^^— ,       2/    sin^^-'Ocos''-'Ör/d. 

0      (14-^)"^''  Jo 


490. 
491. 


B(/P  +  l,ry)=-^B(y.,7), 

402.  Relations  entre  les  integrales  de  premiere  et  de  se- 

CO.NDE  espece. 

493. 


r    «"-'  {a  —  n) 
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49  i  et  40Ö.  Integrales  multiples  qui  s'expriment  a  l'aide  des 

FO.NCTIONS  r. 

496  et  497.  Applications  a  la  Recherche  des  volumes  et  des 
centres  de  gravite. 


QUARANTIEME  LECON. 

1NT£GRATI0N    des    DIFF£RENT1ELLES    totales    et    des    tQUATIONS 

diff£rentielles. 

498.  CoNDiTiON  d'integrarilite  des  Functions  de  devx  va- 
riables. —  Integrer  une  expression  difTercntielle  de  la  forme 
Mdx  -i-  Nrf;',  c'est  chercher  une  fonction  de  x^  j,  dont  cetle  expres- 
sion soit  la  differenlielle  totale. 

Si  l'on  dösigae  par  Mc/x  +  Nr/yJa  differenlielle  totale  d'une  fonc- 
tion «,  on  aura 

cm       cTS 
dy         dx 

L'expression  '^dx-^-'^dy  ne  pourra  ötre  integree  si  celte  relation 
n'a  pas  Heu. 

499.  Si  cette  conditlon  est  remplie,  on  aura,  en  posant  v  =^fMdx, 

u=  I  Udx  +  /  Tn  -  ^.^  dr, 

500.  Extension  au  cas  de  plusieurs  variables.  —  Soit 

^dx-{-Ndj--^Pdz  =  du  : 

on  aura 

rfMrfN      rm  _d?      flTNr/P 

dy        dx         dz        dx         dz        dy 

conditions  necessaires  pour  que  la  formule  proposee  soit  inl^grable. 

501.  R(§ciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  formule 
proposee  est  inlegrable. 

En  posant  o  =  /Mrfx,  et  <p  ^tant  une  fonction  de  j  et  de  -  teile, 
que 

^,  =  (n-J),,..(p -!).=, 

on  aura 


r)02.  En  gdnöral  — ■ est  le  nombre  dos  conditions  neces- 

sairos  et  süffisantes  pour  l'iiit^grabilite  d'une  furmule,  n  claut  le 
nombre  des  variables. 

r>03.  figuATioNS  DiFFKRENTiELKES.  —  Defi.mtions.  —  On  nomme 
('(jiKittori  (lijjrrenticlle  dun"""  ordre uxiQ  relationentre  une  variable, 
iine  fonction  de  celte  variable  et  les  derivöes  ou  diderenlielles  de 
divers  ordres  do  cclle  fonction  jusqu'au  /?'"""  ordre  inclusivement. 

50i  et  ö05.  Integration  des  equations  du  Premier  ordre.  — 
Separation  des  vaiuables.  —  L'inlegralion  s'eiTectue  immediate- 
ment  quand  il  est  possible  de  raeltre  l'öquation  soiis  la  forme 

on  aura 

C'^{x)dx=.  C-h[r)dr-^,-C. 

506  et  5U7.  ^quations  homogenes.  —  L'equation 

est /w/;/oo-^v?e  quand  M  et  Nsont  des  fonctions  homogenes  et  dumömc 
degre  des  variables  x  et  j.  On  a,  dans  ce  cas,  m  ötant  le  degre  de 
l'homoi'öneilö, 


M  =  ^",(I),   N  =  .".;,  (-r). 


L'integrale  est 


r     ■h{z\dz 
1-^+  /  —^ rr—.  =C. 


508  ä  510.  figuATiONS  que  l'on  peut  rendre  homogenes. 


QUARANTE  ET  UNIEME  LECON. 

SUITE    DE    l'iNT£GRATI0N    DES    £QÜATI0>S   DU    PREMIER   ORDRE. 

511  et  512.  Equations  lineaires. 


^  =  e-S'"^  f  j  Q  cS'"^  dx  +  q\  . 
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Ö13  et  514.  £quatio.ns  qui  se  rame.nent  alx  equations  lineaires. 

r'-" 
Si  1  on  pose  ~ =  z,  on  aura  l'^quation  linöaire 

Ol 

y-"  =  (i  —  n)ei'-'^'f""  (   C Qc<^'-")S"'^ clx  -i-C)- 

61  ü.  On  peut  obtenir  l'inlegrale  gen^mle  de  l'equation 

quand  on  en  connail  une  integrale  particuliere. 

SIC).  Probleme  de  de  Beaine.  —  Trouver  une  courbe  teile,  rjue 
la  sous-tcmsentc  soit  a  Vordonr.ee  coinme  une  lisne  constanle  est  ä 
ladiffercnce  entre  l'ordonnee  et  rabscisse. 

LY'quation  dilTerenlielle  de  la  courbe  est 

clr  _  Y  —  X 
dx  a 

On  trouve  pour  son  integrale 

y=xA~a  +  06'". 

517  et  518.  Probleme  des  trajectoires.  —  Trouver  une  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  donne  toutes  Ics  courbes  renjermees  dans 
Vequatinn 

(1)  F(x,j,  «)=^  o, 

a  etnnt  un  parnmelre  variable. 

\dj-         dx  dx )        dx         dy  (Lk 

L'eliminalion  de  a  entre  les  öquations(i)  et  (2)  donnera  l'equation 
diflerentielle  du  lieu. 

519.  Quand  l'angle  donnö  est  droit,  les  trajectoires  sont  dites 
orthngonalcs,  et  lY'qualion  differentielle  r^sulte  de  r^liminalion  de  a 
entre  lesdeux  equalions 

Fix,r,a)  =  o,       -T- dr -j-dx  —  o. 

^      •  dx  dy 
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Ö20.   fioUATION   DU   PREMIKU    ORDIIE    ET   d'un    nEGRE  QUELCONQUE. 

—  Gas  ou  l'equation  ne  contient  pas  explicitement  x  et  ^'.  — 
Soit,  cn  posant  -j-  =  f), 

S'il  est  possible  de  r^soudre  cette  criuation  par  rapport  ä  -^  >  on 

aura  unc  ou  plusieurs  öquations  du  prämier  degre  que  l'on  tächera 
d'intögrcr. 

Ö21.  Si  l'öquation  se  reduit  ä 
on  aura 


X 

522  ä  Ö24.  ^QüATiOiNS  qui   ne  ue.nferment   PAS  l'une  des  va- 

niABLES. 

525  et  526.  Gas  ou  l'equation  peut  etre  resolue  par  rapport 
A  Lu.xE  DES  VARIABLES.  —  Si  l'equatiou  contient  X,  j- et /?,  et 
qu'elle  puisse  se  resoudre  par  rapport  ä  l'une  des  variables,/  par 
exemple,  en  sorte  que  l'on  ait 

ön  aura 

dy    ou    pdx=~cU+-dp. 

Si  l'on  peut  intc^grer  cette  equation,  la  relation  cherch6e  s'obtiendra 
en^liminant/^  entre  l'equation  integrale  et  l'equation  Y  =  j[x,p)., 

527  ä529.  L'equation 

X=px  +  ^[p) 

peut  etre  satisfaite  :  i"  par 

J=C^  +  ?(C); 

1°  en  eliminant  p  entre 

x-\-<ä'[p)  =  o     et    y  =  px+v^[p)r 
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QUARANTE-DEUXIEME  LECON. 

SUITE      DES      £QUATI0NS      DU      PREMIKR      OTDRE. 

530.  TOUTE  EQUATION  DIFFERENTIELLE  ÜU  PREMIER  ORDRE  ADMET 
ÜNE  INTEGRALE. 

531.  Il  EXISTE  UN  FACTEUR  PROPRE  A  RENDRE  DIFFERENTIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMHRE  d'U.NE  EQUATION  DU    PREMIER  ORDRE.  — 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  p  et  l'integrale  u  de  la  diffdren- 
lielle  totale  i>[Mdx-^'a,dy)^  u  —  C  sera  lintegiale  de  l'equatioc 
ak/j:-t-Nf/j=  o. 

532.  II  existe  iine  infinite  de  facteurs  propres  h  rcndre  le  prä- 
mier niembre de l'equation Mc/j: -r-]sdf—o une  dijferentielle exnctr. 

533.  Tont  facteur  V  propre  a  rcndre  ^dx  -\-  '^dy  une  differcn- 
ticlle  cxacte  est  de  la  forme  vo[u). 

535.  Si  deux  facteurs  V  et  v  rendent  dijferentielle  exacte  Cex- 
pression  Mdr-\-  Nr/r,  Icur  rapport  egale  a  une  constunte  sera  C in- 
tegrale de  l'equation 

Mr/x  +  Nr/r  =  o. 

536.  Determination  du  facteur  c 

537.  L'emploi  du  iäcteur  v  redonne  les  m^lhodes  pröo^demmenl 
exposöes  :  ainsi  la  Separation  des  variables  dans  l'^qualion 

XYr/.r  -f-  X,  Y,  dr  =  o , 

oü  X  et  X,  designent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Y,  des  fonctions 

dej,  revient  ä  multiplier  l'equation  proposee  par  le  facteur  ^r-rr  < 

La  transformation  employce  dans  l'inti^gration  de  l'c^qualion  homo- 
gene revient  ä  multiplier  le  premier  membre  par 


J\1j:  +  N7 


Si  le  premier  membre  de  l'equation  homogene  est  d^jä  une  di(I(J- 
rentielle  exacte,  l'integrale  sera 

Mu:  +  N/  =  c. 
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QUARANTE-TROISIEME  LECON. 

SOLUTIONS    SINGULlfeRES    DES    fiQUATIONS    A    ÜEUX    VARIABLES. 

538  ä  5i0.  Comment  les  Solutions  singulieres  des  equations 

A  DEUX  variables  SE   DEDUISENT   DE   L'iNTEGRALE  GENERALE. 

341 .  Solutions  singulieres  deduites  du  facteur  qui  rend  inte- 

GRABLE  LE  PREMIER  MEMBIIE  DE  l'eQUATION.   —  L'Öquation 

t»  =  00 

contient  toutes  ces  Solutions. 
342  ä  5iG.  ExEMPLES  de  Solutions  singulieres. 

547.  Trouver  une  courhe  teile,  que  la  portion  de  la  tangentc  TS 
cnmprise  entre  les  dcux  axes  soit  egale  a  une  longueur  constante  a. 

Cette  courbe  est  röpicycloi'de  obtenue  en  faisant  rouler  un  cercle 
dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple. 

548.  La  SOLUTION  singuliere  represente  l'enveloppe  des  courbes 

DONNEES  PAR  l'INTEGRALE  GENERALE. 


QUARANTE-QUATRIEME  LECON. 

fiQUATIONS    DIFFfiRENTIELLES   d'uN    ORDRE    QUELCONQUE. 

549  et  550.  Toute  equation  differentielle  admet  une  inte- 
grale. 

551 .  Toute  equation 

F[.r,  j,  c,  r',...,c('"-')]  =  o, 

qui  satisfait  a  Vequation  difförentielle  donnee  et  qui  renferme  m 
constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner, 

pour  X  =  a ^  des  valeurs  arbitraires  b,  b\. . . ,  Ä^""'^  '^  J'>  "f",'  *  ' '  " 
^^l^  ,  est  identique  ä  P integrale  generale. 
552  ä  554.  Conditions  que  doit  remplir  une  fonction   pouh 

ETRE   L'iNTEGRALE   d'UNE   equation  du   n/""^  ORDRE. 

535  et  5ü6.  Integr.\les  des  divers  ordres  d'une  equation  dif- 
ferentielle. —  Une  equation  differentielle  de  l'ordre  m  a  pour 
integrale  une  equation  de  la  forme 

F[x,7,  c,  c',  c",...,  c^'"-')]  =  o. 
Stürm.  —  Jn.,  II.  26 
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En  61iminant,  tour  ä  tour,  chacune  des  m  ron?tantos  r,  r',,.., 
c("'~'',  on  oblient  m  equalions  dilTerentielles  du  premicr  ordre  dont 
chacune  conüent  seulement  m  —  i  ronstantes.  Cos  equations  sont 
dites  des  integrales  de  Vordre  m  —  i. 

En  äliminant  successivement  deux  des  m  conslantes  on  aura 

— Equations  difförentielles  du  deuxiöme  ordre  contenant 

chacune  m  —  2  constanfes,  et  qu'on  nomme  integrales  de  l' ordre 
m  —  1. 

yS7.  On  pourra  de  möme  parvenir  ä  des  integrales  de  lordre 
m  —  3,  de  l'ordre  m  —  4,  etc.  Si  Ton  ^limine  toutes  les  conslantes 
moins  une,  on  aura  m  (Equations  difförenlieües  de  l'ordre  m  —  i 
qui  seront  des  integrales  du  premier  ordre, 

538.  Les  integrales  du  premier  ordre,  r^solues  par  rapport  aux 
constantes,  donnent  ni  equalions  de  la  forme 

c  —  ll\ 

on  aura 
du       du     ,       du     „  du       ,_  ,  jn,  in 

Gelte  6qualion  doit  etre  identique. 

K59.  Integration  de  l'equation  -^-—  =  p.  —  Si  Ton  d^siene  par 

dx 

ivdjc"  l'integrale  i  dx  jdx.  ..  j  vdx  qui  resulte  de  n  iniegrations 

successives  par  rapport  ä  x,  on  aura 

j  =r.  ji>dx"'-ircx"'-^  -4-  c'x"'-^-\-.  .  .+  <:('"-'). 

5G0.  L'intögrale  multiple  qui  enlre  dans  la  valeur  de  /  peut  sex- 
primer  par  la  formule 

/  ,y/^'  = !-___  jx"- '  ivdx  —  {n  —  i)x"-''j('xdx 

+  L"_IlLli^^-  Cux^dx-...±.ß-x"-'dx']^. 
öül.  Posons  t>  =:f[x),  nous  aurons 

f  fix)  dir  = ' .  f'  f{z){x-zr-dz. 
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QUARANTE-CINQUIEME  LECON. 

INTfiGRATION    1)E    QUELQUES    tQUATIONS    d'uN    ORDRE   SUPfiRIEUR. 

5G3.  ßguATiONS   de   la   forme  /(      „,_,  ?  — ;j  j  =  o.  —   Soit 
d'abord  l'öquation 

'Hl  -  fi'li\ 

dx'       ''\clx)     ' 
En  posant  -j-  =  p,  on  aura 

rdp   ^ 

p  =  <f{x), 

X=      'f{x)clx  +  c'. 

&6i.  Si  l'on  ne  peuttirer/?  en  fonclion  de  x,  on  aura 

.  .  <^p 


56S.  ExEMPLE.  Troiwer  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbiire  est 
constant  et  ciidl  a  a.  Cercle. 


566.  Si  Ton  a  requation 

.fd'^-'Y    d'"r\_ 


en  posant 


on  a 


d'oü 


doT 

'r 

f(/^ 

dp\ 

dp 

dx 

^f{p 

),       p  =  <f{x), 

:    ß  (X)  dx'"-'  -i-  c'x™-'+  cV"-^--4-.  .  .  +  c('"-'). 

26. 
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Si  p  ne  peut  pas  s'exprimer  en  jr,  on  aura 
-=  D.      - — -  =   I  -^-^^ 


r/^-^y  _    r  r//?      r  po 


et  ainsi  de  suite 


4-  c'x  4-  f  , 


-JJ^ll     -^n    \   =  0,      —     Soit 


T7Ä  =  /(/)-Onaura 


fir' 


X  ^z   C  -\-    \  —  - 


dr 

568.   EXEMPLES 


d^y 
y  ^=-  k  sin/zj:  4-  B  cos/?x. 

d^r 
569.  Pour  ramener  au  cas  prec6dent  (567)  les  ^quations  de  b 


forme 


j.fd"'-''y    d'"r\__ 
J\dJd^'  dx"')-"' 


il  suffit  de  poser    ,.„-3.  —  P- 

570.   £qUATIONS  QUI   PEÜVENT  s'ABAISSER   A  UN  ORDRE   INFERIEÜR. 

d"  Y 
En  posant  -—  =  p,  on  la  ri5duit  a 

qui  n'est  que  de  l'ordre  ni  —  n. 

571. 

/      dr     d^Y  d'"Y\ 
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On  peut  abaisser  l'ordre  dune  unitö  en  prenantj  pour  variable  in- 

(Iy 
ddpendanle  et  faisant  ■j-  =  p. 

572  ä  b74.  Applications  gi&ometriques. 

575.  figuATiONS  homogenes.  —  fiqualion  diEFerentielle  homogöne 
par  rapport  ä  /  et  ä  ses  d^rivöes  : 


,  (Ir  fl'"r\ 


n  le  degrö  de  rhomog6n6it6. 
Faisant 

on  aura  une  öquation  differentielle  de  l'ordre  m  —  i. 

576.    EXEMPLE. 

fPy       I   dy       r 
dx'       X  dx       x^  ~ 


r 

■^  X 


577.  Toute  (^quation 


.,       r/r    d'^Y  d"'v\ 


homogene  par  rapport  aux  indices  des  difförentielles ,  si  l'on  pose 

dx_ 

dx"^ 

d"-'p 


-i-  =  p ,  deviendra  homogene  par  rapport  ä  w ,  -f-  ?  —-v 
dx      '  Ol  dj     dj' 


dj"'-' 

EXEMPLE. 

0=/w(l)  = 

.r  =  c'  +  c  fe-^f^^yhlf. 

QUARANTE-SIXIEME  LECON. 

INTfiGKATION  DES  fiQÜATIONS  LINfiAIRES  SANS  SECOKD  MEMBUE. 

578.  Definition.  —  Equations  Uneaires,  ^quations  dans  lesquelles 
la  fonction  cherchee  et  ses  derivöes  n'entrent  qu'au  premier  degre 


I 
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et  ne  sont  pas  multipliees  entre  elles.  Leur  forme  genörale  est 

^ ^ >  d€"'  ^      ^/.r"'-'  ^  -  djf"-'  ^•■■^     dx^^^         ' 

P,  Q, . . . ,  T,  U,  V  dösiguant  des  fonctions  de  x. 

579.  Proprietes  des  equations  lineaires  privees  de  seco.nd 

MEMBRE. 

Si  des  fonctions  parücidieres  y^^  Jj>---^  fn  ^otisfont  a  cette  equa- 
tion,  la  sommc  de  ces  fonctions,  et  meme  la  somme  des  produits 
de  ces  fonctions  par  des  constantes  quelconques  c,,  Cj,...,  c„,  y  sa- 
tisfera  egalement. 

580.  Si  Von  connait  m  solutions  pnrticulieres  de  PeqiuUion  (ü  , 
an  aura  l' integrale  generale  en  posant 

pnurvu  que  Von  puisse  determiner  les  constantes  de  maniere  a  don- 

ner  a  r,  --?•••  >  — ; — '-.  des  valeurs  atbitraires  pour  wie  valcur 
•^  '  ilx  f/x"'~' 

f[iielconque  de  x. 

581.  L'^quation  linöaire,  en  posant  7=  e-'^"''^,  prend  la  forme 

d'"~hi 

(lU)       ^^^+'  •  •+  l""*  +  P""'"'  -^  Qu"'-'  +  ..  .^  U)  =  o. 

Quand  une  valeur  u  =  r,  ind^pendante  dex,  annule  le  polynöme 
uT  +  Vu'"-'  +  Qm"-'  +. . . 4-  U  =  /(«) 
l'equation  (II)  est  satisfaite  par  y  =  ce'^. 

582.  £quations  LiN]feAmES  A  coEFFiciENTS  coNSTANTS.  —  L'equa- 

tion  /(^O  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes  /•,,/•, ,  r^.  En 

los  supposant  toutes  difforontes,  l'integrale  generale  sera 

y  z=  c^e''^'  -\-  Cje''i'  +  . . .  +  <^mC'^'"^- 

583  et  584.  Gas  des  racines  imaginaires  inegales.  —  Lorsque 
l'equation 

f(r)  =  r'"  -r-  Pr"-'  +. .  .-f-  Tr+  U  =  o 


DES    MATTKRES.  407 

a  des  racines  imaginaircs, 

r^  =-  a  +  ^  \l—  1 ,     /-j  ^  a  —  6  y/— 1, 

on  a 

c,  e'"'-'  -V-  CjC''^'  =r  (Acosßx  -f-  Bsinojc)^«^. 

585  Ji  591.  Gas  des  racines  egales.  —  Lorsque  l'i^qualion 

a  des  racines  ögales,  supposons  r,  =  /•,,  on  aura 

y=:  e''\^  (c4-  c'x)  -\-c^e''^'  -\-. .  ■+<'^ym'. 

Quand  trois  racines  sont  egales, 

y  =  e'"i'(c-l-  c'x+  c'V)  --t-  c^c^'H-.  ..+  ''„^''"''- 

Si  la  racine  r,  ötait  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes 
qui  s'y  rapporlent  par 

t>^  '(c  -V  c'x  +  ^  V  +  c'V ). 


QUARANTE-SEPTIEME  LECON. 

INTEGRATION    1>E    l'£QUAT10N    LlNfiAlRE   COMPLtiTE. 

592.  Reductiom  de  l'equation  complete  a  l'equation  privee 
de  second  membre.  —  Soll 


ÜX 

Posons 

Y 


/»ar 


dz 


z  6tant  uns  fonclion  de  jr  el  de  a  tellement  choisie,  que  z,  — , 
m6me  valeur 


•^5  •  •  • '    ,  „_a  soientnuUes  pour  a  =  j:,  et  que  l'onait  pour  celLe 
rix  ax 
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Ed  posant/=  «-t-f,  l'^quation  (1)  se  reduit  ä 


[in 


dx^"^     dar-'  ' 


dx 


Et,  si  l'on  peut  integrer  g6n6ralement  cette  ^quation,  «  +  c  sera 
l'intögrale  de  l'equation  (I). 

ö93.  Gas  ou  les  coefficients  de  l'eqüatio.n  (II)  sont  co.n- 
STANTS.  —  En  dösignant  par  /•,,  r^,  r^,  . .,  r^  les  racines  de  l'equa- 
tion 


X  = 


'^Ac^-^f   e-^" 


F(a)r/a 


J\'\ 


'''"K2+/     e-'''F(a)f/a 


/'(^:) 


+ 


i/o 


e-^m»F(x)r/:< 


/'('•J 


594  ä  600.  Gas  oü  l'on  connait  un  certain  nombre  d'i.ntegrales 
DE  l'equation  privee  DU  SECOND  MEMBRE.  —  Si  l'on  connait  n  in- 
tegrales disünctes  de  Fe(jtintion  lineaire  privee  de  second  nie  rubre  ^ 
on  pourra  raniener  l'eqiiatioii  coinplete  a  une  equation  lineaire  du 
[m  —  n)"""  ordre. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'equation  (I)  d'autant  d'unil^s 
qu'on  connaitra  de  Solutions  particuliöres  de  l'equation  (II),  et  l'in- 
lögrale  gönörale  de  l'c'quation  (I)  sera  de  la  forme 

y—ay^  +  b>\  -f- . . .  1-  ()-,„  -|-  \. 

\  eiant  une  Solution  quelconque  de  l'equation  (I). 
L'equation  lineaire  n'admet  pas  de  Solution  singuliöre. 

601  ä  607.  De  quelques  cas  ou  l'on  peut  lntegrer  l'equation 

LINEAIRE  A  SECOND   MEMBRE. 

608.  Proprietes  de  l'equation  du  second  ordre.  —  Quand  on 
connait  une  integrale  particuliere  y\  de  l'equation 


d? 


^t^^y 
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on  a 

(Iy 
GOO.  La  fonclion  y  et  sa  döriv^e  -j-  ne  peuvent  pas  6tre  nulles 

en  möme  temps.  La  möme  proprii^tö  appartient  aux  fonctions  /, 

et^. 
äx 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  j,  comprennent  une  valeur  de  x 

qui  annulo  j. 


QUARANTE-IIUITIEME  LECON. 

RESOLUTION  DES  fiQUATIONS  DIFFfiRENTIELLES  PAR  LEB  SfiRlES. 

610.  Developpement  par  la  serie  de  maclaürin.  —  Quand 
certaines  di^riv(^es  deviennent  infinies  pour  x  =  o,  la  sörie  tombe 
en  d^faut,  ä  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  convenables  ä 
d'autres  d(5riv6es  qui  ne  sont  plus  arbitraires.  Dans  ce  cas,  la  serie 
contenant  moins  de  m  constantes  arbitraires  ne  reprösente  plus 
l'integrale  generale,  mais  seulement  une  integrale  particuliere. 

Exeraple : 

cPy         dv 

6H  et  612.  Methode  des  coefficients  indetermines. 

613.  AuTRE  forme  de  developpeme>t. — L'öqualion  lineaire  du 

second  ordre 

d'Y      _  dv       ^ 

peut  toujours  se  ramener  ä  une  ^quation  ä  deux  termes 
d'z      _ 

R  6tant  une  fonction  connue  de  x. 
614  et  615.  En  posant  t  =  A  +  Blx  — a),  on  a 

dx  /     ^tdx+  /     dx  i     Rdx         dx        Rtdx-\~..., 
a  Ja  da.  Ja  Ja  t-  a 

suite  indeünie  dont  chaque  terrae  se  deduit  du  prec^dent  en  le 
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mullipliant  par  Rr/j:%  et  en  inlegrant  par  rapport  ä  x  deux  fois 
entre  les  limites  a  et  x.  Celle  suile  est  convergente  quand  la  fonc- 
tion  R  ne  devient  pas  infinie  dans  l'intervalle  oü  Ton  fait  varier  x. 

On  trailera  de  la  raeme  maniere  l'^quation  -7-^  =  Rz,  et  Ion 

aura  une  sörie  oü  chaque  terme  s'obtiendra  ea  mullipliant  le  pr6- 
cödent  par  Rf/x"  et  int6grant  m  fois. 

617.  Application  :  6quation  du  second  ordre 

ä  laquelle  se  röduit  l'^quation  dite  de  Riccati 

!^'  +  r'  =  aa:", 
äx 

en  posant 

I  dz 

•^        z  dx 

618  ä  621.  Integration  d'une  eqüation  differe.ntielle  a  l'aide 
d'integrales  definies. 

<^      ^  ^  ,      /j    _ 
dx^        X  dx  ' 

j-,  =  A  /      C0s(/(J:-V'^C0Sx)  sin^^'af/a, 
t/o 

cos  (/i.r  v/'2C0Sa )  sin'~'"a</a. 
o 


QUARANTE-NEUVIEME  LECON. 

fiQUATIONS     DIFF£RENTIELLES     S  I  M  f  LT  AN  £ES. 

622.   fiLIMINATION  DUNE  VARIABLE  ENTRE  DEUX   EQUATIONS  DIFFE- 
r.ENTIELLES. 

dr  d'"Y         dz  d''z\ 


'(-'^•'^- 


d"r     ^    dz  d''z     _ 
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On  difTörenticra  n  fois  la  preniiere  eqiiation,  et  m  fois  la  seconde  ; 
on  aiira  ainsi  ni  -\-  n  +  %  ^qualions  eiitre  lesquelles  il  sera  possible 
d'öliminerparles  moyensordinairesderalgöbrelesm  -i-  n+i  incon- 

nues  /,  y-.>  -y4'  •  •  • '  fi^n^n  '  L'equaUon  finale  sera,  en  gönöral, 

d'un  ordre  6gal  au  plus  graiid  des  deux  nombres  n  4- /?,  m-\-q. 

G23.  Plus  gön^ralement,  si  l'on  avait  r  equalions  difförenlielies 
contenantune  variable  ind^pendante  x  et  r  fünctionsj,  z,u, . ..  de 
colte  variable,  on  climinerait  j  entre  ces  r  6quations,  ce  qai  donne- 

rail  r—  i  equalions  entre  z,  h, On  ölimincrait  ensuite  z  entre 

ces  r  —  I  öquations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  ä  une 
Eqiiation  ditlörentielle  ne  renfermanl  plus  qu'une  seule  des  fonctions 
inconnues. 

G24  et  62S.  Systemes  d'equations  du  premieu  ordre  equiva- 

LENTS  Ä   une   OU   PLUSIEURS   EQUATIONS  d'uN   ORDRE  QUELCO.NQLE. 

626.  TlIEOREMES    SUR    LES  INTEGRALES    DES     EQUATIONS    SIMULTA- 

NEEs  DU  PREMIER  ORDRE.  —  Trois  equations  differentielles  simulta- 

nöes  et  du  premier  ordre  peuvent  etre  remplacees  par  des  equations 

de  La  forme 

dx        dy       dz       du 

T  ""  "q"  ""  ^  ""  >^  * 

Les  Equations  integrales  doivent  contenir  trois  constantes  arbi- 
traires. 

627.  m  equations  du  premier  ordre  entre  m  +  i  variables,  et  qui 
peuvent  etre  mises  sous  la  forme 

dx        dy        dz 

T  "^  "Q"  ^  k"'***' 

admettent  toujours  m  integrales  contenant  m  constantes  arbitraires. 

628.  Quand  on  ne  peut  pas  resoudre  le  systöme  propose  par  rap- 
porl  ä  toutes  les  derivöes,  11  existe  entre  les  variables  un  certain 
nombre  de  relalions  algebriques  au  moyen  desquelles  on  peut  faire 
disparaitre  les  dörivees  dont  le  Systeme  n'a  pu  foiirnir  les  valeurs. 
Dans  ce  cas,  le  nombre  des  constantes  n'est  plus  6gal  au  nombre 
des  fonctions. 

629.  Integration  des  equations  simultanees  du  Premier  ordre. 

—  Soit 

dx  _  dy  _  <^3  _  ^« 
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un  Systeme  d'equations  simultanees.  Les  equations  integrales  peu- 
ventelre  remplac6es  par  le  Systeme 

a  =  C,      6  =  C',      7  =::  c". 

On  peut  donc  trouver  trois  fonctions  dex,y,z,  u  qui  conservent 
des  valeurs  constantes  quand  on  y  fait  varier  simuUanöraent  toutes 
les  variables. 
On  aura  les  trois  öquations  identiques  : 

_,  (ix         -   der.         „  cl'x        _,  cid 
clx  dy  dz  du 

P-7- +Q-r  + R-T- +V—  =o, 

dx  dy  dz  du 

dx  dy  dz  du 

C30.  R^ciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  0  des  variables 
X,  y,  z,  u,  Sans  constante  arhitraire,  teile,  que  l'on  ait  identi- 
qucment 

P  —  +  Q:^  +  R^^V  ^  =  o, 

<tx  dy  dz  du 

rdquation 

Q  =  c 

sera  une  integrale  des  equations  simultanees 
dx        dy        dz        du 

T  ""  U  ""  ¥  ""  T' 

L'öquation 

estaussi  une  integrale  des  Equations  propos^es. 

632.   Toute  fonction  9  de  x,  y,  z,  u  qui  satisfait  ä  l'equation 

dx  dy  dz  au 

doit  se  rcduire  a  une  fonction  de  a,  G,  y. 


CINQUANTIEME  LECOxN. 

SUITE   DES    fiQüATIONS    SIMULTANtES. 

C33  et  G34.  Gas  de  deüx  equations,  metuode  de  d'Alembeht. 
G33  et  636.  Integration  de  trois  equatio.ns  lineaires. 
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637  et  038.  AüTRE  sietiiode.  —  On  ramfenele  cas  gdnßral  au  cas 
des  (5quations  privees  do  second  membre. 

639  et  6i0.  Methode  de  Cauciiv. 

641.  Remarque  sür  les  equations  simultanees.  —  Soient 

f(-^.  7, /,  2,  z')  =  o, 
F(j:,  J, /,  z,  z')  =  o 
deux  öquations  simultanees  du  premier  ordre,  dans  lesquelles  ji '  et 


z'ddsignent  y-  et  j-- 

Les  öquations 

dl            dl   du 
dy        '    df  dx 

-^Tz 

dl   dl'  _ 
dz'  dx 

-  0 

dF          f/F  du 

dF 

d?  dv 

dy  "  "*"  df  dx  ^  dz  "  "^  dz'  dx       ^ 


auront  pour  integrales  gen^rales 

dy  ,   p  dy 

da  do 

,  dz  „  dz 

da  do 

A  et  Bd^simant  deux  constantes  arbitraires. 


CINQUANTE  ET  UNIEME  LECON. 

INTEGRATIOX   DES   EQUATIONS    AUX   DERIVEES   PARTIELLES. 

642  et  643.  Diverses  especes  d' integrales.  —  Une  equalion 
aux  derivees  partielles  dordre  [jl  peut  admeltre  des  integrales  oü 
enlrent  des  derivees  d'ordre  inferieur  ä  [i.  Une  equalion  de  pre- 
mier ordre  n'a  que  des  integrales  Gnies;  on  distingue  I'integrale 
generale,  les  integrales  particulieres,  les  integrales  singulieres  et 
los  integrales  completes. 

644.  Quand  les  derivees  partielles  ne  sont  relatives  qua  uno 
seule  variable,  il  faut  operer  comme  si  Ton  avait  une  equalion  dif- 
ferentielle  ordinaire,  mais  apres  l'integration  remplacer  les  con- 
stantes arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des  autres  variables 
independantes. 

64o.  Ce  procede  peut  quelquefois  setendre  ä  des  equations  oü 
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cntrent  des  derivees  partielles  relatives  ä  deux  variables.  Exemple: 

d^ii  du  _ 

dx  djr    '       dx 

En  posant  -j-  =  p,  on  a 

dp 

G46  i\  6i9.  Equations  lixeaires  et  du  Premier  ordre  a  deux 

VARIABLES    IXDEPENDANTES.   —  Si 

f(x,y,z)=c,    fi{x,x,z)  =  d 

sont  les  integrales  du  Systeme 

dx        dy        dz 
F  "^   (7  "^  "R' 

et  si  l'on  pose 

r integrale  de  l'e'quation 

?p-Qq  =  T{ 
sera 

«=?(§), 

o  de'signant  une  fonction  arbitraire. 
GoO.  L'integralea  =  cp(6)  conviendrait  encore  aux  <5quations 

60 1.  exemples. 

6,")2-634.  Gas  d'un  xomrre  quelconque  de  variables  ixde- 
PENDANTES.  —  L'integfalo  generale  d'une  cquation  de  la  forme 

est 

ai   =  'ii^i,  «3 2/1  ), 

a,.  ao, ...,  a„  etant  des  fonctions  de  l'inconnue  z  et  des  variables  in- 
dependanlesori,  x^, ...,  Xn,  choisies  de  teile  sorte  que  les  equalions 

a,  =  Cj,     «2  =  Cj,      ...,     an  =  Cn 

soient  n  integrales  dislinctes  du  Systeme 

dxi  _  rf.r,  _        _  dxn  _  dz 

■pT  ~  "p7  T\  "  u* 

600.  Exemple. 
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6S6.  Equations  aux  differentielles  totales.   —  L'eq»ialion 

nc  pcut  donner,  pour  l'une  des  variables  .r,  j,  s,  une  valeur  ciui  soil 

une  fonctionbiendeterminöodos  deuxautres  que  si  l'ona  idonlique- 

ment 

^/dY       dZ\       ../dZ       dX\       _/rfX       dY\ 

Gü7.  Pour  integrer  l'^qualion  donnee,  on  regardant,  par  cxemple, 
;;  cotnme  fonclion  de  x  et  dej-,  on  commence  par  inlegrer  l'^quation 

'S.dx  -hZ  dz  =  o, 
cn  rcmplagant  la  constanlc  d'integralion  par  une  fonclion  arbi- 
traire  dej;  puison  determine  celte  fonclion  par  la  condition  quo 

la  valeur  de  -^ ->  tiree  de  Tintegrale  obtenue,  soit  egale  ä  —  .7; 
df  L 

l'inlcgrale  dcfinilive  renferme  une  conslanle  arbitraire. 

6o8-6o9.  Quand  l'equation  proposee  donnepour  z  une  valeur  bien 

definie,  il  existe  au  moins  un  facteur  d'inlegrabilite.  —  Exemple. 

6G0.    fioUATIONS  DU   SECOND   ORDRE,    NOX   I.IXEAIRES.    —    Lc    CaS 

de  deux  variables  independanles  peut  6lre  traite  par  une  methode 
particulicre  tres  simple.  A  l'equation  proposee 

on  adjoint  une  des  inlögrales  du  Systeme 

dx   _   dr    _  dz  _        —  dp        _       —  dq 

'W'~'W~      (ji  ^     d£  ~  'df  g"  ~  df  _     df 

dp  dq         ^  dp  dq        dx        "dz        dy       "dz 

pour  delerminer  p  et  q,  ce  qui  permel  de  former 
dz^V  dx^Q  df. 
L'integrale  de  cette  equation  est  de  la  forme 
(1)  Yix,y,z,a,b)  =  o, 

a  Qih  etant  deux  constantes. 

661.  L'equation  (i)  est  une  integrale  complete  de  la  proposee; 
son  integrale  generale  resulte  de  relimination  de  a  entro 

d¥ 

F[x,  j,  z,  «,(};(«)]=  o,     -^  =  o. 

L'equation  (i)  conduit  aussi  ä  une  integrale  singuliere. 

662.  Exemple  : 

i7ipq  —  z  —o. 
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CINQUANTE-DEUXIEME  LECON. 

AI'I'LICATIONS  GfiOMfiTRIQUES  DES  £QUATI0NS  ALX  DIFF£RENTIELLES 

partielles. 

663.  Suhfaces  cylim)riques. 

y  —  bz  —  ^[x  —  az), 

*  designant  une  fonclion  quelconque,  est  l'equation  la  plus  gön6- 
rale,  en  quantites  finics,  des  surfaces  cylindriques. 

Rcciproquement,  tonte  surface  dont  l'equation  a  la  forme  pre- 
cedente  est  cylindrique. 

66  [.  fiquation  aux  differentielles  partielles  des  surfaces  cylin- 
driques : 

ap  -\-  bq  =  i. 

660.  Cette  ^quation  exprime  que  le  plan  tangent  ä  la  surface  est 
toujours  parallele  aux  gönöratrices. 

666.  Integrer  l'dquation  des  surfaces  cylindriques, 

np  -\r  bq  =  i. 

Solution  :  y  —  ^z  =  <!'  (,r  —  az). 

667  et  668.  Condilions  qui  döterminent  la  forme  particulierc  de 
la  fonction  *. 

669.   Surfaces   comques.  —  fiquation  g^n^rale,  en  quantites 
ftnies,  des  surfaces  coniques  : 

y  —  b 


=  <'i^)' 


z  —  c 

670.  fiquation  aux  differentielles  partielles  des  surfaces  coniques ; 

z  —  c  =  [x  —  a)p-ir{y  —  b)q. 

671.  Intd'grale  de  l'equation  aux  differentielles  partielles: 

r  —  0       ^  I  X  —  a 
=  ^^ 


La  fonction  arbitraire  <1>  sera  döterminee  par  la  condilion  que  la 
surface  conique  passe  par  une  courbe  donnee  ou  soit  tangento  ä 
une  surface  donnöe. 

672.  Surfaces  conoides.  —  On  appelle  surface  cnnnide  touto 
surface  cngendree  par  imo  droite  qui  est  toujours  parallele  a  un 
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plan  donnö,  nommö  plan  dirccieur,  et  assujetlie  ä  rencontrer  uno 
droile  et,  une  courbo  donnöos. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallele  au  plan  directeur,  et 
pour  axe  des  z  la  directrico  lectiligne,  on  aura 

z  =  <1) 

673.  fiquation  aux  differenticUes  partielles  des  surfaces  conoYdes ; 
px  -\-  (jy  ^^  o. 

Cette  öquation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
contient  la  g6n6ratrice  corrcspondante, 

G74.  Surfaces  de  Revolution.  —  Les  surfaces  de  revohainn  sont 
Celles  que  l'on  obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 
d'une  droite  fixe. 

Soient 

a  h 

c  c 

les  equations  de  Taxe,  on  aura 

ax -\- by -\- cz  —  <^ [x'^ -\- y'^ -\- z^) , 
öquation  generale,  en  quanütes  finies,  des  surfaces  de  Involution. 

675.  fiqualion  aux  dillörentielles  partielles  : 

{^cy  —  Äz)  p  -\-  {^az  —  ex)  q  t=  bx  —  ay. 

676.  Cette  6quation  exprime  que  toutes  les  normales  d'une  sur- 
face  de  revolution  rencontrent  Taxe. 

677.  L'integrale  de  l'equation  est 

ax  -\-  by-\-  cz  =  4>(a;'4-J^+  z'). 

678.  Quand  Faxe  de  r6volution  est  Taxe  des  z,  les  Equations  se 
r^duisent  ä 

py  —  qx  =  o. 

679.  Des  eignes  de  Niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 

—  Seit  une  surface 

et  supposons  le  plan  des  xy  horizontal.  On  appelle  lignes  de  niceaii 
les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des  plans  horizontaux.  Une 
ligne  de  niveau  a  pour  ^quation 

dr  _      p 

dx  ~      q 

Sturm.  —  An.^  II.  27 
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Elle  exprime  que  Ja  tangente  ä  la  ligne  de  niveau,  en  un  point  M 
de  la  surface,  est  parallele  ä  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
mene  ä  la  surface  par  ce  point. 

080.  On  appelle  ligne  de  plus  grancle  penle  d'une  surface  une 
courbe  qui,  cn  chacun  de  ses  points,  a  pour  tangente  celle  des  tan- 
gcntes  ä  la  surface,  en  ce  mßme  point,  qui  fail  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  horizontal. 

L'^qualion  differentielle 

pdf  --  (idx 

rcpr^sente  la  projoction,  sur  le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes 
de  plus  grande  pente, 

Vne  ligne  de  plus  grande  pente  coiipe  ä  angle  droit  tonte';  les 
lignes  de  niveau,  et  reciproqiicment  toute  courbe  qui  jouit  de  cette 
proprie'te'  est  une  ligne  de  plus-  grande  pente. 

C81.  Application  ä  Tellipsoide. 


CINQUANTE-TROISIEME  LECON. 

SUITE    DES    APPLICATIONS    GfiOMfiTRIQL'ES    DES    fiQUATIONS    ALX 
DIFFfiRENTlELLES    PARTIELLES. 

682.  Des  surfaces  developpables.  —  On  nomme  surfaces  deve- 
loppablcs  Celles  qui  6tant  supposees  flexibles  et  inextensibles  peuvent 
s'appliquer  sur  un  plan  Sans  dechirure  ni  duplicature. 

Toute  surface  developpable  est  le  Heu  des  tangentes  ä  une  ccr- 
taine  courbe,  non:imee  arete  de  rcbroussenient  de  la  surface.  Dans 
le  cone,  i'arete  de  rebroussemcnt  se  reduit  ä  un  point,  et  dans  le 
cylindre  cette  courbe  passe  ä  l'infini. 

683  ä  686.  fiquation  du  premier  ordre  qui  convient  ä  toutes  les 
surfaces  developpables  : 

p  =  rz{q). 

687.  ßquation  aux  derivces  partielles  et  du  second  ordre,  resul- 
tant  de  l'eliminalion  de  la  fonction  xn.  Posons 

d'z  _  d'z   _  (Pz_ 

(U'~^'     dxdx~^'      dj'~'' 

tquation  aux  derivi^es  partielles  et  du  second  ordre  des  surfaces 
developpables  : 

.<"  —  rt  —  o. 
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G88  et  G89.   Integration  de  l'equation  aux  differentielles 

PARTIELLES  DES  SLRFACES  DEVELOPPABLES.  —  L'(5quation 

j'  —  rt  —  o 
ne  convient  qu'aux  surfaces  d^veloppables. 

690.  Des  surfaces  reglees.  —  On  nommc  surfnces  re'<rlecs  ceWes 
qui  s'engendrent  par  le  mouvement  d'uno  ligne  droite;  surfacc 
f^attche,  toute  surface  rögl^e  qui  n'est  pas  döveloppable. 

Soient 

X  —  az-'r  OL, 

y=bz  +  ^, 

les  ^quations  d'une  droite :  si  a,  b,  a,  g  sont  des  fonctions  d'uno 
meme  indeterminöe  7,  en  faisant  varier  7  d'une  maniere  continue 
la  droite  se  deplacera  successivement  dans  l'espace  et  eno^endrera 
une  surface  röglöe. 

691.  fiquation  difförentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seule- 
ment  deux  fonctions  de  rindetermin(5e  7  : 

ap  +  bq  ~  i. 

692.  En  posant  r  =  <^, 

^quation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  fonction 
arbitraire  c. 

693.  Posons 

dH  _  d^z    __         _£z__  d^z 

dx'~'''      dyuiy-"'     dTdp-"^'     'dy^^'"'- 
c^u  +  Zc^v  +  'iciv-\-\)  —  o. 

L'öquation  aux  döriv^es  partielles  et  du  troisiäme  ordre  rösultera 
de  r^limination  de  c  entre  cette  ^quation  et  celle  du  n°  692. 

694  et  695.  £qüation  de  la  corde  vibraxte. 


CINQUANTE-QUATRIEME  LECON. 

COURBURE  DES    SURFACES. 

696  et  697.  Courbure  d'une  ligne  sitüee  sur  une  surface 
DONNEE.  —  Considerons  une  certaine  courbe  passant  par  un  poinl 
M  [x^y,  z)  de  la  surface.  Soieiit  9  l'angle  que  le  rayon  de  coiirbure  K 

27. 
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de  celte  courbe  au  poinl  M,  dirig6  suivant  la  droite  MN,  fait  avec 
la  normale  MP  ä  la  surface  au  m6me  point,  a  et  S  les  angles  que  la 
langcnte  ä  la  courbe  consider^e  fait  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  r. 
Ün  aura 


R  = 


v/l -+-/''  -r-7^COS0 


rCüS^a -H  2iCüSa  cüs6  + ^cos'8 

698.  TnfeoREME  DE  Meumer.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un pnint 
(Vune  courbe  (juelconque  tracee  siir  une  surface  est  egal  au  produit 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  conlient  la  tangente 
h  la  courbe,  multiplie  par  le  cosinus  de  P angle  que  ce  plan  fait  avec 
le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  On  peutencore  dire  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  pmjectinn  sur 
leplan  de  cctte  courbe  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale. 

700.  Courbure  des  sections  normales.  —  Prenons  le  point 
(a:,jr,  z)  pour  origine  des  coordonnees,  et  pour  plan  des  xjle  plan 
tangent  ä  la  surface  en  ce  point.  En  dösignant  par  o  l'angle  que  la 
tangente  fait  avec  Taxe  des  x,  on  a 


P  = 


rcos'Y  -r  2.vsin«iC0ä'f  -i-  t  sm' o 
On  porte  la  valeur  absolue  du  rayon  sur  Taxe  des  z  dans  le  sens  des  z 
positifs  si  le  ddnominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposö  si  ce 
dönominateur  est  negalif. 

701.  Sections  principales.  —  Les  plans  qui  döterminent  sur  la 
surface  deux  courbes  planes  ä  courbure  maximura  ou  minimum 
sont  perpcndiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sections  faites  par 
ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

702.  Variation  de  courbure  des  sections  normales. 

703  ä  705. 

Deux  sections  normales  egalement  inclinees  sur  une  section  prin- 
cipnle  ont  des  rayons  de  courbure  egaux  et  de  mcme  signc. 

La  somme  des  courburcs  de  deux  sections  normales  pcrpendicu- 
laires  entre  dies  est  constantc. 

Dans  le  cas  oü  toutes  les  sections  normales  en  un  point  ont  la 
memo  courbure,  on  dit  que  ce  point  est  un  ombilic. 

706.  Determination  des  ombilics.  —  On  doit  avoir 

1  -+-  p^       pq        1  -}-  v' 

cequi,  en  y  joignant  lY-qualion  de  la  surface,  dötermine  les  coor- 
donn^es  d'un  ombilic. 
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707.  Application  au  paraboloide  elliptique  ! 


•XU  •ll) 


x  =  o,    y  =  ±  \/0[a  —  0) ,     z 
II  existe  deuxombilicssituös  dans  le  plan  jOz, 


a-h 


CINQUANTE-GINQUIEME  LECON. 

SUITE   DE    LA    COURBUKE    DES    SURFACES. 

708.  SUR  LA  SURFACE  DONT  TOUS  LES  POINTS  SONT  DES  OMBILICS. 
—  La  sphere  est  la  scule  surface  dont  toiis  lex  points  soient  des 
omhilics. 

709  et  710.  Theorie  de  l'iiXdicatrice.  —  Sil'on  coupe  la  surface 
par  un  plan  parallele  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin  de  ce 
plan,  la  seclion  obtenue  sera  une  courbe  infiniment  petite  et  du 
deuxiöme  degrö,  en  n^gligeant  des  quantites  inGniment  petites  par 
rapport  ä  ses  dimensions. 

71-1.  Les  rayons  de  courbure  des  differentes  scctions  normales 
failes  au  poinl  0  sont  proportionnels  aux  carres  des  rayons  de  celte 
courbe,  qui  est  nommee  V indicatrice  dQ  la  surface  en  ce  point. 

712.  Quand  rint?rseclion  de  la  surface  par  un  plan  parallele  au 
plan  "tangent,  et  infiniment  voisin,  est  une  hyperbole,rindicatrice  se 
compose  de  deux  hyperboles  conjugaees.  Le  rayon  de  courbure  de 
la  surface  devient  infini  et  change  de  signe  quand  le  plan  secant,  en 
tournant  autour  de  la  normale,  vient  passer  par  une  asymptote  com- 
mune aux  deux  hyperboles. 

713.  Consequences  geometriques.  —  A  toute  propri6t6des  dia- 
raetres  d'une  section  conique,  correspond  une  propriete  des  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par  les  diametres  de 
l'indicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  considere  est  un 
ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  second  ordre  aux  points  oü 
le  plan  tangent  est  parallele  aux  sections  circulaires. 

715.  Gas  du  l'expression  du  rayon  de  courbure  se  presente 

SOUS  UNE   forme   ILLUSOIRE. 

716.  Definition  des  tangentes  conjuguees. 
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Relation  qui  doit  exister  entre  les  coefBcienls  angulaires  de  deux 
tangentes  conjugu^es,  quand  on  prend  pour  axes  la  normale  et  les 
intersections  du  plan  tangent  avec  les  plans  principaux  : 


mm  '-- 

t 


71 7 .  Dcux  tangentes  conjuguccs  sont  paralleles  a  deux  diametres 
conjugues  de  Vindicatrice. 

La  somme  algebrique  des  rayons  de  courbure  correspondant  ci 
deux  tangentes  conjuguecs  est  constante. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

718  et  719.  LiGNES  de  courbure. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d'une  surface  pour 
lesquels  les  normales  infinimentvoisines  se  rencontrent  consecutive- 
ment.  En  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure determinees  par  l'^quation  differentielle 

[(i  +  7')^-P'70(£)V[(i  +  <7=)r-(i  +  ;.-iO(^) 

+  [pqr-[\+p^)s']  ^o 
et  par  l'^quation  de  la  surface. 

720.  Proprietes  des  eignes  de  courbure. 

Les  tangentes  menees  ä  deux  lignes  de  courbure  au  point  oü  elles 
se  croisent,  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Les  deux  lignes  de  courbure  ont  pour  tangentes  les  tangentes  aux 
sections  principales. 

721  et  722.   Soient  0  un  point  de  la  surface,  Oz  la  normale, 

OA  et  OB  les  deux  lignes  de 
courbure,  0'  et  0"  deux 
points  infmiment  voisins  du 
point  0  sur  les  lignes  OA 
et  OB,  les  normales  O'K  et 
0"L  rencontreront  Oz  en 
K  et  L.  OK  et  OL  sont 
les  rayons  de  courbure,  an 
point  0,  des  sections  prin- 
'V  cipalescOa:,  zOy. 

723.  II  faut  bien  se  gardcr  de  croiro  quo  les  poinis  de  rencontre 
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des  normales  soient  les  cenlrcs  des  cercles  osculateurs  des  lignes 
de  courbure.  Et  mcme  les  lii^nes  de  courburc  peiivent  clre  planes 
sans  que  leurs  cercles  osculateurs  se  confondent  avec  ceux  des  sec- 
tions  principales.  II  faut  que  les  lignes  de  courbure  soient  les  lignes 
de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

721.   CaLCUL  des   RAYONS   DE   COURBURE    PRINCIPAUX  EX    UN    POINT 
QUELCONQUE   d'uNE   SURFACE. 


72S.  Les  normales  dune  surface,  menöes  parlesdiflerents  points 
d'une  lignede  courbure,  forment  une surface  developpable.  Pour  en 
avoir  lequation,  il  faul  eliminer  x,  y,  zentre  l'equation  de  la  sur- 
face, les  öquations  d'une  normale  et  l'öquation  qui  exprirae  que  le 
point  [x,  y,  z)  est  sur  la  ligne  de  courbure. 

Cette  surface  se  compose  de  deux  nappes. 

72G.  Application  des   tiieories  precedentes  au  paraboloids 

ELLIPTIQUE. 
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CALCUL  DES  DIFFßRENCES  FINIES.  —  CALCUL  INYERSE 
DES  DIFFßRENCES. 

727.  NoTiONS  PRELiMiNAiRES.  —  Soiont 

une  suite  de  valeurs  successives  que  regoit  une  quantitö  variable. 
Si  l'on  Tetranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle  qui  la  suit,  on 
oblient  ce  qu'on  appelle  les  differences  premieres  de  ces  valeurs, 


"i  — «o^-^^oi     «5-«,  =  Aw,, 


^u.. 


En  opörant  de  la  mfeme  maniere  sur  la  suite  des  differences  pre- 
mieres, on  obtient  une  suite  de  differences  secondes, 

Aw,  —  A?/^  =  A'w„      AWj  — A«,  =  ^■u^■ 

On  formera  de  la  meme  maniere  des  differences  troisiemes,  qua- 
triemes,  etc. 

728.  w,  f,  2  etant  des  quantites  variables, 

A(f^-i-<^  — 2)  =  Am  +  A('—  Ac, 
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c'est-ä-dire  que  la  difference  d'une  somme  est   e^ale  ä  In  snmnie 
algebrique  des  differences  de  ses  parties. 

A(m  +  «)  =  Am,      Aau=  a^u. 

729  et  730.  Expression  de  A"«. 

A«  n{n  —  \] 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

A"i<  =  («—!)("). 

731.  Expression  du  terme  general  d'une  suite  en  fonctiox 
du  premier  terme  et  de  ses  differences  süccessives. 

ni  n  —  I  ^ 
K^  =  ff  -j-  /?  A  K  H \  u-\-  . . .  -{-\"u, 

et  la  formule  symbolique 

732.  Differences  des  fonctions  entieres. 

Les  differences  ni"""'  d'une  fonction  entiere  du  n/""'  drgre  sont 
constantes,  lorsque  la  variable  croit  par  degres  egaux.  Les  diffe- 
rences suivantes  sont  nuUes. 

733  et  73i.  Exemples. 

73S.  Differences  de  quelques  fonctions  fractionaaires  oo 
transcendantes.  —  La  variable  croit  par  degrös  ögaux. 


x{x-\r  li)  (a:  -h  a/i). .  .[jTH-  («  —  \)li\ 

^"  —   — ; 7 -, 7-5 

x\x ^-  li)  [x-Jr-^/i)...[x^rfdi) 

^>„= n{n  +  ^)h' , 

x[x  -{-  /i).  .  .  yx  +  /di)\_x  -t  (n  -hl)  /i] 
et  ainsi  de  suite. 

1°  U  =  rt', 

A"  H  —  rt-'  (  rt*  —  i )". 
3°       A  sin  (<7X  +  i )  —  2  sin  -  ah  cos  {ax-{-b-\ ^  )  , 

A  cos [ax  -{-  b)  ---  —  2  sin  -  nh  &\x\{nx  -{-  b  -i, ) » 

A'sin{aar+  b)  :^  ~  4sin^  —  sin(<7x  +  b  +  ah), 
et  ainsi  de  suite. 
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736.  CALCUL  INVERSE  DES   DIFFliRENCES.  —    D]£fINITIONS  ET  NOTA- 

TiONS.  —  Le  calcul  invcrse  dos  difförences  a  pour  objet  de  d6ter- 
miner  une  fonction  quaiid  on  connait  sa  diffOrence  finie,  ou  lorsqu'on 
a  une  relalion  cntre  celte  fonction,  quelques-unes  de  ses  diff6rences 
et  la  variable  independante. 
La  fonction  F(x)  dont  la  difference  est  f{x)  se  reprösente  par 

\^/(x)  et  senomme  l'integrale  aux  difförences  finies  def{x).  On  a 

737.  Dans  le  calcul  integral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une 
intögrale  particuliere  d'une  differentielle  donnöe,  on  ajoute  ä  celte 
premiere  Solution  une  constantc  arbitraire  pour  former  l'integrale 
gönörale.  Dans  le  calcul  integral  aux  differences  finies,  il  faut  ajouter 
ä  une  integrale  particuliere  la  fonction  la  plus  generale  dont  la  dif- 
ference est  nulle,  rs{x), 

\  zs[x)  =  rs{x-\-  /i)  —  zs[x]  =  o. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propri6t6  en  question,  si 
Ton  prenait 

Tr(x)  =  M  (  sm— ^ — j  cos— ^ —  1> 

M'  d^signant  une  fonction  tout  ä  fait  arbitraire. 

738.  Theoremes  sur  les  integrales  aux  differences  finies. 

^  ou  =  a  ^  u . 

739.  740  et  741.  Integration  de  quelques  fonctions. 
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suite  du  calcul  inverse  des  differences.  —  formules 
d'interpolation. 

742.  Integration  des  fonctions  entieres. 

Celle  inlegralion  peut  se  faire  par  la  serie  de  Taylor. 
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et,  si  Ton  pose/(x)  =  jf^\ 


(  /M  -J-  I ')  /77  f  ///  —  I ) 


'1 


Ä^Vx"'- 


I  .2.3 

.^d  5/12  3  3o 

7i3.  Sommes  des  puissances  des  nombres  i,  2.  3 « 

b,  =  -«   -!--«  =  , 

'22  2 

C  '      3  I      2    ,     I  /?(/?  +  l)  (2/2-1-,^ 

3  2  0  j .  2 . 3 

c         '    »       '3,^2       /''(«-Hl' 
b,  =  -n*-i  -n^A--n^=  — ^ , 


b,  =  -rn'  '^-  -n*  -\-  -n^  ~  —n, 
ö  2  3  3o    ' 


Tii.    EVALUATIOX  DES  SOMMES  PAR   LES  INTEGRALES  ORDINAIBES  ET 
DES  INTEGRALES  PAR  LES  SOMMES. 

-x--L/4/'(X)-/'(x.)] 
-^A'[r(X)-/'"(xJ]+.... 
7iü.  Integrale  ordinaire  cn  fonction  d'une  integrale  aux  difFtS- 
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rencos  finies  : 

£n^)cf^  =  /'  [^-^  -i-/(^.)  -i-yc-r.)  -^ . . .  -^'^j 

__L/,2[/'(X)_/'(,ro)] 

-i-^M[/"'(X)-/"'(^o ;]-:-.... 

Le  premier  icrme  du  second  menibre  est  egal  u  la  somnie  des 
Irapezes  inscrits  dans  la  courbe  j  =  f(x),  et  determines  par  des 
ordonnees  equidistantcs.  Quant  au  premier  membre,  il  reprcscnte 
l'airo  de  cetle  courbe. 

746.  La  delermination  des  coefficienls  numeriques  peut  sc  faire 
au  moyen  d'une  fonetion  particuliere. 

747  et  748.  Formules  d'interpolation.  —  Formule  de  Newton. 
—  L'interpolalion  a  pour  objet  de  trouver  une  fonetion  d'une  va- 
riable, connaissantles  valeurs  de  cetle  fonetion  qui  correspondent 
ä  un  certain  nombre  de  valeurs  donnees  de  la  variable.  Ce  Pro- 
bleme est  indetermine  tant  qu'on  ne  flxe  pas  la  forme  de  la  fonetion 
clierchee.  Soient 

n  -r- 1  valeurs  equidistantcs  d'une  variable,  et  soit  /i  leur  dificrencc 
constante.  Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonetion  u,  que  nous  supposerons 
entiere  et  du  n'^'ne  deere  : 


A"?<o 


U  =  «0  -r-  -  AWo  -n  j  ( 

(x           \A2«o 
\ll          7    1.2 

X  l  X           \ 

■■•(j-n^ 

i .2. . .n 

749.  Formule  de  Lagrange.  —  Supposons  maintenant  que  les  va- 
leurs donnees  de  x, 

•^0)       -^l)       "^2)  •  •  •  ,       Xfij 

soient  queleonqucs  : 

(x  —  .r, )  Cr  —  .ro) .  .  .  (.r  —  .r„) 


{Xo  —  Xi)  [Xq  —  Xo)  .  .  .  {Xo  —  Xn) 

(x  —  .rp)  (x  —  -r,)  . . .  (.r  —  x„') 
(Xl  Xq)  (Xi  —  Xi)  . . .  (x^  —  x„) 

(x  —  Xo)  (x  —  .r,  )  (.r  —  .r„_i  ) 


«0 

«1 


(jT/i —  Xq)  (Xn  —  Xi){Xn  —  Xn—i  ) 


Ur. 
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7o0  et  V>1.    PORMULES  d'apPRO\IM\TIO>-  POIR  LES  QÜADRATÜRES, 

RECTiFicATioxs,  cüBATüRES.  —  Supposons  qu'il  s'agissG  d'evalucr 
rinlegralc 

X 

f{x)r/x  =  S, 


L 


ou  l'aire  de  la  courbe  r  =f{x) : 

8  =  3' [>o+J„-^ 2(7: -^J4  +-+J„  J  +  4  (/,  -^Xi  +-+r„_,)], 

formule  due  k  Thoraas  Simpson. 
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VARIATION   d'üNE   INTEGRALE   DfiFINIE. 

752.  BuT  DU  CALCUL  DES  vARiATiONS.  —  On  considers  une  inte- 
grale definie 


et  il  faut  trouver  pour  y  une  fonetion  f(x)  teile,  que  cette  inte- 
grale ait  une  valcur  plus  grande  ou  plus  petite  que  si  i'on  rempla- 
gait  f  (^)  par  une  fonetion  d'une  forme  tant  soit  peu  difförente. 

753.  ExEMPLE.  —  Etant  donnes  deux  points  C  et  D,  trouver  une 
courbe  plane  CMD  teile,  que  la  surface  de  revolution  engendree  par 
Iq  mouvement  de  cette  courbe  en  tourruint  autnur  d'un  axe  Ox 
situe  dans  son  plan  soit  un  maxinmin  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  pusant 


-2-  f^'    — 


■Ix. 


il  faut  trouver  une  fonetion  de  x,  y  =  f(jr),  teile,  qiie  Tinl^grale 
pr^cödente  ait  une  valcur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
Celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme  de  la 
fonetion  f  (x). 

754.  La  marche  ä  suivre  pour  resoudre  ces  nouvelles  questions 
dilT6re  peu  de  cclle  qu'on  a  dt^jci  suivie  dans  les  questions  ordinaires 
de  maximum  et  de  minimum. 

755.  Definitions  et  notations.  —  Soient 

j=f(x) 
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l'öqualion  d'une  courbe,  et 

requalion  d'une  autro  courbe  qu'on  obliendrait  cn  faisant  varicr 
extrömoment  peu  la  fonclion  i{x).  Si  Ton  appelle  Sjr  l'accroisse- 
ment  de  l'ordonnöc  MP  quand  on  passe  ä  la  seconde  courbe,  l'ab- 
scisse  reslant  la  m6me, 

Sx=^{x)-f{x), 

est  ce  que  l'on  nomme  la  Variation  de  l'ordonnee  ou  de  Id  fonction. 

7SG.  On  ramöne  les  variations  aux  differentielles  en  regardant  / 
comme  unc  fonction  de  x  et  d'un  parametre  arbitraire  t.  Soit 

X  =  o{x,t), 
on  aura 

Sy=^St,    dy=^dx. 

1^1.  II  est  souvent  nöcessaire  de  faire  varier,  ä  la  fois,  x  et  y, 
quand  on  passe  de  la  courbe  propos^e  ä  la  courbe  infiniment  voi- 
sine.  On  regarde  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  ind6- 
pendante  u,  et  d'un  certain  parametre  t :  soit 

x  =  'i[u,t),    y  =  -b[u,t). 

On  suppose  que  pour  t  =  o,  y  devienne  une  certaine  fonction 
de  X,  {[x),  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque  de  «, 

^"^*  v(«,o) -/(«),    ^(«,o)  =  f[/(«)]- 

Od  aura 

Si  laissant  ä  t  une  valeur  constanle  on  faisait  varier  k,  on  aurait 

dx  =^  -r-  du,     dy  ==  -j^  du. 
du       '      -^        du 

758.  On  appelle  Variation  de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  depend 
que  des  premieres  puissances  des  variations  §x  et  Sy. 

^U  =  -r-Sx  -\ — j-^Y. 
dx  dy    -^ 

759.  On  appelle  Variation  seconde  d'une  fonction  U  la  Variation 
de  (?U  :  on  la  designe  par  (J^U.  La  Variation  de  cette  derniere  est 
appelee  Variation  troisieme  de  U  et  se  designe  par  ^'U,  et  ainsi  de 
suite. 


760.  ThEOREMES    SÜR    la    PERMUTATION    des    SIGNES    d    ET 


^'I 
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ET  0.  —  La  Variation  de  la  differentielle  d'une  fonction  de  x  est 
egale  a  la  differentielle  de  la  Variation. 

ad\]  =  do\]. 
7G1. 

o"'d"V  =  d''o'"\]. 

762,  On  peut  aussi  intcrvcrtir  l' ordre  des  signes  o  et  \  , 

763  ä  767.  VARiATroN  dune  integrale  defime.  —  Gas  ou  la 

FONCTION    SOUS  LE   SIGNE    /   NE   DEPEND   PAS   DES   LIMITES. 


.ne/ni 

U=  f'^^Ydx, 


d'^-L 

-,        r/v        ^,        ./V        ^        r/v        ^        r/v 
dx  dy  dp  dq 

dx        de 
Si    'Ydx  =  r-hf    '[K'Jj-—KpSx)dx. 

768.  Gas  ou  la  fonction  V  renfeume  deüx  fonctions  de  x. 
,j       /./  dy     d-y        dz     d'z\ 

^=^\''^^'^tx'-dp'^^d2'd?y 

§  f'Ydx^T'-h  r"^'(Kw4-K'a)')r/x, 

en  posant 

^_    ,      d'z_    , 
dx~^'     7ix^~  "^  ' 

£y-N'      ^'-P'      ''^-O' 
dz~''     dp'~*^'     d,/~^' 

dx        Ux' 
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r'  s'obtient  en  ajoutantä  r  les  termes  qui  rösullent  du  changement 
des  quanlitc's  P,  Q,  /J, .  • . ,  en  P',  Q',  //, 

7G9.  Gas  ou  la  fonction  V  depend  des  Limites  de  L'hvrEGRA- 
TioN.  —  11  faut  ajouter  ä  la  Variation  de  l'intögrale  les  termes  qui 
[jroviennent  de  la  Variation  des  limites. 


SOIXANTIEME  LECON. 

SUITE  DE   LA    VARIATION    d'uNE    INTfiGRALE   DfiFINIE.   — 
APPLICATIONS. 

770.  AUTRE  MOYEN  DOBTEMR  LA  VARIATION  d'unE  INTEGRALE 
DEFIME. 

Ol     'V^x  =  r4-/     \}iSx-hKox)dx, 

H  =  -  K/?. 

771.  Si  l'on  ne  faisait  varier  que  j, 

(J  /       Ydx=--T'^l       K!iydx, 

r'  se  d^duisant  de  r,  par  la  suppression  des  termes  qui  renfer- 
ment  Sx^  et  §x^. 
Si  Ton  faisait  varier  .r  seulement, 

0  C^'ydx  =.  r"H-  f'''ti3xdx  =  T"—  C'^'KpSxdx, 

r"  etanl   ce  que  devient  r  quand  on  y  fait  Sy^  —  o,  Sy^  =  o. 

772.  Gas  oü  il  entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  de  x 
avec  ses  derivees  p'  et  q' : 

(J  r "^'  V  dx  =  r  4-  r  '\liSx  +  K^7  +  K'§z )  dx, 

H  =  -(K/j-f-Ky). 

773.  Maximum  et  Minimum  d'une  integrale  definie.  ^U  =  o  est 

la  condition  du  maximum  ou  du  minimum. 

Si  ^'U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  3x  et  3f 
changent  d'une  maniere  quelconque,  tout  en  restant  infiniment 
petites,  U  sera  un  minimum.  Si  ^■U  reste  negative,  U  sera  un 
maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum  si  ^-U 
peut  changer  de  signe. 
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77-4.  L'öquation  oU  —  o  entraine  les  deux  suivanles 

r  =  o,    K  =  o. 

773.  CoNDiTiONS  RELATIVES  Aux  LIMITES.  —  Dans  le  cas  oü  V  ne 
contient  que  j:,  y,  p  ety,  l'equation  K  =  o  est  du  quatrieme  ordre, 

et  l'on  a 

j=f(x,  C,  C,  C-.C"). 

Pour  ddterminer  les  quatre  constantes  arbitraires ,  il  faut  avoir 
ögard  ä  l'equation  r  =  o.  Plusieurs  cas  : 

1°  Si  l'on  se  donne  Ic?  valeurs  de  x,  j,  p,  q  aux  deux  limites, 
requation  r  =  o  est  identiquement  satisfaile,  et  on  aura 

X^  =  f  (x„,  C,  C,  C",  C"), 
;,,  =  f'K.C,  CG",  C"), 
j,  =  f  (j:,,  C.  C,  C",  C"), 
;,,  =  f'(.r,,C,C',C",C"'). 

2°  Si  l'une  des  six  quantit^s  -^oi  /oi-  •  -i  reste  arbitraire,  p,  par 
exemple,  l'equation  r  =  o  se  r^duit  ä  Q,  =  o;  on  a  cinq  ^quations 
pour  determiner  les  quatre  constantes  et  la  valeur  de  ^,. 

3"  Si  l'on  a 

V(-^o>  Joi/^o.  -^M  Jn  P.)  =  Ol 

on  aura 
rfcs  -  de>  ^       ,    do  ^  do  ^  do  .  do  ^ 

En  portant  la  valeur  de  o/?, ,  tir6e  de  cette  6quation,  dans  l'equa- 
tion r  =  o,  il  faudra  egaler  ä  o  les  coefficients  de  ox, ,  o_>„,  o/?,, 
<?x,  et  Sy^.  On  aura  dix  equations  pour  determiner  les  dix  incon- 
nues  C,  C,  C",  C",  x„,  Jo,  /j„,  x,,  j,,  p,. 

77G.  Gas  oü  la  fo.nctio.n  V  contie.nt  deux  fonctions  de  x.  — 

V  contient  deux  fonctions  j  et  z  de  la  variable  x.  On  aura 

r  =  o,     K  =  o,     K'  =  o. 

777  ä  779.  S'il  existe  entre  y  et  x  une  relation 

*"(-^.7.  -)  =o, 
on  aura 

r  =  o,      K-; K  -r- =  o. 

(iz  dr 

780.    LiGNE    LA    PLUS    COUUTE    E.NTRE   DEUX   POI.MS   DA>'S   U.N   PUCS. 

—  La  ligne  cherchee  est  une  ligne  droite. 
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781.  LiGNE  LA  PLUS  COURTE  d'uiS  POINT  A  UNE  COURBE  PLANE.  — 
La  li^ne  la  plus  courte  cnlre  un  poiiit  et  iinc  courbe  est  une  äroite 
normale  a  cette  courbe. 

782.  LiGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  COURBES  PLANES.  —  La 
lignc  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes  est  une  normale 
commune  aux  deux  courbes  proposees 


SOIXANTE  ET  UNIEME  LECON. 

SUITE   DES    APPLICATIONS    DU    CALCUL    DES   VARIATIONS. 

783  et  784.  Autre  mamere  de  resoudre  les  problemes  prece- 
DENTS.  —  Au  Heu  d'appliquer  les  formules  genörales,  on  op6ro 
comme  il  a  6t6  expliquö  au  n"  770. 

785.  LiGNE  LA   PLUS  COURTE   ENTRE   DEUX   POIIVIS ,  DANS   l'ESPACE. 

—  Soient  x^,  /•„,  z^  les  coordonnöes  du  premier  point,  et  ^,,  /i>  ^\ 
Celles  du  second , 

j=cjr4-C,     z  =  c'j7  +  C', 

6quations  d'une  ligne  droits. 

786.  Determination  des  constantes. 

787.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surfacb  donnee.  —  Soit 

F(-r,  J,  z)  =o 

Vequation   d'une  surface  courbe;   proposons-nous   de    trouver  In 
Hone  la  plus  courte  AMB  que  Von  puisse  tracer  sur  cette  surface 
entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 
On  a 

frP_  dF 

,dx       d.i:    .dz  .dy       dr    ,dz 

'^iFs—dr^ds^''^  '^7h-dr^ds='''^ 

dz  dz 

ce  qui  fait  Irois  öquations  pour  döterminer  les  deux  fonclions  y  et  z. 
Mais  l'une  des  dernieres  ^quations  est  une  consequeiice  de  l'autre 
et  de  r^quation  de  la  surface. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont  nomraöes 
lignes  geodesiques  de  cette  surface  :  tous  leurs  plans  osculateurs 
sont  normaux  ä  la  surface. 

Les  constantes  se  ddtermiueront  comme  dans  le  probleme  pröce- 

Sturm.  —  An.,  II.  28 
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dent.  Si  la  ligne  cherch^e  doit  aboulir  ä  deux  courbes  donnees  sur 
la  surface,  la  courbe  AMß  les  coupera  ä  angle  droit. 

789.  La  propriete  d'etre  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
quelconques  d'une  surface  peut  n'exister  que  sur  une  portion  dune 
ligne  geodcsique.  Sur  la  sphere,  la  propriete  du  minimum  appar- 
lient  seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres  qu'une  derai- 
circonference. 

790.  Surface  de  Revolution  mimmüji.  —  Etant  donnes,  dans  le 
meme  plan,  deux  points  k  et  B,  et  une  droite  CD,  trouver  une 
courbe  AMB,  situee  dans  ce  plan,  et  qni,  en  tournant  autour  de  CD, 
engendre  une  surface  de  revolutinn  dont  Vaire  sott  la  plus  petite 
possihle. 

Prenant  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe  des/  une  per- 
pendiculaire  ä  cette  droite,  on  a 

öquation  d'une  chainette  (574.  2°), 


"), 


SOIXANTE-DEUXIEME  LECON. 

höITE    DES    APPLICATIONS    DU    CALOtL    DES    VARIATIONS. 

791  et  792.  Brachistochrone.  —  Probleme.  Etant  donnes  deux 
points  A  cf  B,  trom'cr  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  pnint  pe- 
sant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court 
possihle.  Cette  courbe  s'appelle  brachistochrone  ou  courbe  de  plüs 
vite  descente. 

La  courbe  cherchee  est  une  cycloide. 

793.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  assajettis  ä  se  trouver  sur 
deux  courbes  donnees  CD,  EF,  on  obtient  encore  une  cycloide  AMB. 
situee  dans  un  plan  vertical  qui  coupe  la  courbe  EF  ä  angle  droit. 

La  tangente  ä  la  cycloide  au  point  B  est  perpendiculaire  a  la  tan- 
gente  men^e  ä  la  courbe  CD  par  le  point  A. 

79i.  Remarques  sur  l'i.ntegratio.n  de  l'equation 

K  -  N  —  -^      '-^  -  o 
dx        dx^ 
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l'  Si  j  n'cnlro  pas  cxplicitement  dans  V,  l'öquaüon  se  röduit  i 

ö.r 

qui  n'est  plus  quo  du  troisiemo  ordre. 

■2°  Si  X  n'cnlre  pas  cxplicilerncnL  dans  V,  requation  K  =  o  so 
reduira  encoro  au  troisiemo  ordre  en  prenant  j  pour  variable  iii- 
depondanlc. 

3"  Si  Ton  avail  ä  la  fois  M  =  o,  N  ==  o,  requation  sc  ramenerait 
au  douxiome  ordre. 

79o.  Prodlkme.  —  Jrouver  une  courhe  plane  AMB  teile,  qua 
l'aire  ACBD  coinprise  cntre  /'arc  AMB,  les  rayons  de  courbure  AG 
et  BD  qui  correspondent  aux  deux  points  extremes  A  e?  B,  et  la 
portion  de  de'veloppee  CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure 
C  ei  D  soit  un  miiüinuin, 

La  courbe  cherch6e  est  une  cycloido. 

796.  Maximum  du  Minimum  relatif.  — II  s'agit  de  rendre  maxi- 
mum  ou  minimum  une  integrale  dcfinie  /      y  dx^  avec  la  condition 

qu'une  autre  integrale  deünie  /      Urf^aituno  valeur  determince/. 

797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'integrale 

Ydx,  avec  la  condition 

»•0 

^'^'\]dx  =  l. 


j: 


Les  variations  de  ces  integrales  doivent  6tre  nulles.   On  doit 
avoir 

0  /       Vc?x  =  o,      Ol       Uc?a:  =  o. 

En  developpant  ces  deux  conditions,  on  a 

r  -4-  1       Ktüc?jr  =  o, 

ß  -\-  l      L  ü)  c? x  =  o. 

t/'o 

On  a  les  deux  equations 

r-Hrtö— o,    K  +  aL  =  o. 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  oü  Ton  re- 

28. 
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cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  equation  de  plus 


f 

t/J"o 


\]d.r  =  i. 


798.  La  rccherche  du  maximum  rclat/J  dii  l'integrale  /  \  dx 
revienl  ä  chercher  le  maximum  absolu  de  l'integrale  /  (V-4-aU)ctr. 

799.  Problemes  sür  les  isoperimetres.  —  £lant  donne's  deux 
points  Q.  et  \)  sur  un  plan,  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de 
meine  longueur  situees  dans  ce  plan  et  termindes  aux points  C  et  D, 
Celle  poiir  laquelle  l'aire  ABDC  est  un  maximum. 

La  courbe  cherchee  est  un  arc  de  cercle. 

800.  Probleme.  —  De  toutes  les  courbes  isope'rimetres  que  Von 
peut  tra-er  sur  un  plan  entre  deux  points  donne's  A  et  B,  trouver 
Celle  qui,  en  tournant  autoiir  de  la  droite  Ox,  engendrc  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  surface  de  revolution. 

La  chainette. 

801.  Probleme.  —  De  toutes  les  courbes  isopärimetres,  trouver 
Celle  qui  engendre  le  volume  minimum. 

dx  =  -i^=M=, 

\Ja?-  —  (j2  —  c)* 
oqualion  differentielle  de  la  courbe  61astiquo. 

802.  Prorleme.  —  De'terminer  la  courbe  qui,  par  sa  rivolution 
autour  d'un  axe  {l'axe  des  x)  engendre  la  surface  minimum  qui 
rcnjcrme  un  volume  donne. 

^  ^ ( J^rt  b^ )  dj 

Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  Taxe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  l'equation  difTörcntielle  apparlicnt  ä  la  courbe 
decrite  par  Tun  des  foycrs  d'une  cllipse  ou  d'unc  hyporbole  qui 
roule  Sans  glisscr  sur  Taxe  des  x. 


TROISIEME  ET  QUATRIEME 

LECONS  COMPLEMENTAIRES, 

Par    A.    de    SAINT-GERiMAIN. 


TROISIEME  LECON  COMPLfiMENTAIRE. 

PROPRIETES    DES    SURFACES    COURBES. 

Surfaces  regides.  —  Lignes  de  striction.  —  Plans  tangents  ä  une  surface 
reglee,  gauche  ou  developpable.  —  Lignes  asyuiptotiques.  —  Contact 
de  deux  surfaces. 


SURFACES   REGLEES. 

32*.  Qiiand  les  coefficienls  qui  figurent  dans  Ics  deux  öquations 
d'une  droile  sont  dos  fonctions  determinees  d'un  paramctre  arbi- 
traire  X,  la  droite  peut,  en  general,  prendre  une  infinitö  de  posi- 
lions  dans  l'espace;  eile  ne  peut,  toutefois,  passer  que  par  les 
points  dont  les  coordonnees  salisfonl  aux  deux  cquations  pour  une 
valeur  convcnable  de  X;  c'est  dire  que  Ic  lieu  de  celle  droite  est 
une  surface,  nommee  surface  reglee,  dont  l'equation  s'obtient  en 
climinant  X  entre  les  equations  de  la  generatrice. 

Lorsque  les  öquations  d'une  droite  rcnferment  deux  ou  trois 
arbitraires,  la  droite  fait  parlie  de  systemes  infiniment  plus  com- 
prehensifs  que  le  precedent  et  auxquels  on  a  donne  les  noms  de 
congruenees  ou  faisceaux  et  de  complexes ;  on  rcconnait  im- 
mediatenient  que,  par  un  poinl  quelconque  de  l'espace,  il  passe 
un  nombre  fini  de  droites  d'une  congruence,  et  un  nombre  infini 
de  droites  d'un  complexe,  celles-ci  formant  une  surface  conique. 
Nous  voyons  aussi  que  les  droites  dont  les  equations  renferment 
quatre  arbitraires  sont  absolument  quelconques  et  ne  sauraient 
former  un  svsteme  determine.  Nous  nous  bornerons  ici  ä  consi- 
derer  les  systemes  de  droites  qui  constituent  les  generatrices  d'une 
surface  reglee  S. 

Nous  prendrons  des  axes  coordonnes  reetangulaires,  le  lecteur 
pouvant  voir  facilement  dans  qucls  cas  cette  restriction  est  inu- 
lile;  nous  ecrirons  les  equations  d'une  generatrice  G  sous  la  forme 
tres  generale 
(,\  -^ -  ^  _  .r  —  ?  _  ^  —  T . 

^^  a      ~       b       ~      c     ' 

si  l'on  designe  par  t  la  valeur  des  trois  fractions,  on  aura 

(a)  X  — «/ -4- a,        f  =  bt-^^^         z  =  ct-T-'{. 
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Les  constantes  a,  b,  c,  a,  ß,  y  sont  des  fonctions  determinees 
du  parametre  1 ;  les  trois  premieres  sont  proportionnelles  aux 
Cosinus  directeurs  de  G,  les  Irois  autres  sont  les  coordonnees  d'un 
poinl  P  qui  joue  sur  G  le  röle  d'origine  des  longueurs  ;  la  distance 
du  point  X,  j,  z  de  la  droite  au  point  P  est  t  ^a^-+-  b^-r-  c^.  t 
pouvant  6tre  posilif  ou  negalif. 

Dans  des  questions  parliculieres,  on  pourra  faire 

a-r-  />-—  c2=  I ; 

alors  «,  b,  c  seront  les  cosinus  directeurs  de  G.  D'aulres  fois,  on 
fera 

c  =  I ,        Y  =  o ; 

les  equations  de  la  droite  prendront  la  forme 

.r  =  «3  -i-  a,        j"  =  6s  -+-  ß, 

oü  ne  figurent  que  les  quatre  parametres  qui  doivent  necessaire- 
ment  entrer  dans  les  equations  g^nerales  d'une  droite. 

33*.  Le  lieu  des  paralleles  menöes  par  un  poial  quelconque  aux 
göneratriccs  de  S  est  le  cune  directeur  de  la  surface;  il  peut  se 
r^duire  ä  un  plan  ou  ä  un  Systeme  de  plans;  dans  tous  les  cas, 
chacune  de  ses  gendratrices  rencontre  S  en  un  point  rejete  ä  l'in- 
fini,  puisqu'elle  est  parallele  ä  une  droite  situee  sur  S. 

Si  Ton  prend  l'origine  des  coordonnees  pour  sommet  du  cöne. 
l'equation  de  ce  cöne  s'obtiendra  en  elirainant  \  entre  les  equa- 
tions 

X  Y  Z 

(3)  -  =  T  =  -- 

a        h        c 

Quand  l'equation  de  S  est  algcbrique,  l'equation  du  cöne  s'en 
deduit  en  ^galant  ä  zero  l'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degr^. 
Soit,  en  efTet,  ¥{x,y,z)  la  somme  de  ces  termes  :  pour  que  la 
droite  (3 )  rencontre  la  surface  reglee  en  un  point  ä  linfini,  il  faut 
qu'on  ait 

?{a,  b,c)  =  o; 

le  lieu  de  cetle  droite  se  trouve  en  öliminant  o,  b,  c  entre  cctte 
equation  de  condilion,  qui  est  homogene,  et  les  equations  {3);  le 
resullat  de  reliminalion  est 
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LIGNES   DE   STRICTION. 

3-i*.  Nous  aurons  besoin  do  connailrc  l'angle  de  G  avec  uno 
gcneralrice  G'  infiniment  voisine,  la  grandcur  et  la  posilion  de  la 
perpcndiculaire  commune  ä  ces  deux  droiles;  ä  cet  edel,  nous 
lappellerons  les  formules  de  Geometrie  analytique  qui  resou- 
draient  les  mOmes  probicmes  pour  la  droile  G  et  une  auirc 
droite  Gi  definie  par  les  equalions 


r-ßi  _^-- 


i  1 


«1  bi  Ci 

Designons  par  V  l'angle  des  deux  droitcs  et  posons,  pour 
abr^ger, 

bci  —  cbi:=  A>,        cai  —  «ci=\IL,        abi — ^öj  =  G, 

on  aura 

h 

smV  =  -» 

La  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  a  pour  longueur 
±I[X(a.-a)-i-all(ßi-ß)-£(Yi-T)]; 

es  Cosinus  directeurs  sont  V »  -7- '  -r '  et  la  valeur  de  t  qui  döter- 
h      n      11 

mine  sur  G  la  position  du  point  oü  cette  droile  rencontre  la  per- 
pendiculaire commune  est 

■z=  J-[(6iG  — c,Dl,)(ai  — a)-^(ciaA.  — rtiG)fßi-ß) 

-4-(ail(\,  — feiJl>)(Yi— Yj], 

Supposons  maintenanl  que  Gi  devienne  infiniment  voisine  de  G  : 
a  —  a,  ai  —  a,  ...  pourronl  6tre  remplaces  par  les  differen- 
tielles  da^  da.,  db,  c?ß,  de,  d'C  X  deviendra 

b(c  -i-  de)  —  c(b  -{-  db)  =  b  de  —  c  db, 

1)^  et  G  deviendront  c  da  —  a  de,  a  db  —  b  da,  et  les  formules 
generales  se  simplifieront  parce  qu'on  pourra  se  borner  aux  parties 
principales  des  termes  qui  y  figurent.  II  convient,  d'ailleurs.  de 
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remplacer  da,  da,  ...  par  a' dl,  a  d\,  ....  «'.  a',  b'.  ß'.  c',  ^' 
(lesignant  les  d6riv6es  de  a,  a,  b,  fl,  c,  -(  par  rapporl  au  para- 
metre  X  dont  elles  dependont.  Nous  poserons 

bc  —  cb' =  A,         cd — ac'=B,         ab' — i«'=C, 
A2-4-B2-+-  C2=H2; 

l'angle  de  G  et  de  G',  qu'on  peut  prendre  pour  son  sinus,  est 

_        Edl 
^  ~  a^-^b^-^c^' 

La  perpendiculaire  commune  ä  G  et  a  G'  a  pour  longueur 

ses  Cosinus  directcurs  sont  „>  rjj  -r^;  eile  renconlre  G  en  un 

n      H      ri 

point  qui  tend  vers  une  limite  döterminee  Q,  dont  la  position 

sur  G  est  definic  par  une  valeur  de  t  egale  ä  la  limite  de  -z,  savoir 

_  A(cß'—  bY)  -^  B(ay'—ca')  +  C(6a'—  aß') 
~  11^ 

33*.  Le  point  limite  Q,  dont  les  coordonn^es  sont 

X  —  al -h  OL,       j^  =  iT-t-ß,        2  =  cT-T-Y, 

est  \e  point  central  de  G;  le  plan  qui  passe  par  G  et  par  la  droiie 
limite  de  la  perpendiculaire  commune  ä  G  et  ä  G'  est  le  plan  cen- 
tral de  G. 

Le  lieu  des  points  ccntraux  des  diverses  göneratrices  de  S  est 
la  li^mc  de  striction  de  la  surface;  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'elle  soit  tangente  aux  plus  courles  distances  des  gencratrices 
infinimcnt  voisincs  et,  en  general,  eile  coupe  obliquement  les 
gencratrices  de  S. 

Considdrons  comme  exemple  les  droitcs  dcfmies  par  les  öqua- 
tions 

clles   formcnt  Tun  des  systcmcs  de  gc'm^ratrices  du  paraboloVdo 

Z!  _  £:  =  2^ 
P         7 
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Nous  avoiis 

rt  —  X,  i  —  y/yj ,  c  =  vv  , 

Oll  trouvc  que  T  sc  röduit  i  — ^^ 5  et  que  Ics  coordonn^es  d'un 

point  de  la  ligne  de  striction  sonl 

Pour  avoir  les  cqualions  de  la  ligne  de  striclion,  on  climine  X 

enlre  ces  trois  equations,  ce  qui  donne  l'equation  du  paraboloide 

et  l'öquation 

1  3 

q-^y-^p^z  =  0; 

la  ligne  de  striction  est  unc  parabole  si  p^q. 

On  aurait  pu  deduire  le  meme  rcsultat  d'une  remarque  tres 
simple  :  quand  toules  les  generatrices  d'une  surface  röglee  sont 
paralleles  ä  un  plan  directeur  P,  Icurs  plus  courtes  distances  sont 
perpendiculaires  ä  P;  la  projection  de  la  ligne  de  striction  sur  P 
doit  etre  l'enveloppe  des  projeclions  des  generatrices;  la  ligne  de 
striction  est  la  courbe  de  conlact  de  la  surface  avec  un  cylindre  : 
c'est  donc  une  parabole  si p^q]  quand  p  ~  q,  c'est  une  droite. 

PLANS  TANGENTS  AUX  SÜRFACES  REGLEES,  GAUCHES 
OU  DEVELOPPABLES. 

36*.  En  general,  l'angle  o  et  la  plus  courte  distance  8  de  deux 
generatrices  infiniment  voisines  sont  du  möme  ordre  de  grandeur 
que  la  Variation  dl  que  subil  X  quand  on  passe  d'une  generalrice 

ä  l'autre;  mais  le  rapport  -  ,  que  nous  designerons  par  p,  est  fini. 

Lorsque  tp  est  infiniment  petit  par  rapport  ä  d\,  les  genera- 
trices G  et  G'  peuvent  6tre  consider^es  comme  paralleles;  si  le 
möme  fait  se  presente  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  la  surface  est 
cylindrique.  On  peut  Tetablir  par  le  calcul  :  pour  que  o  soit  infi- 
niment plus  petit  que  dl,  il  faut  que  le  numerateur  H  de  sa  partie 
principale  (34*)  soit  nul;  cela  exige  A  =  B  =  C  =  o,  et  l'on  en 
conclut  immediatement 

«'  _  i'  _  c'  a  T  ^  _  T  '^ 

a         b         c  «0  60  Co 
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«0,  ^0)  Co  6tant  les  valeurs  de  a,  b,  c  pour  une  certaine  valeur 
de  X;  les  cosinus  directeurs  de  G,  proportionnels  ä  des  con- 
stantes,  sont  constants. 

Quand  o  est  infiniment  plus  pelit  que  <D^,  les  deux  genera- 
trices  G  et  G'  peuvent  6tre  consid^rees  comme  se  renconlrant,  et, 
si  cela  arrive  quel  que  soit  X,  la  surface  S  est  developpable.  Pour 
nous  en  rendre  compte  analytiquement,  remarquons  que  le  coeffi- 
cient  de  d\  dans  o  (34*)  doit  6tre  nu!  : 

(i)  Aa'-^Bß'-^Cf^o. 

D'ailleurs,  le  poinl  P(a,  ß,  -{)  peut  6tre  choisi  comme  on  veut  sur 
G:  je  le  fais  coincider  constamment  avec  le  point  central;  T  est 
alors  constamment  nul,  et  Ton  a 

(2)  /)C  — cß)a'^(cA  — aC);i— («B  — 6A)f  =o. 

Les  equations  (i)  et  (2)  permettent  de  trouver  des  quantiles 
proportionnelles  k  a',  ß',  y'  : 

ß' 


«(B^'-^G-^)  — A(6ß^cC)        6(C2-^A2)  — B(Cc-^Aa) 

^ i_ 

c(A2^-B-)  — C(A«  — B6j 

Or  on  a  identiquement 

arA-t-  iB-f-  cC  =  o; 

si  l'on  transforme,  au  moyen  de  celto  identite,  les  parties  sous- 
tractives  des  dönominateurs,  on  trouve 

H^rt       W-b       H'-c' 
Les  6quations  de  la  droile  G  peuvent  donc  s'^crire 


c'est  dire  que  cette  droite  est  une  tangente  ä  la  ligne  de  stric- 
tion;  la  surface  S  qu'elle  engendre  est  donc  developpable.  Xotre 
calcul  suppose,  il  est  vrai,  a',  ß',  y'  differents  de  zero;  si  cos  deri- 
vees  etaient  toujours  nuUes,  a,  j3,  y  seraient  constants,  et  S  serait 
un  cöne,  c'est-ü-dire  encore  une  surface  developpable. 
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Quand  p  n'est  ni  nul  ni  iiifini,  deux  gönöralrices  conscculives 
nc  sonl  pas  dans  un  mßmc  plan  et  la  surface  S  est  gauche. 

37*.  Nous  allons  cliorcher  l'^quation  du  plan  tangent  en  un 
point  M  donl  les  coordonnees  sont  x  =  «/  -i-  a,  j  =  ^f  -i-  ß, 
z  =  cf  -+-  Y ;  eile  est  de  la  forme 

(3)     P(X  — «/  — a)^-0(Y  — ^-f— ß)-l-R(Z  — cf  — 7)  =  o. 

Considerons  unc  lignc  quclconque  siluce  sur  S  et  passant  par  I\I; 
les  Cosinus  dirocteurs  de  sa  tangente  sont  proportionnels  aux 
valeurs  de  dx,  dy  et  dz  qui  correspondent  ä  un  deplacemenl  sur 
la  courbe  ä  partir  du  point  M,  savoir 


{a't-+- 

a')^X. 

-~adt, 

{b't 

-f- 

ß')rfX. 

-^bdt, 

{c't 

-H 

Y')fA 

-~  c  dt. 

Pour  que  la  tangente  soit  situce  dans  le  plan  (3),  il  faut  qu'on 
ait 

P[(rt'/  -^  a')  d\-hadt]-^Q[{b't^'^')d\-^  bdt] 

-H  R[{c't  -+-  y')^^  "^^  ^^]  =  o; 

le  rapport  de  dX  k  dt  peut  6tre  quelconque,  et  l'egalite  ne  peut 
avoir  lieu  identiqucment  que  si  le  coefficient  de  chacune  des  dif- 
ferentielles  est  nul  separeraent;  on  a  ainsi  deux  equalions  de  eon- 
dition  d'oü  Ton  tire  des  quanlites  proportionnelles  ä  P,  Q.  R;  il 
suffit  de  les  substituer  dans  l'equation  (3)  pour  avoir  celle  du 
plan  tangent  en  M  : 

{At^bY—c^'){X  —  <x)-^(Bt-\-coi.'~aY)(Y-  ß) 

-l-(C/  +  rtß'— Z'a')(Z  — y)  =  o. 

Cette  equation  contient  t,  et  le  plan  tangent  ne  doit  pas  6tre  le 
mfime,  en  general,  aux  divers  points  d'une  generalrice  G.  Pour 
etudier  la  loi  de  sa  Variation,  faisons  coincider  Taxe  des  .r  avec 
G  :  sur  cette  droite,  b,  c,  ß,  y  sont  nuls;  A,  B,  C  se  reduisent 
ä  o,  — ac',  ab';  on  peut  faire  a  =  o,  «  =  i;  t  est  alors  egal  ä 
l'abscisse  x  du  point  de  contact,  et  l'equation  du  plan  tangent  en 
un  point  de  G  devient 

(4)  (c'x-hy')Y  — (^'■^  +  ß')Z  =  o. 

Cette  equation  peut  encore  6tre  simplifiee;  mais,  sous  sa  forme 
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actuellc,  eile  permct  de  faire  une  remarque  imporlante.  Imagi- 
nons  une  surface  reglee  S,  ayant  aussi  pour  generalrice  G  :  le  plan 
langem  ä  Si  en  un  point  de  G  aura  une  equalion  de  la  forme 

les  valeurs  de  x  pour  lesquellcs  les  deux  plans  langents  coi'n- 
cident  sont  donnees  par  une  equation  du  second  degre;  on  en 

dcduil  ce  iheoreme  : 

Deux  surfaces  re'gle'es  qui  ont  une  ge'ne'ratrice  commune  ont 
meme  plan  tangent  en  deux  points  de  cette  ge'näratrice ;  si  leurs 
plans  tangents  colncident  en  plus  de  deux  points,  ili  colncideront 
tout  le  long  de  la  ge'ne'ratrice. 

La  derniere  proposilion  est  souvent  mise  ä  profit  pour  con- 
struire  le  plan  tangent  ä  une  surtace  reglee  quelconque  S  :  si  Ton 
connait  le  plan  tangent  en  trois  points  d'une  generatrice  G,  on 
pourra  determiner  un  paraboloYde  qui  passe  par  G  et  qui  admelle 
les  trois  plans  tangents  consideres;  en  tout  autre  point  de  G,  le 
plan  tangent  ä  S  coincide  avec  celui  du  paraboloide  qu'on  seit 
construire  :  le  paraboloide  est  dit  paraboloide  de  raccordemenl. 

38*.  Revenons  ä  l'equation  (4)  et  supposons  que  nous  fas- 

sions  coTncider  l'origine  des  coordonnees  avec  le  point  central, 

Taxe  desjr  avec  la  limite  de  la  perpendiculaire  commune  ä  G  et 

ä  G'  :  C  doit  s'annuler  comme  A,   et  aussi  T;  on  voit  qu'il  en 

resulte  b'—'{  =  o\  cp  se  reduit  ä  c'c?X,  o  ä  ß'c^X,  l'equation  (4) 

devient 

o  x 

Z^-^Y=  -Y. 
0  p 

Le  plan  tangent  au  point  central  coincide  avec  le  plan  central: 
ä  partir  de  ce  point  il  tourne  dun  angle  dont  la  tangente  est  pro- 
porlionnelle  ä  l'abscisse  du  point  de  contact;  le  rapport  de  pro- 
porlionnalite  p  s'appelle  parametre  de  distribution.  A  l'inGni,  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  central;  il  est  parallele 
ä  G',  ou,  si  Ton  veut,  au  plan  qui  touche  le  cöne  directeur  tout  le 
long  de  la  generatrice  parallele  ä  G. 

Quand  p  est  infini,  comme  cela  arrive  sur  un  cylindre,  le  plan 
tangent  reste  confondu  avec  le  plan  central,  sauf  ä  l'infini  oü  il 
est  indctermine.  Si/?  est  nul,  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  central  en  tous  les  points  de  G,  sau!"  au  point  central,  oü 
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il  est  indötorminö.  En  somme,  le  plan  tangentä  une  surlaco  döve- 
loppablo  rcslo  Ic  memo  loiit  lo  long  do  chacuno  de  ses  getiöra- 
Irioes. 

Lo  plan  tangcnt  en  tous  les  points  d'uno  droile  D  silueo  sur 
nne  surfaco  no  varie  suivant  la  loi  qui  vient  d'ßtre  elablie  que 
si  D  fait  partie  d'un  systöme  de  droites  traeees  sur  la  surface;  il 
est  clair,  par  exemplo,  qu'on  peut  imaginer  un  conoide  dont  les 
plans  tangents  aux  divers  points  do  son  axe  varieront  suivant 
uno  loi  parfaitemcnt  arbilraire. 


LIGNES  ASYMPTOTIQUES. 

39*.  On  appelle  Ugnc  axymptotique  une  ligne  traccc  sur  une 
surface  S,  de  teile  sorte  qu'en  cliacun  de  ses  points  eile  soit  tan- 
gento  ä  l'une  des  asymptotes  de  rindicatrice  de  S  relative  au 
möme  point.  II  existe,  en  general,  deux  systemes  de  lignes 
asymptotiques  sur  une  surface  quelconque,  du  moins  sur  la 
partie  de  cette  surface  oü,  les  courbures  principales  etant  do 
sens  contraires,  les  indicatrices  sont  hyperboliques  et  ont  des 
asymptotes  reelles. 

Le  plan  qui  passe  par  la  normale  ä  S  en  un  point  M  et  par  une 
des  asymptotes  MA  de  l'indicatrice  determinc  dans  la  surface  une 
section  dont  le  rayon  de  courbure  en  M  est  infini;  soit  donc  M 
un  point  de  cette  section  infiniment  voisin  de  M;  la  distance  du 
point  M'  ä  jMA  et,  par  suite,  au  plan  tangent  en  M,  est,  ä  moins 

d'infiniment  petits  de  l'ordre  de  MM'  ,  egale  ä  ]\LM'  divise  par  le 
double  du  rayon  de  courbure  en  M  (4*);  cette  distance  est  donc 
d'ordre  superieur  au  second,  MM'  etant  du  premier  ordre  infini- 
tesimal. Cela  pose,  rapportons  la  surface  ä  un  Systeme  d'axes 
coordonnes  qui  ne  sont  pas  necessairement  rectangulaires  :  soient 
x,y,  z  les  coordonnees  du  point  M;  Celles  du  point  M'  seront,  en 
employant  les  notations  ordinaires,  de  la  forme 

(l)     .r-i-Ä,    J-t-A-,     z-^p/i  -~-qk+  -  {r/i^'i-is/ik-+-  tk^)-^..., 

h  et  k  etant  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Pour  que  la 
distance  de  ce  point  au  plan  tangent  en  M,  defini  par  Tequation 

(2^  Z-c— /)(X  — j-)-5(Y— j)  =  o, 

soit  d'ordre  superieur  au  second,  il  faut  que,  en  remplagant  dans 
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l'equation  (2)  X,  Y,  Z  par  les  expressions  (1),  les  termes  du  pre- 
mier  et  du  second  ordre  disparaissenl;  les  termes  du  premier 
ordre  se  delruisent,  et  l'on  aura.  pour  la  somme  des  termes  du 
second  ordre, 

(3)  ~-{rl^-^^shk-^tk^)=^o. 

Consid6rons  maintenant  la  ligne  asymptotique  qui  est  tangente  ä 
MA  :  eile  est  aussi  tangente  ä  la  section  normale  consideree,  et, 
si  l'on  appelle  f/x,  dy^  dz  les  differenlielles  correspondant  ä  un 

deplacement  sur  la  ligne  asymptotique,  on  aura  -7-  =-.-',  la 
relation  (4)  donnera  donc 

(5)  r  dx'^^TiS  dx  dy -^  t  df^=  o. 

Les  derivees  partielles  r,  .«•,  t  peuvent  6tre  regardees  comme  des 

fonctions  connues  de  x  et  de  j\  l'equation  (5),  qui  a  lieu  pour 

un  point  quelconque  d'une  ligne  asymptotique.   constitue  une 

equation  differentielle  de  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan 

dr 
des  xy.  Cette  equation  est  du  second  degre  par  rapport  a  -^- ; 

donc,  par  chaque  point  du  plan  des  xy,  il  passe  deux  lignes  qui 
sont  les  projections  de  deux  asymptotiques  appartenant  aux  deux 

dr 

systemes  que  j'ai  signales.  En  general,  les  deux  valeurs  de  -j- 

tirces  de  l'cqualion  (5)  contiennent  un  m^me  radical:  il  en  r^sulte 
que  les  projections  des  deux  systemes  d'asymptotiques  forment 
deux  branches  d'une  möme  famille  de  courbes  :  il  n'en  est  plus 

dr 

ainsi  quand  l'equation  (5)  donne  pour  -r-  deux  valeurs  ration 

nelles  par  rapport  ä  x  et  ä  j. 


40*.  Le  plan  tangent  en  M  est  osculatcitr  ä  chacunc  des  asym- 
ptotiques qui  y  passent. 

Pour  le  prouver,  je  prends  pour  axes  des  x  et  des^-  les  tan- 
gentes  i  rindicatrico  en  M,  pour  axe  des  z  la  normale  ä  S  au 
meme  point.  L'ordonnce  d'un  point  quelconque  de  la  surface  pcut 
se  devclopper  suivant  les  puissances  de  .r  et  y^  en  une  sdrie  ne 
contenant  ni  terme  conslanl  ni  termes  du  premier  degrö,  et  de  la 
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forme 

13  =  -  {ax^-^  ihxf  ■+-  cy^) 

Quand  x  ou  j  s'anniile,  z  no  doit  coutenir  quo  dos  tcrmes  du 
troisiöme  ordre,  au  moins,  par  rapport  ä  x  el  j  :  \\  faut  quo  a 
et  c  soient  nuls.  L'equation  qui  delermine  les  projcctions  des 
lignes  asymptoliques  de  S  peut  s'ccriro 


{3  bis) 


(ex  -r-  fy  ~h...)dx^-i-  i{b  -^  fx-^  gy  -ir...)dxdr 

-+-{gx-^/if-^...)df-^=o. 


Considerons,  d'aulre  part,  l'asymplolique  tangcnlo  ä  MX  :  Yj 
d'un  de  ses  poinls  peut  se  dövcloppcr  suivant  les  puissances  en- 
tieres  de  l'abscisse  x,  soit 

(7)     j  =  Xx^~\-iJ.x^-h...,        d'oü       df  =  {i\x-\-3iix--{-...)dx,. 

Si  Ton  remplace  j  et  dj  par  cos  valeurs  dans  l'equation  (5  bis), 
on  peut  diviser  tous  les  tcrmes  par  xdx^,  et  il  reste 

e  +  ^bX-h  {5f\  -hGb\x)  X  -\-..  .=  o: 

los  termes  non  ecrits  renferment  au  moins  x^.  L'equation  precc_ 
dente  doit  6tre  satisfaite  quel  que  soit  x,  puisque,  par  hypothese, 
l'equation  (7)  est  une  des  equations  de  l'asymptotique  :  si  l'on 
annule  le  terme  independant  de  x  et  le  terme  en  x,  on  trouvo 

-  _        e  5ef 

^--W         ^'■~Mb'^' 

les  equations  de  l'asymptotique  sont  donc,  en  negligeant  les  termes 
en  x*, 

On  reconnait  que  le  plan  osculateur  ä  l'origine  est  precisement  le 
plan  des  xy\  quant  au  rayon  de  courbure  de  l'asymptotique  en 

ce  point,  il  est  egal  ä  la  limite  de  —  pour  ^  =  o,  c'est-ä-dire  ä 

la  valeur  absolue  de  —  qui  est,  en  general,  finie;  le  theoreme 

de  Meunier  donnerait  pour  ce  rayon  une  expression  de  forme 

Sturm.  —  An.y  II.  2g 
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indeterminee,  ce  qui  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  resullat 
oblenu  directement. 

41*.  Quand  une  droite  est  tout  entiere  sur  une  surface,  eile 
conslilue  l'une  des  lignes  asymptotiques  qui  doivent  passer  par 
chacun  de  ses  points.  S'il  s'agil  d'une  surface  developpable,  on  a 
pour  tous  ses  points  s^ —  rt  =  o  (687);  il  ea  resulte  que  l'equa- 

tion  (5)  (39*)  donne  toujours  pour  -j-  deux  valeurs  Reales;  donc. 

en  chaque  point  d'une  surface  developpable,  les  deux  lignes  asym- 
ptotiques se  confondent;  ces  lignes  forment  un  Systeme  unique, 
qui  est  celui  des  genöratrices  rectilignes  de  la  surface. 

II  est  encore  facile  de  delerminer  d'une  maniere  generale  les 
asymptotiques  d'un  conoi'de.  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite 
directrice  du  conoi'de  et  pour  plan  des  xj  le  plan  directeur,  l'equa- 
lion  de  la  surface  est  de  la  forme 

on  en  tire,  en  diffcrentiant  deux  fois. 

.r3  '    \..r/        x->  '    \x / 

'  =  -\o-(Z). 
x^  '    \x/ 

L'cquation  diffcrentielle  des  projections  des  asymptotiques  devient 
( 2XJ'  dx-  —  2x-  dx  df)  o'  {—\ 

-+-  ( 72  dx-  —  IX)'  dx  dy  -r-  x-  dr- )  o"  (  —  |  =  o. 

Cotte  equation  se  dedoublo,  puisqu'on  peut  la  meltre  sous  la 
forme 

{ydx  —  xdf'\  \7.xdxo'{-\~-  {ydx  —  xdy)^'  l--\\z=o. 

Si  l'on  egale  le  prcmier  factcur  a  zero,  on  cntirej  =  C.r;  cello 
equalion  represente  une  quclconque  des  gönöratrices  rectilignes 


TaOISlk.ME    LE<;OJV    COMPLEMEKTAIRE.  4^  ' 

du   conoido,   qui  formcnt  un  premicr  syslemo  d'asymptoliques. 
Tour  avoir  lo  sccond  Systeme,  j'egalo  lo  dernier  facleur  ä  z^ro  : 

cn  divisant  par  x^o'  (-),  on  Irouvo 
xdr —  rdx    ,,  /  r 

— T ?        - 

X-  '      ^    X 


dx 

—  2 =  O. 

X 


On  a  en  6vidence  des  difförentiellcs  de  logarithmcs  :  integranl  et 
passant  des  logarilhraes  aux  nombres,  on  trouve 


Wi)  = 


Cx^. 


C  ötant  une  constante  arbitraire;  quand  on  la  fait  varier,  l'equa- 
tion  represente  les  projections  de  toules  les  asyraptotiques  du 
second  Systeme. 

42*.  II  est  souvent  avantageux  de  determiner  les  lignes  asym- 
ptotiques  autrement  que  par  leurs  projections  :  sans  parier  des 
Solutions  geometriques  que  peut  fournir  la  consideration  des 
rayons  de  courbure  prineipaux,  j'envisagerai  le  cas  oü  les  coor- 
donnees  x,  y,  z  d'un  point  quclconque  M  de  la  surface  S  sont  ex- 
primees  en  fonction  de  deux  parametres  u  et  c.  Les  coordonnees 
d'un  point  de  M'  voisin  de  M  seront 

dx  ,         dx  , 

X  -h  -r~  au  -, j-  av 

du  dv 

d-x  ,  „  d-x    -,     ,         d^x  j  ^ 

-7-—  du-  -r-  2  -3 — r  du  dv  -\ r-r  di>^ 

da-  du  (w  dv- 

et  deux  autres  expressions  analogues.  L'equation  du  plan  tangent 
en  M  est  de  la  forme 

A(X  — a;)-i-B(Y  — r)-^C(Z  — 3)=o; 

quand  du  et  dv  sont  infiniment  petits,  la  distance  d'un  point  te 
que  M'  ä  ce  plan  doit  6tre  du  second  ordre,  quels  que  soient  du 
Qid\>\  il  faut  que  Ton  ait 

(8)       A-T--^B-:--i-C-y-=o.         A-7-+B-^-f-C-7-=o. 
du  du  du  dv  dv  dv 
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Si  le  point  M'  est  sur  une  asymptotique  passanl  parle  poinl  M, 
la  distance  doit  devenir  inünimenl  pelile  du  iroisieme  ordre,  ce 
(]ui  donnc  la  condition 

clx     d'^  X 
Les  derivees  -j-  >  -7-^  j  —  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  u 

et  de  v\  il  suffit  d'^liminer  A,  B,  C  entre  les  equations  (8)  et  (9) 
pour  former  une  cqualion  difTerenlielle  dont  Tintegration  donnere 
entre  m  et  c  une  rclation  qui  scra,  sur  la  surface,  l'equation  des 
lignes  asymptoliques. 


COXTACT  DE  DEÜX  SIRFACES. 

43*.  Soient  M  un  point  commun  ä  deux  surfaces  ü  et  V,  et  M 

un  point  situö  sur  U  a  une  distance  infiniment  petite  du  premier 

ordre  de  M  :  si,  par  le  point  M'  nous  menons  diverses  droites  as- 

sujetties  ä  la  seule  condition  de  ne  pas  faire  de  tres  petits  angles 

avec  le  plan  qui  touche  V  au   point  M,  ces  droites  rencontreront 

respectivemcnt  la  surface  V  en  des  points  M",  M",.  . . .  infiniment 

voisins  de  M';  je  dis  que  les  Segments  M'M",  M'iMj.  ...  sont  du 

nienie  ordre  de  grandeur.  Considerons  le  trlangle  M'M'M'i,  par 

exemple  :  il  donne 

M'.M"  _  sinM'M"iM\ 

mm;   ~  sin.M'M'M",  '' 

le  second  rapport  est  fini  parce  que  la  droite  M'M",.  qui  fait  un 
tres  petit  angle  avec  le  plan  tangent  ä  V  au  point  M,  fait  avec  M  M' 
et  M", M'  des  angles  dont  le  sinus  n'est  pas  tres  petit;  MM" 
et  M'M'i  ont  donc  entre  eux  un  rapport  fini. 

II  y  a  plus  :  l'ordre  de  grandeur  des  segmenls  M'M"  est,  en 
geiie'ral,  indepcndant  de  l'orientation  de  l'arc  M.M'  sur  U.  Pour  le 
demontrer,  rapportons  les  surfaces  ä  un  Systeme  d'axes,  tel  que 
Taxe  des  z  ne  soit  parallele  ä  aucun  des  plans  qui  touchent  U  ou  V 
on  M;  nous  avons,  d'apres  ce  qui  a6te  6tabli,  le  droit  de  prendre 
nos  Segments  M'M'  paralleles  ä  Taxe  des  z.  Soient 

2==cf(X,Y),        o=^(X,Y) 


i 


(0 
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les  öquations  dos  deux  surfaces ;  .r,  j,  .r-f-  //,  j  -+-  /c  Ics  coonloii- 
nöcs  des  projoclions  des  poiiils  M,  M'  sur  Ic  plan  des  j-j;  Ic  Seg- 
ment M'M'  est  egal  ä  la  dil'ference  des  ordonnces  correspon- 
danlos 

\  a.i-        dx  j 

f  ""     W(r        rf/^    ■    1       \dx^         dx^-]~'---- 

Qnel  qne  soit  le  rapport  de  k  ä  //,  pourvu  que  ces  quantites 
soieiit  iiiliiiiniciil  pelites  du  premier  ordre,  M'M"  sera  d'un  ordre 
determine.  n-^\  par  exemple,  si  loiites  les  derivees  partielles 
de  o  et  de  «j-.  jusqu'ä  l'ordre  n  inclusivement,  sont  egales  chacune 
ä  chacune,  et  nous  savons  que  l'ordre  de  M'M"  sera  toujours  «-f-i 
quand  meine  on  changera  la  direction  de  ce  segmcnt.  On  da  alors 
que  Ics  Mirfacex  U  et  V  ont  un  contact  de  l'ordre  n  au  point  M. 

Nous  devons    remarquer  que,   dans  le  cas  considere,  il  y  a 

n  -r- 1  valeurs  de  j  j  et,  par  suitc,  n  -\- 1  directions  de  MM',  pour 

lesqnelles  M'M"  devient  de  l'ordre  n-\-  i\  cela  rdsulte  de  ce  que 
renscmble  des  termes  de  degre  « -+- 1  dans  l'egalite  (i)  peut 
s'ecrire 


^rt-t-l^  ^ra-4-lcp  J.n+l   /  (Iri-^-l^  ^n+x 


dx'^-^^         dx'^^^        '  '  '       h'^' 


et  disparait  pour  «  -f- 1  valeurs  de  j  •  Ainsi  supposons  que  la  sur- 

face  U  soit  le  plan  tangent  ä  Vau  point  M  :  M'M"  est  generalement 
du  second  ordre,  mais  il  devient  du  troisieme  ordre  si  M'  est  sur 
une  des  asymptotes  de  l'indicatrice. 

44*.  Une  courbe  quelcnnque  tracee  sur  la  surface  U  et  passant 
par  le  point  M  a  un  contact  de  l'ordre  n  avec  V;  il  en  resulte,  19*, 
et  Ton  pourrait  voir  directement  que  les  coordonnees  d'un  point 
tel  que  M'  substituees  dans  l'equalion  de  V  donneront  ä  son  pre- 
mier membre  une  valeur  infioiment  petite  de  l'ordre  n-\-i.  On 
pcut  regarder  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  de  U  comme 
des  fonclions  de  deux  parametres  independants  a  et  ß;  le  resultat 
de  leur  Substitution  dans  le  premier  membre  de  l'equation  de  V 
lui  fait  prendre  la  forme  F(a,  ß).  Soient  ao,  ßoj  ao^-^^t,  ßo-^Aß 
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les  valeurs  des  parametres  a  et  3  aux  points  M  et  M' : 

F(ao--Aa,  ßo--A2) 

devra  6tre  de  l'ordre  n  —  i  par  rapport  ä  Aa  et  Aß,  Si  Ton  ecrit 
que  tous  les  termes  d'ordre  inferieur  disparaissent,  le  nombre  des 
conditions  du  contact  considere  est 

,  ( n  -^  \  )( n  —  1  \       . . 

I -i- 2  -f-.  ..-+-(«-!- Ij=  =>. 

2 

Oa  obtiendrait  pareil  nombre  de  conditions  en  exprimant  que 
'b{x.y)  et  'o  {x,y)  sont  egales,  ainsi  que  leurs  derivees  des  n  prc- 
miers  ordres  pour  les  coordonnees  du  point  M. 

45*.  Lorsque  U  appartient  ä  une  famille  de  surfaces  dont  l'equa- 
tion  renferme  N  parametres  arbitraires,  on  peut  disposer  de  ces 
parametres  de  maniere  que  U  ait  avec  V  un  contact  d'ordre  n  en 
un  point  donne;  U  est  alors  osculatrice  ä  V.  Si  le  nombre  des 
parametres  n'est  que  N  —  i  ou  N  —  2,  on  ne  pourra  obtenir  un 
contact  de  l'ordre  n  qu'en  certains  points  particuliers.  Ainsi  pre- 
nons  pour  U  la  sphere 

(2)  (X—  0)2-^(j—   /,)2^(3_c.^2_R5^0 

qui  depend  de  quatre  parametres  :  eile  peut  avoir  en  certains 
points,  avec  une  surface  donnee  V,  un  contact  du  second  ordre, 
pour  lequel  N  =  6.  II  suffit  de  differentier  l'equation  (2)  pour 
avoir  les  derivees  de  z  au  moyen  d'un  Systeme  d'equations  faciles 
ä  r^soudre;  on  trouve 

X  —  a-+-p{z  —  0—0.        j  —  b-^-cj{z  —  c)=o: 
I   i -^ p--^  r{z  —  0=  o. 
(4)  \         pq  —  s{z—Ci  =  o. 

(   I  —  </-—  /(c  —  f )=  o, 

ces  cinq  6quations  doivcnt  ^tre  satisfaitcs  par  les  valeurs  de  /?,  q, 
r,  X,  t  tirces  de  l'equation  de  V;  or  les  trois  dernieres  ne  sont 
compatibles  que  si  l'on  a 


ceite  condition  n'est  salisfaite  qu'aux  ombilics  de  V:  c'est  en  ces 
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points  seuls  quo  la  surface  peut  avoir  un  conlact  du  second  ordre 
avec  une  sphöro. 

En  scnt^i'al)  lo  nombro  de  paramelres  qui  figurcnt  dans  l'öqua- 
lion  (i'uno  famille  de  surfaccs  U  n'est  pas  ee;al  ä  un  nombro  Iri- 
angulairc  tcl  quo  N,  ni  memo  äN  —  i  ou  a  N  —  2:  quand  on  a 
dispose  des  parametres  de  maniere  ä  obtonir  avec  V  un  contact 
d'ordro  aussi  61ev6  quo  possible,  il  roste  plusieurs  paramelres 
indclermines.  Getto  circonstance  donnc  lieu  ä  des  questions  iiile- 
ressantes,  mais  dont  Texamen  ne  saurait  trouvcr  place  ici. 
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SERIES    DE    LAGRANGE    ET    DE    FOURIER. 


Nombre  de  racines  d'uno  dquation  comprises  dans  un  contour  donnö. 
Sdrie  de  Lagrange.  —  Probleme  de  Kepler.  —  Serie  de  Fourier. 


NOMBRE  DE  RACINES  D  ÜNE  EQUATION  COMPRISES 
DANS  UN  CONTOLR  DONNE. 

46*.  Nous  nous  proposons  d'ötablir  d'une  maniere  generale  une 
formule  donnee  par  Lagrange  pour  developper  en  serie  les  fonc- 
tioas  monodromcs  et  continues  d'une  variable  determinee  par  une 
cquation  de  forme  remarquable;  mais,  pour  cela,  nous  commen- 
cerons  p&i*  etablir  un  Icmme  important  par  lui-m6me. 

Soit  F{z)  une  fonction  conlinue  et  monodrome,  ainsi  que  sa 
deriv6e,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  imaginaire  z  com- 
prises ä  l'intcricur  d'un  contour  donne  S  :  le  nombre  (jl  des 
racines  de  I'equation  F(z)  —  o,  comprises  dans  le  contour  S,  est 


-l^fl^dz, 


/ 

rinlcgrale  etant  priso  tout  le  long  de  S  et,  d'autre  pari,  chaque 
racine  6tant  compl6o  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unites  dans  son  de- 
gre  de  multiplicitc. 

On  sait.  en  efTet,  que  l'integrale  est  egale  au  produit  de  ir.  /^i 

¥'(  z) 
par  la  sommc  des  r^sidus  de  la  fonction  — — :  pour  les  pöles  com- 

b{z) 

pris  ä  rinterieur  de  S;  or,  ces  pöles  sont  les  affixes  des  racines 
de  F(c)  =  o.  Soit  n  l'uno  de  cos  racines :  on  sait  que  son  dcgre  n 


(')  Gelte  Lecon  pourrait  faire  suito  aux  Chapitrcs  consacrds  au  th«5o- 
reme  de  Caiichy,  aux  series  de  Maclaurin  et  de  Laurent  dans  l'Appendice 
sur  la  Thdorie  des  fonctions  clliptiques. 
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de  multiplicilö  esl  oiUicr  cl  qu'on  [)cul  ecriro 

F{z)  =  (z-a)'"^{z) 

F'(3)  =  (3  —  «!)«-'[«  o(^)^-(^  — a)cp'(z)], 

(f{n)  ötant  difförent  de  z6ro  et  o'(a)  fini.  Lo  residu  rclatif  ä  «, 

.....    ^    iz  —  a)F'(z) 
(im  n  est  autre  quo  la  Iimite  de r—^ pour  z  =  a,  parco 

p»/ _\ 

quo  a  est  un  infini  simple  de  .-.     .  >  sera  6gal  ä  «;  on  aura  des 

rcsultats  analogues  pour  les  autres  points  racincs  compris  h  l'in- 
törieur  de  S,  et  Tintcgrale  consid6ree  sera  egalo  ä 

2TC  /— 1  {n  -h  n' -r- n" -h  . .  .)=  27r[JL  /— i, 

CO  qui  demontre  notre  proposition.  Comme,  d'autre  part,  I'inte- 
gralo  indöfinio  est  L¥{z),  on  voit  que  ce  logarilhme  augmento 
de  2(jnr  v/— I  quand  on  fall  parcourir  au  pointz  le  contour  entier 
dans  le  sens  direct;  reciproquement,  il  suffirait  de  connaitre  cet 
accroissement  de  LF{z)  pour  en  deduire  le  nombre  des  racines 
comprises  dans  le  contour. 

Prenons  pour  F{z)  un  polynöme  de  degre  m,  pour  S  uno  cir- 
conförence  de  trös  grand  rayon  R  ayant  son  ccntroäroriginc;  on 
posera 

et,  quand  z  parcourra  la  circonference,   6  variera  de  .o  ä  it:; 

— — -  dz  SO  reduira  sensiblement  ä  imd^  i/ — i,  et  l'integrale  le 

long  de  la  circonference  ä  amir  ^ — i  :  on  en  conclut  qu'une  equa- 
tion  de  degre  m  a  m  racines. 

47*.  Pour  arriver  ä  laformule  de  Lagrange,  considerons  l'equa- 
tion 

(I)  3-^-a/(3)  =  o, 

dans  laquelle  a  et  ^  sont  donnes  :  tragons  autour  du  point  ^  un 
contour  S  ä  l'interieur  duquel  f{z)  etf'{z)  soient  continues  et 
monodromes,  et  supposons  le  module  de  a  assez  petit  pour  qu'en 

tous  les  points  de  S  le  module  de          l  seit  <  i.  Je  dis  que  le 

nombre  des  racines  de  l'equation  (i)  comprises  ä  l'interieur  de  S 
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se  röduit  ä  l'unito  :  en  cffct,  ce  nombrc  est  egal  au  quotient  par 

2-/—!  de  raccroissement  que  subit 

quand  l'affixe  de  z  parcourt  une  fois  S  dans  le  sens  direct.  Or, 
dans  ce  deplacement  de  z,  l'argument  de  2  —  ^  augmente  de  2tt, 
L(z  —  ^)  croit  de  i-n^—i  ;  quant  au  dernier  logarilhme,  il  est 
de  la  forme  L(n-  «),  le  module  de  u  restant  <  i;  c'est  une  foac- 
tion  monodrome  qui  rcprend  sa  valeur  quand  z  revient  ä  son 

point  de  depart.  En  definitive,  le  logarilhme  (1 )  croit  de  2-/ — i, 
et  l'equation  (i)  n"a  qu'une  racineä  l'interieur  de  S;  cette  racine, 
que  je  designe  par  zi,  est  une  fonction  bien  determinee  de  "C,  et 
de  a;  c'est  celle  qui  se  reduirait  ä  ^  si  l'on  suppposait  a  =  o. 

SERFE    DE    LAGRANGE. 

48*.  Soit,  en  conservanl  les  notalions  du  n°  47*.  o(c)  une 
fonction  continue  et  monodrome  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
comprises  dans  le  contour  S  :  la  formule  de  Lagrange  a  pour  ob- 
jet  de  developper  0(21)  en  scrie  ordonaee  suivant  les  puissances 
entieres  et  positives  de  a.  Posons,  pour  abreger, 

[i-a/'(c)]'f(3)  =  6(2). 
Nous  avons  ridcnlile 

'b{z)  ^(Z)  OLf(z)'l(z) 


(4) 


Le  premier  membre  n'a,  dans  rinterieur  de  S,  qu'un  seul  pole, 
=  2i ;  comme  c'est  un  infini  simple,  le  rösidu  correspondant  est 


A  =  lim S-^~T  = T> 


Cola  pose,  muUiplions  tous  les  termes  de  l'idenlile  (4^  par  ^^y 
et  inlcgrons  chacun  des  produits  tout  le  long  de  la  ligne  S  ;  d'apres 
le  Iheorcmo  de  Caucliy,  lintcgrale  du  premier  membre  est  egale 
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ä  2TtAi;  de  plus  on  a 

On  a  donc,  cn  divisanl  par  2-/, 

1      ^^''^      _^(^)  +  a-5^r/(oi^(0]---. 


(  0 )      < 

p  --1-  rr^/^i'^^'^^M^i— 

Je  dis  que  R^  est  nul  pour  n  infini  :  en  efTet,  soient  /  la  lon- 

gueur  de  la  ligne  S,  M  et  M'  les  plus  grandes  valcurs  que  prennent 

af(z)                     'h(z) 
sur  cette  ligne  les  modules  de     '        et  de ^r^ ^ — '>  ^^  ^ur«^ 

modR„</M'M«+»; 

or  le  dernier  terme  est  nul  pour  n  infini,  puisque,  par  hypothese 
M  <  i;  rnodR«  et  R,i  onl  donc,  a  fortiori,  zero  pour  limite. 

Maintenant,  dans  l'egalilö  (5),  rcmplagons  les  fonclions  '\i  par 
leurs  valeurs  (3)  :  le  premier  membre  devient  «p(3i);  dans  le 
second,  nous  grouperons  les  deux  termes  qui  renferment  a  ä  une 
meme  puissance  et,  pour  eviter  toute  difficulte,  nous  ajouterons 

et  nous  retrancherons rj    ,>.„^t  [/(O""^'  <?(0];  '1  viendra 

?(--!)=  ?(0  +  ='[|/(0?(C)-/'(0?(0] 

\x  =  n-hl 

Le  terme  entre  crochets  dans  le  S  est  egal  ä  la  derivee  {n  —  1)'™' 
de/(Oi^?'(0;  quant  au  dernier  terme,  il  tend  vers  zero  pour 
n  infini;  en  effet,  c'est  le  terme  general  du  second  m.embre  de 
l'equation  (5)  dans  laquelle  on  aurait  change  '\i  en  o,  et  ce  second 
membre,  prolong6  indefiniment,  doit  former  une  Serie  conver- 
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gente.  Le  second  membre  de  l'equaiion  (6)  peut  donc  aussi  ^tre 
prolonge  indefiniment  et  donne  une  sörie  convergente;  on  a 

?(^i)  =  ?(C)-+-='/(o?'(c;)+...+  ^;^/(0''?'(C)^.... 

Teile  est  la  serie  de  Lagrange;  eile  rcste  convergente  tant  que 
a  satisfait  ä  la  condition  posce  des  l'abord,  et  a  pour  somme  une 
fonction  parfaitement  delerminee. 

PROBLEME   DE    KEPLER. 

49*.  Pour  nous  rendre  compte  des  conditions  de  convergence 
de  la  serie  de  Lagrange,  considerons  l'equaiion  de  Kepler 

{i)  z  =  1---  asin:;; 

prenons  pour  le  coiUour  d'integration  S  dont  nous  nous  sommes 
servis  une  circonference  decrite  du  point  ^  comme  centre  avec  r 
pour  rayon;  un  point  de  ce  contour  a  une  afßxe  de  la  forme 

z  =  ^  -f-  re^i. 

Nous  devons  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  6, 

,  asiniT  — /-e^J' )    ^  .      ^  j    ■      r  f,,-. 

mod  • — ■- <  1 .         mod  a  <  r  :  mod  sin  ( J^  —  re^' ). 

II  suffit  que  cette  inegalite  ait  Heu  pour  la  valeur  de  6  qui  rend  le 
module  du  sinus  maximum.  Supposons,  comme  c'est  le  cas  en 
Astronomie,  que  ^  soit  reel;  on  a 

sin(^  -+-  re'^')  =  sin(^  -i-  r  cosö)  cos(rt  sin6) 

-i-  cos(^^  -i-  rcosO)  sin(r/sinO) 

=  -sin(J:  —  rcosö  Mf'-*'nö_i_e-'-»inO) 

2.  ■ 

■+-  -  cos(C-i-r  COS 0)(e'-*'''0  — &-'•*'"<*). 
Le  carre  du  module  de  sin(^  -f-  re^')  est  donc 

-[c2rsine_L.e-2rsinO_  2  C0S2(^  —  rCOSÖ  )]. 

4 
Gelte  cxprcssion  attcinl  son  maximum  absolu  /«^  pour  0  =  - 
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et  l—  -)  valcur  ciu'il  est  bon  de  considörcr  si  Ton  vcut  ölre  ccr- 

2 

lain  do  pouvoir  dövelopper  on  scrie,  quol  (pio  soit  ^,  les  fonclions 
do  la  racine  z,  qui  se  rcduit  a  ^  pour  a  =  o.  Quoi  qii'il  en  soit,  Ic 

maximum  m  ost  6gal  ä  -{c-hc-''),  et  noiis  devons  choisir  a  do 
tolle  Sorte  qu'on  ait 

mod  a  < 


Maintcnant  nous  avons  le  droit  de  preiidre  le  rayon  r  de  la  cir- 
conference  auxiliaire  de  maniero  quo  le  second  membrc  soit  aussi 
grand  quo  possible  :  ce  sera  im  maximum  parmi  les  minimums 
rclatifs  a  0.  La  valeur  de  r  qui  donne  ce  maximum  est  determince 
par  l'equation 

e''-H  e'f" —  r(e'' — e-'")  =  o; 

eile  est  6gale  ä  1,19968...  et  donne  0,06274...  pour  la  limite 
que  peut  atteindre  moda  sans  que  la  scrie  de  Lagrange  cesse 
d'ötre  applicable  aux  fonctions  continues  et  uniformes  de  zi-. 

SERIE   DE   FOURIER. 

30*.  Soit  ü)  unc  quantite  de  la  forme  pe^';  eile  peut  fitre  reprö- 
scntee  par  un  segment  rectiligne  P,  de  longueur  p,  ayant  pour 
origine  un  point  quelconque  et  faisant  l'angle  0  avcc  Taxe  des  öc. 
Je  dis  que  loute  foaction  u  =  f{z)  qui  admet  pour  pdriode  w,  qui 
est  conliaue  et  monodrome  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
deux  droites  indefinies  L,  L'  paralleles  ä  P,  est  developpable  en  une 
Serie  trigonometrique  dont  les  divers  termes  ont  pour  coefficients 
des  integrales  defmies. 

Posons  p  =  e  '^  :  aux  divers  points  d'une  parallele  ä  P,  les 
valeurs  de  z  sont  de  la  forme  zo-h  tu),  zq  etant  l'une  d'entre  elles 
et  t  un  coefficient  reel  quelconque;  les  valeurs  correspondanles 
de  V  ont  des  modules  egaux,  mais  leurs  arguments  contiennent  la 
quantite  variable  iizt;  c'est  dire  que  les  affixes  de  v  ont  pour  lieu 
une  circonference  ayant  son  centre  ä  l'origine;  si  le  point  z  decrit 
uu  segment  egal  ä  oo,  t  varianl  de  o  ä  i,  le  point  v  decrira  precise- 
ment  une  circonference.  Aux  droites  L,  L'  correspondent  deux  cir- 
conferences  G,  C,  concentriques  ä  l'origine;  ä  chaque  valeur  de  z 
prise  dans  la  bände  LL'  repond  une  valeur  de  v  dont  l'affixe  est 
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dans  la  couronne  limitöe  par  les  circonferences  C  et  C;  s\  z  est 
en  dehors  de  LL',  c  sera  en  dehors  de  la  couronne  CG'. 

La  fonction  u,  qui  dopend  de  z,  peut  6tre  regardee  comme  une 
fonction  o(f);  je  dis  que  cetle  fonction  est  monodrome  pour  les 
valeurs  de  v  comprises  dans  la  couronne  CC.  On  voit,  en  efTet. 
qo'ä  une  valeur  donnöe  de  c  correspondent  une  inGnite  de  valeurs 
de  z,  mais  que  ces  valeurs  different  les  unes  des  autres  de  mul- 
tiples de  (jü;  or,  par  hypolhese,  f{z -\- mui)  n'a  qu'une  valeur, 
quel  que  soll  rentier  m,  tanl  que  z  est  compris  dans  la  bände  LL': 
donc,  ä  la  valeur  donncc  de  v  dans  la  couronne  CC.  correspond 
une  seule  valeur  de  u;  cp(c)  est  donc  monodrome  dans  la  möme 
region;  eile  y  est  aussi  continue  au  möme  titre  que  f{z)  Test 
entre  les  droites  L  et  L';  donc  cp(c)  peut  se  developper  par  la 
formule  de  Laurent  en  une  serie  de  la  forme 


?(f')=  2  A,„r"s   A'»=^y?(^) 


i>m-i-l 


I'integrale  ötant  prise  le  long  dune  eirconference  concenlrique  aux 
circonförences  C  et  C  et  comprise  entre  elles. 

Mais  aux  points  de  cette  eirconference  on  peut  faire  corres- 
pondre  des  valeurs  de  z  dont  les  affixes  decriront  une  droite  tu 
situee  entre  L  et  L';  on  a 

Sit:  3 


,         2ir.         —  , 
ai>  =  e  "    dz: 


il  en  resulte 


A,„=  -'-  ff(z- 

Pour  6viter  les  confusions,  il  est  convenable  de  remplacer,  dans 
I'integrale  definie,  :;  par  une  autre  variable,  a  par  exemple;  il 

sera  alors  permis  de  faire  cntrer  sous  le  signe    /  l'exponentielle 

qui  multiplie  I'integrale  et  qui  est  une  constanle  relativement  ä  a  : 
il  viendra 

f{z)=~\^   lf{o^)e         -  dz. 

*-    (Ü 

—  ao 

Si  Ton  rcunit  deux  ä  dcux  les  termes  dans  lesquels  m  a  des 
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valeurs  egales  et  de  signes  contraircs,  et  si  l'on  mcL  ii  piiri  lo 
tcrmc  correspondant  h  m  —  o,  on  aura 

III  T      CO 

III .   i 

Teile  est  la  formule  de  Fourier,  qu'on  peut  metlre  sous  une 
forme  un  peu  difförente  en  döveloppant  le  cosinus  de  la  diffcrence 
des  deux  arcs  qui  figurenl  dans  chacune  des  integrales. 

51*.  Supposons  que  w  seit  reel  et  qu'on  nc  donne  ä  z  que  des 
valeurs  reelles  x;  les  integrales  qui  figurent  dans  l'equalion  (i) 
seront  prises  en  faisant  varier  a  depuis  une  valeur  ao  quclconque 
jusqu'ä  ao+io;  si,  de  plus,  on  dedouble  les  cosinus  comrne  il 
vient  d'ötre  dil,  on  pouna  ecrire 

(/(•r)  = 


2  m  T.OL 


(2)    /  H >COS^ /  /(a)cos rfa 


Ji'ji.)  sin  • rta. 


Fourier  a  voulu  appliquer  cette  formule  a  une  fonction  quel- 
conque  de  x,  pourvu  qu'elle  füt  finie  et  bien  determince,  mais 
Sans  l'astreindre  ä  etre  continue  et  periodique  :  l'analyse  prec6- 
dente  n'est  plus  applicable,  et  il  est  clair,  d'ailleurs,  que  le  second 
membre  de  l'equation  (2)  ne  peut  representer  qu'une  fonction 
periodique  de  x;  il  est  necessaire  de  chercher  ce  qu'il  represente 
effectivement :  Dirichlet  a  montre  que  c'est  une  fonction  qui  coin- 
cide  avec/(,r)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  «o  et  ao-Mo, 
mais  qui,  en  deliors  de  cet  Intervalle,  se  reproduit  periodique- 
ment.  Je  ne  crois  pas  devoir  traiter  ici  cette  question,  et  je  rae 
bornerai  ä  citer  un  exemple,  pour  fixer  les  idees  :  soient/(.r)  =  x, 
10  =  2Tr.  ao  =  —  TT.  Les  integrales  qui  entrent  dans  l'equation  ( 2) 
sont 

/     xdx^o,  I     X  sin  m X  dx  =  (— 1)"^-^^ — j 

/     X  cosmx  dx  =  o\ 
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le  second  membre  de  l'öquatioii  devient 

I 


(3)    F(a:)  =  2    sinx si 


„in3x 7  sin4.r 

J  4 


■]■ 


La  ligne  definie  par  l'equation  y  =  F(.r)  coiacide  avec  la  por- 
tion  M'M  de  la  bisseclrice  de  l'angle  YOX  qui  est  comprise  entre 


las  droiles  x  =  —  Tetjr  =  T;  pour  x  =  (im  -i- 1)7:,  la  ligne  est 
disconlinue  et,  en  definitive,  eile  est  formce  d'une  infinite  de  Seg- 
ments rectilignes  egaux  et  paralleles  ä  M'M,  comme  l'indique  la 
figure. 

TT 

Pour  X  =  -,  l'equation  (3)  donne  une  idenlite  connue 

■7t    _  I  I  I 

4  "'~3'"5~7'^--- 


En  faisant  x  =  j,  on  aurait  r6galit6  assez  reraarquable 


I       I        I        I         I 
3~5~~7~9       TT 


!=(' 


■n 
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THEORIE   ELEMENTAIRE 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Les  pcrsonnes  qui  veulent  etudicr  la  llicorie  des  foric- 
tions  elUptiques  oat  certainement  dexcellenls  ouvragcs 
ä  leur  disposilion  :  les  Fuudametita  nova  de  Jacobi,  les 
OEuures  d'Abel,  l'ouvrage  plus  ancien  de  Legendre,  sont 
des  cliefs-d'oeuvre  qu'il  est  bon  d'avoir  lus  quand  on  vcut 
approfondirla  theoriedes  fonctions  ellipliques.Le  Traiic 
des fonctions  douhlemeiit  periodiques,  de  MM.  Briot  et 
Houquet,  resunie  aujourd'hui  presque  lous  les  faiis  acquis 
ä  la  Science  sur  cette  branche  interessante  de  l'Analyse; 
mais  il  n'exisle  pas  de  Tx^aile,  pour  ainsi  direeleuicnlaire, 
dans  Icquel  o\\  puisse  prendie  une  idee  sufiisarnnient 
exactede  la  tlieorie  des  fonctions  elliptiques,  sans  cepen- 
dant  rapprofondir  dans  tous  scs  dctails. 

]Xous  croyons  donc  faire  une  cliose  utile  en  offrant 
aux  lecleuis  des  Nouvelles  ylnnalcs  une  ilieorie  des 
fonctions  elliptiques  resumaut  leurs  proprietes  les  plus 
importantes,  et  leurs  principales  applicaiions  a  la  Geo- 
metrie et  ä  la  Mecanique. 

Nous  n'avons  pas  l'intention,  disons-le  immediate- 
ment,  de  suppleer  ä  la  leciure  des  grands  niailres^  nos 
ariicles  devrout  surtout  avoir  pour  bul  de  faciliter  cette 
leciure  et  d'ea  inspirer  le  goul« 
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AOTIONS    PntLIMINAir.ES. 


Avant  d'aborder  la  question  des  fonclions  elliptiques, 
nous  ferons  connaitre  quelques  principes  relalifs  a  la 
iht'orie  generale  des  fonclions. 

Nous  rcpresentorons  une  imaginaire  or -f-j' y — i  par 
un  poini  dont  les  coordonnees  seronl  o:  el  y,  ou  par  une 
droiie  dont  la  longueur  sera  le  module  f=  s^'x^-j-y*, 
faisanl  avec  Taxe  des  x  un  angle  6  egal  a  Targumenl  de 
X  -hj'  \ —  i-  Cet  argument  sera  d'aillcurs  pour   nous 

l'iifi  quelconque  des  angles  ayanl  pour  cosinus  -  et  pour 


y 

Sinus  -. 
r 


Quand  nous  dirons  que  le  point  cc-\-r\  —  i  decrit 
une  courbe,  il  faudra  entendre  par  lä  que  le  point  dont 
les  coordonnees  sont  x^  y  decrit  celte  couibe.  On  peut 
considerer  l'expression  X  -+-  Y  \J —  i ,  oü  X  el  Y  sont  des 
fonclions  de  x  et  j',  comme  une  fonction  de  x  -\-y  \J —  i . 
Cauchy  se  placaii  a  ce  point  de  vue,  mais  nous  iie  con- 
sidererons  que  les  fonclions  de  x -\- y  \l —  i  avant  une 
derivceuniqueelbien  dclerniinee.  Cetlecondilion  d'avoir 
unederivee  uniqueimpose  ä  X  el  Y  cerlaincs  proprieles 
quenousallonsfaireconnaitre.  LaderiveedeX  +  l  ^  — i 
est 

f/X  -4-  r/Y  y/—  I  _  d-r  dr    ^         ^  yj^r  iW    '   / 

d.v  -I-  dy  ^ —  I  dx  -h  dy  sj —  I 


dr 


ci,  pour  qu'elle  soil  independante  du  rapport  -j--»  c'esl-ä- 
dirc  de  la  nianicre  donl  dx -{- dj  \^  —  i  tenJ  vtrs  zcro, 
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II  faul  que 


<1X         , dY       dX        ; dY 

<lr  cl.r         d>'  dr 


troiil'on  concliit,  enegalantles  uarlies  reelies  cl  les  cocl- 
ficienls  de  y/ —  i  , 

dX_dY       dY_       dX 
(ij-        d/         dx  dj 

Nous  supposerous  ces  rclalioiis  loujours  satisfaites;  d'ail- 
leurs,  la  nianiere  doiil  oii  prend  les  derivees  des  fonclions 
que  l'oii  renconlre  eii  analyse  prouve  que  ces  fouctions 
ii'oiit  qu'une  seule  derivee. 

Uiie  fonctioii  qui  ii  a  qu'une  derivee  en  chaque  point, 
c'est-ä-dire  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  aquelquc- 
fois  ete  appelee  monogene. 

Une  fonclion  est  dite  nionodrome  dans  une  portion  C 
du  plan,  quand,  le  point  qui  represeute  sa  variable  (ou, 
pour  abreger,  quand  sa  variable)  se  niouvant  daus  cette 
pornou  C  du  plan,  la  fonclion  rcprend  loujours  la  meme 
valeur  quand  sa  variable  repasse  par  le  nienie  poinl. 

Les  fonclions  bieu  deünies,  telles  que  les  fonclions  ra- 
lionnelles,  le  sinus,  le  cosinus,  l'exponentielle,  etc.,  sont 
nionodroines  dans  loule  l'elendue  du  plan;  car,  leur  va- 
riable elant  donnee,  elles son t entierement definies.  II  n'en 
eslpas  de  inenie  des  fonclions  irrationnelles;  ainsi,  pour  ne 

prendre  qu'un  seul  exemple,  \jz  — a  ou  y  x  -'rj  \] — i  —  a 
n'est  pas  monodrome  ä  Tinierieur  d'un  conlour  conte- 
nant  le  poinl  a. 

Iniaginons,  eu  eilet,  que  le  point  z,  oux-hjy  —  i, 


(*)  Pour  l'interpretation  de  ces  formales,  dozV  le  Traite  des  fonctio/is 
doubleinenc periodiques,  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 


(  4-0  ) 

decriveun  cercle  de  rayon  rayant  pour  ccnire  le  poini  a, 
on  salt  que  la  droile  qui  represcnte  la  somme  de  deux 
imaginaires  est  la  resultantc  des  droites  representant 
cliaque  parlie  de  la  somme  (''');  la  droiu;  i'o'''^~\  qui  rc- 
presentera  la  somme  z  —  a,  sera  donc  la  resuliaote  des 
droites  qui  representent  z  et  — a.  Cettc  droite  est  celle 
qui  va  du  poinl  -f- rt  au  poini  z.  Supposer  que  le 
poiatzdecritun  cercle  de  rayon  r  autourdu  point  fl,c*est 
donc  supposer  que  le  module  r  de  z  —  a  =  re''^~^  resle 
constant.  Cela  pose,  on  a 


1    0   /— 


\z  —  u  =  r-e- 

Ouc  le  poInt  z  se  meuve  sur  le  cercle  en  tournant  dans 
le  sens  positif  (celui  dans  lequel  les  angles  croissent  en 

Trigonometrie),  0  va  croitre  ainsl  que -•  Mals,  quand 

6  aura  varie  de  27r,  le  point  z  sera  revenu  ä  son  point 
Je  depart,  et  z  aura  repris  sa  valeur  Initiale 5  il  neu 
sera  pas  de  raeme  de  \Jz  —  a,  qui  sera  devenu 


1  i±LV:n  1  ^/- 


change  de  signe. 

DES    INTlfeGKALES    PRISES    EKTRE    DES    LIMITES    IMAGINAIRES. 

La  fonctlon  J\z)  de  la  variable  imaginaire 

Z  =-r  ^  -I- J  y  —  i 


(*)  T'oir  rOuvrafje  de  Moiirey  sur  La  vraie  theorie  des  quantites  pre- 
teitdiies  imaginaires ;  sur  Ic  Ca/cul  des  equipollences  [Nouvelles  Annalei, 
2=  Serie,  t,  VIU,  1869);  nion  Tratte  d'Algebre;  TOuvrase  de  MM.  Briol 
et  liouquct  di'jä  eile,  etc. 
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est  en  realile  une  fonciion  de  dcux  variables,  et  si,  cnire 
xeij,  oneiablii  uno  relation,  teile  qua 

r{z)  devient  alors  fonctiou  de  la  seule  variable  t.  Si  Von 
pose  alors 

X,  =  ^[lo),     :^^o  =  ^[io),      X=cp(T),      Y  =  ^{;(T), 

et 

Zo  =  Xo-+-  7„  V''—  I ,      Z  -=  X  H-  Y  V^— 1, 

l'integrale 

''^  '  dx       dy 


IH 


.u  ■  ä,-l-'^"' 


aura  une  valeur  bleu  deierminee.  On  represente  souvent 
Celle  integrale  par  le  Symbole 


i 


f[z)dz, 


qui,  commc  i'on  voit,  est  indelermine  si  Ton  ne  dit  pas 
de  quelle  facon  x  eiy  sont  lies  entre  eux  ou  ä  t.  Celle 
expression  est  ce  quc  Ton  appelle  une  integrale  prise 
entre  des  limites  iinaginaires ;  pour  en  preciser  le  sens, 
on  ajoule  la  relation  qui  lie  x  a  y,  soil  direclement,  seit 
par  l'intermediaire  dela  variable  auxiliaire  t. 

Le  plus  souvent  on  emploie,  pour  fixer  le  sens  de  la 

notation    i     f{^)  dz,  un  langage  geometrique,  et,  au  lieu 

de  se  donner  les  relations  x  ^=  'j^  {t)  ^  y  ^  '^  [t) ,  on  in- 
dique  la  nalure  de  la  courbe  representee  par  ces  equa- 
tions.  Si,  par  exemple,  on  posait 

X  =::  cos^,     y  =  sin?, 

on  aurait  a:^-f-}'*=  i,  et  si  Ton  integrait  par  rapport  ä  t 
de  zero  ä  r,   ou  dirait  que  Ton  prend  l'integrale  le  long 


(  47?-  ) 
d'un  demi-cercle  de  rayon  ud,  decrit  de  l'origine  comme 
centrc  el  liiniie  ä  Taxe  des  x. 

T{ecipro(juement,  quand  on  se  donne  le  contour  ({'In- 
tegration, on  ramene  facilemeni  l'integrale  a  une  ou 
plusieurs  autres  prises  entre  des  limiles  reelles.  Suppo- 
sons,  par  exemple,  (jue  Von  demande  d'inl('gier/"(2)^z 
le  long  d'uiie  droiie  inclinee  a  4^  degres  sur  Taxe  des  jr, 
issue  de  Toriginc  el  aboutissanl  ä  un  point  situe  ä  la  dlb- 
tance  /  de  l'origine. 

Les  eüuaticnsde  cetie  ligne  seront 

V2  \l7. 


on  aura 


i/2  i  2 

dx  r=  dt^!—-,       dy  z^dt  - 


2  2 

et,  par  suite, 


//t^)^/^=^/['^( 


J~,] 


— • ,  V  2  . 

I  -H  V  —  I    d!. 

2 


Je  prends  pour  limiles  o  et  /,  parce  que  t  represente  la 
distance  du  point  {^x,y)  ä  lorigine^  cctle  distance  est  o 
ou /,  Selon  que  le  point  {x,j)  est  ä  l'origine  ou  a  l'ex- 
tremiie  de  la  droitc. 

Th^oueme  deCalchy.  —  Le  point  z  variant  a  linlc 
riew (l'un  contour  donnc,  si,  a  i interieur  de  ce  contour, 
la  fonction  J [z)  reste  inonodrome,  monogene  et  Jinic, 

l'integrale    i     f{^z)clz  conseruera  tonjours la  menie  va- 

/e«r,  poun^u  que  le  chemin  qni  niene  de  z^  aTt  ne  sorte 
pas  du  contour  donnr,  quel  que  soit  d'ailleurs  ce  che- 
min . 

Pour  deniontrer  ce  ilieorimc,  un  des  plus  feconds  de 
loule  TAualyse,  nous  inlegrerous  la  foncliony(s)  le  long 


(  47''^  ) 
de  cloux  contours  AMB,  ANB.  Soient  s  l'arr  du  premier 
coiilour  compte  ä  parllr  du  point  A,  et  Ä'5  l'arc  du  second 
coinptö   toiijüurs  a  parlir  du  memc  point  A;  soient 

•^.  =  ?.(*■)>     J.  =-^{«) 

las  equalions  du  premier  conloui-,  et 

X;  =  ^j  ( A  .V  ] ,     j,  =  -^ ,  ( ^.v ) 

Celles  du  second  ;  et,  en   designant  par  S  l'arc  AMB, 


supposons  que  AS  soll  Tarc  ANH.  Joignons  maintenaiit 
les  poiiits  coirespondants  des  deux  contouis;  soient  M 
et  N  deux  points  correspondants,  c'est-a-dire  lels  que 
AN=AAiM.  Nous  supposerons  que  la  droiie  ININ  soit 
tout  enliere  dans  rinlervalle  compris  entre  les  deux  con- 
tours-, considerons  inainlenant  le  contour  ayant  pour 
equations 


^^{fis) 


«i  —  a. 


Pour  a^«!,  il  se  reduira  au  premier  contour  AMB, 
et,  pour  a  =  «j,  il  se  reduira  au  second  ANB;  et,  de 
plus,  tous  ses  points  seront  compris  ä  l'interieur  de 
l'aire  AMß2sA,  quand  on  supposera  a  compris  entre  «j 


(  474  ) 
et  «9.  Inlegrons  la  fonciiony(r)  Ic  long  de  ce  contoiir, 
nous  aurons 

-,-5 -T- restenl  d'ailleurs  finls,  ainsl   quc  leurs  dciivees 
(1*     as  ' 

prises  par  rapport  a  a.  Appeloiis  u  cetle  integrale,  nous 

aurons 

ou 

da       J^^      |_  da  di  '  dadjj 

OU,  en  integrant  le  second  terme  par  parlies, 

<i«     r^     iuy     r^[.,    .d3(i-      ,,,  .dzdr.n  , 

OU 

Or  —  est   nul  pour  .9  =:  o  et  5  =  S,  le  contour  passant 
da  "^  '■ 

en  A  et  B  pour  5  =^  o  et  5  =  S  quel  que  soil  a,  c"cst-a-dlrc 

ne  dependant  pas  alors  de  a,  donc  -—  =  o,  et.  par  suite, 
*■  '  da 

M  ne  depend  pas  de«;  il  a  donc  la   meme  valeur  pour 

a  =  a,  et  pour  a  =  oc»,  c'esl-ä-dire  que  rinlegrale  prise 

le  long  de  AMB  ou  de  ANB  conserve  la  memo  valeur. 

Cela  suppoae  toutcfois  que^(s)  conserve  la  meme  valcoi-, 


(  4:5  ) 

quel  qiic  soll  Ic  contoui'  par  Icquol  Ic  polnt  z  so  renrl 
fle  A  CM  \\\  f{z)  floil  donc  ctre  inonodromcj  eile  dolt 
aussi  6lre  monogene,  rar  nous  avoiis  suppose 


d/        ., 

(Isc 


et 


c'est-ä-dirc  cjuc  nous  avons  admis  r[w  f'{^z)  resta'.t  indc- 
pendant  de  la  diieclion  de  raicroissement  donne  ä  z. 
jiour  en  faire  le  calcul;  enlin  iios  raisonnenicnts  su[)- 
posent/'(z)  elf[z)  finis. 

Considerons  mainlenanl  deux  conlouis  quelconqucs 

I  irr.  2. 


aboutissant  rn  A  et  B,  et  designons,  pour  abreger,  par 
(PRQ  ..0  l'iniegrale  dey(z)  prise  le  long  d'un  contour 
designe  par  PRQ  ....  Le  tlieorcme  est  demonlre  pour 
deux  conlouis  formani  ä  eux  deux  un  contour  fcrme 
convexe,  car  iine  secante  joignant  deux  polnts  corres- 
pondantsne  renconlre  le  contour  fermequ'en  deux  poinls 
et  reste  interieure  a  ce  contour  :  il  en  resulie  que  l'in- 
tegrale  prise  le  long  d'un  contour  ferme  convexe  quel- 
conquc  est  nulle,  car  Tintegrale  en  question  est  egale  a 
l'integrale  prise  le  long  dun  contour  infiniment  pelit. 
C'est  cette  proposilion  que  nous  allons  d'abord  genera- 
liser  :  considerons  le  contour  AIMBN.  decomposons-le  en 
une  infinite  d'autres  par  des  paralleles  ;i  une  direclion 
donnee,  on  obliendra  ainsi  une  serie  de  couiours  coa- 


(  47M 
vexes.  En  vertu  de  la  noiaiion  adoptee,  on  aura  alors 


[ab]    +  ibb'  j   4-    b' a'  ]  -+-  [a'a]  =  o, 
[a'b'i  -+-  [b'b'j  -+  [b"u']  +  [a"a')  =  o, 

si  Ton  ajoute  toules  ces  formales,  les  termcs  lels  que  [a'  U] 
et  [b'a')  se  detruisent,  et  il  reste  S(a'a)  -+-lL[bb')  =  o, 
c'est  ä-dire  que  l'integrale  prise  le  long  du  contour 
ferme  total  est  nulle.  On  a  done 

(AMBj  +  (BNA;  =  o, 
ou 

(AMB)  —  (ANBj  =  o, 
c'est-a-dire 

(amb;  =  (anb;. 

c.  Q.  r.  D. 


CAS    ou    LE    XnitOREME    DE    CAUCUY    TOMBE    EJV     otFAUT. 

Cauchy  a  remarque  (jue  sou  iheoreme  tonibait  en 
defaut  des  que  la  fonction/(z)  cessait  d'elre  (inie,  con- 
ti nue,  nionodrome  ou  monogene,  et  il  a  lire  parli  de  ces 
ras  pour  enrichir  la  Science  d'une  de  ses  plus  helles 
decouvertes. 

Th6oueme  I.  —  L'integrale  d\ine  fonclion  rnono- 
(Iroine,  monogene,  fiii'ie  et  continue  [ou  syneclicjuc, 
coniine  Vappelle  Cauchy)  ä  V interieur  dun  contour 
ferme,  est  nulle  quand  on  la  prend  le  long  de  cc 
contour. 

En  eilet,  eile  est  egale,  comme  nous  l'avons  deja  ol- 
serve,  ä  l'integrale  prise  le  long  d'un  contour  quel- 
conque,  ayanl  la  menie  origine  et  la  meme  exiremile,  in- 
terieur a  ce  contoui  j  le  deuxienie  contour  pouvant  eire 


^    (  477  ) 
pris  aiissi  pclit  quo  l'oii  veut,  puisquo  Forigino  et  I'cx- 

liemile  so  loucluMil,  rinlcgralc  est  nulle. 

Cauchy  appelle   residu  de  la   foncllon   nionodromo, 

monogene  et  conlinue /^(z),   pour  la  valeur  c  qui  rend 

/  (z)  inlinie,  l'inlegrale 


7.TZ  \J  ■ 

prisc  le  long  d'un  contour  circnlaire  de  rayon  infini- 
nicnt  pclit,  decrit  du  poini  c  comnie  cenlre. 

Thi^oremk  II.  —  Soierif  R,,  Rj,  ....  R„  les  rcsidtis 
de  la  jonction  f[z)  relatifs  aux  infinis  Cj,  Cj,  .  .  .,  r„ 
de  cette  jonction,  conlenus  ä  V interieur  d^un  contour 
ferme  oii  eile  reste  monodrome  et  monogene,  Vinte- 
gt alc  ff  [z)  dz  prise  le  long  de  ce  contour  sera  egale  a 

(R,  +  R, -H  ...  -H  R«)  'i.T.yf^i. 

Supposons  qu'il  n'y  all  que  deux  infinis  dans  le  con- 
tour, el  qu'ils  soient  les  cenlres  des  cercles  hcd^  ^^"5 
appelons  en  general  (M)  Tintegrale  de  f  [z)  le  long  du 
contour  designe  par  M. 

Le  conioxxT  ab  cd  aefghifjha  conslitue  un  contour  forme 
necontenantpasles  infinlsde/(3)  ^  donc [abcdatj ghfj ka) 
est  nul.  Or 

[ahcdaefghifjha]  =  [ab]  -\-  ' bcd]  -\-  [da)  +  [aef\  H-  {fg\ 
-\-  \ghi]-\-[if]  -^[fjf^a); 

le  premier  membre  est  nul  5  [ah]  = —  [da],  car  ce  sont 
les  memes  integrales  dont  les  limites  sont  inversees;  de 
meme  {fg)=—[if)  et  {fjka) -{^  [aef]  est  l'inlegrale 
proposee-,  on  a  donc 

o={bcd]-^{ghi]  +  f/[z^jdz. 


(  47? 
Or  (bcd)  est  l'inlegrale  prise  le  long  d'un  contour  cir- 
culaire  tres-peiit  decrit  autour  d'uii  infini,  z  inarchaut 

Fip;.  3. 


dans  le  sens  retrograde;  celte  integrale  est,  au  faclcur 
prcs — ;i  le  residu  de^  (2j ;  donc 

2  77  y  —  I 

o  —  —  27r  v'—  I  R,  —  ?.7r  y'—  I  Rj  -i-ff{z)dz, 
OU 

//  (s)  dz  =  iizsj  — TfR,  -i-  R:  . 

C.  Q.  F.  D. 


CALCLL    DES    IlI?:SIDtS. 

Avant  de  montrer  comniont  oa  calcule  le  residu 
d'uiie  fonclion,  nous  allons  reveiiir  uii  instant  sur  la 
regle  de  la  differentiation  sous  le  signoy.  Celle  regle 
estencore  applicable  quand  on  s'adresse  ä  une  integrale 
prise  entre  des  liniites  imaginaires,  puisqu'une  teile  in- 
tegrale revientäune  aulre  prise  entre  des  limiies  reelles. 
Enfin  Celle  regle  est  encore  applicable  quand  la  variable 
par  rapport  ä  laquellc  on  dilVerentie  est  iniaginaire. 
En    edet,    differeniier    nne  quaniile   it    par    rapport    ä 

X  -T-y  \  —  1,  c  est  calculcr  Ic  rappurt 

(Im    ,         i\i(   , 
—  ilx  -'r-  —  dy 
d  r  in- 

dx  -+-  dy  \j  —  I 


;  ito  ) 

Ce  rapport  esl  iuJetermine  (excepte  si  u  est  une  fonc- 
lion  monogene),  et,  pour  en  preciscr  le  seiis,   ou  doil 

(lonner  le  rapporl— ?  ou,  si  Ton  veut,  ou  doli  supposer 

X  et  Y  fouclions  donnees  ö(«),  '^  {t  j  d'une  meme  va- 

tf.v        (iy 
riable  t,  et  se  donner  — -  et  -f-  •  On  diirereniie  alors  le 
'  dt        dt 

long  de  relemenl  (r/jc,  dy)   appartenant  h  une  courbe 

dout  les  equalions  sonl  x  =  ?(0'  J'  ^^  V  vO  '  ""  ^  alors 

l'expiession  suivanle  de  la  derivee  de  u 

• 

v'  -4-  -y  v/  —  I 

Si  Ton  veut  alors  ditrerentier  l'inteirrale 


regle  ordiuaire,  et  l'ou  aura 


par   rapport  a  x -r- y  \, — -i,  on  torinera  -p- ,    -  par  la 


dV 


/     ' ^/— "-^'^' 

ty  a;   -t-  \li    4/  —  I 


ou 


jV—  l)         *^  a*'  -t- ^l''  \/- 

dV  Z'  (1/ 


=r^   =  i    p — =^  du.  , 

—  i;     J  d(x-t-jv  — U 


et  Ton  voil  cpie  Ton  differentie  par  rapport  ä  un  para- 
metre  imaginaire  coniuic  par  rapport  ä  un  parametre 
reel. 

Lorsque  laquantlle  cpii  se  irouve  placee  sous  le  signc/ 
est  monogene  par  rapport  au  parametre,  ou  peut  rai- 
sonner  encore  plus  simplemeut  en  faisant  observer  que 

■ esl  egal  a  -p>  et  que  dmerentier  par  rap- 


(    \^o  ) 

porl  ä  x-h^y/ — I,  c'esl  en  definitive  differenlier  par 
rapport  a  la  variable  reelle  x. 

Ccla  pose,  ralculons  d'abord  le  residu  de  la  fonclion 

■■>  C' (3)   eianl   supposee  fmie  et    differente  de  zero 


?(z) 


'z\ 


pour  z  =r-.  c'^  ce  residu  est 

et  l'integrale  est  priso  le  long  d'un  conlour  circulaire 
infiniment  petit  decrit  aulour  du  point  c  coniine  ceutre. 
Soit  £  le  rayon  de  ce  contour,  on  pourra  poser 

(2)  z  =  c-h  ie'>\^', 

et  faire  varier  9  de  o  ä  2".  En  effet,  la  longueur  de  es 

Fig.  4. 


etant  designee  par  e,  et  e  rostant  constant,  le  point  z 
decrit  le  cercle  de  rayon  £  et  de  centre  c.  L'angle  6  est 
l'angleX  cz-  que  zc  fait  avec  laxe  Ox,  et,  quand  le  point  z 
decrit  le  cercle,  6  varie  evidemment  de  o  ä  2~.  De  (2), 
on  tire 

<Yz=  BC^\f~  dO.sJ  —  i  ; 
(i)  devient  alors 

1    r'^       — 

11=  —    /        y  (eeV- -I- c]  r/9. 
Or  R  est  independant  de  la  longueur  du  rayon  e,  qu'il 
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fautdu  reste  supposer  infiniment  pellt;  donr,  en  faisant 
£  =  o,  on  a 

>-2  7r 


I        r'"^ 

^^  Jo 


On  voitdonc  que,  sif[z)  est  une  fonction  teile  que 

pour  z  =  c,  soit  une  quaulile  finle  dlfferente  de  zero, 
cette  quantite  sera  precisement  le  residu  de J'^z)  relatif 
a  son  infini  c. 

Reprenons  la  formule  (i),  et  remplacons  R.  par  o  (c), 


nous  aurons 


, .  I        ro{z]dz 

2TZ\/  —  I    J       "—C 

et,  en  differentiant  m  —  i  fois  par  rapport  a  c, 

r    'W= -=     I    /-_,w„  «.2.3...    ;7i-  ,    5 


on  a  donc 

27rv— "»"J    (2  — ^r         1.2.  3...  (m  — l)' 
et  Ton  a   ainsi   le  residu  d'une  fonction  de   la   forme 

■—-^ -■)  o\x  '^[z]  est  fmie   et   differente   de   zero   pour 

[z  —  c/»  ^  \  ^'  i' 

.3  =  c,  et  m  entier  et  positif.  Dans  la  suite,  nous  ne  ren- 
contrerons  que  des  residus  de  fonclions  de  cette  forme. 

APPLIC.4.TION    DES    PRINCIPES    PR^C^DENTS    A    LA    RECHERCHE 
DES    INTEGRALES    D^FIMES. 

Proposous-nous  d'abord  de  trouver  la  valeur  de  l'in- 
tegrale  deüuie  suivante,  dans  laquelle  a  est  uii  nombre 
positif, 


X 


sm  n.r 
dx. 


Sturm.   —  An.,  II. 
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A  cet  efTet,  nous  prendrons  l'integrale 


/ 


^V-' 


dz 


le  long  du  contour  suivant  forme  :  i°  d'une  droite  ga 
allant  de  —  oo  au  point  a  voisin  de  zero  ;  2°  dun  demi- 
cercle  ires-pelit  abc,  decrit  aulour  de  l'origine  avec  le 


Fig.  5. 


L='.. 


-rfJ 


rayon  /■;  3"  d'une  droite  allant  de  cvers  -f-  00  •,  4°<l'urie 
perpendiculaii  e  de  ä  Taxe  des  y,  situee  ä  Tinfini ; 
5°  d'une  parallele  efh  Taxe  des  x,  situee  a  rinfini : 
6°  d'une  perpendiculaire /^  situee  egalement  a  Tinfini  5 
nousaurons,  en  supposant  a  positif, 


[S^ 


t/ — 00 


c"\  -'  <-/.r 


labe)  = 2  77  V' —  I .  residu  de  

^        '  9.  z 


[cd]—    \        -^-'^•^. 
(de)=    / 


'^V 


V— I  =0, 


CO  -f-j>V—  * 
Le  contour  total  d'integralion  ne  conlenant  pas  d'in- 


c"\ 


fini  de >  Tintegrale  prise  le  long  de  ce  comour  est 
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nulle;  donc 


Or  la  premiere  integrale  devient 

quand  on  y  change  a:  en  —  X5  et  par  suite, 


dx  =  o. 


£ 


dx  =  7c  v/ —  I, 
ou,  pour  r  =:  o, 


2  y —  I  dx  =  11  ij- 


ifin 


I       dx  zr-.  —     er        1  rfx  =  TT, 


La  fonclion 

s\x\ax 


L 


dx 


ne  contlent  donc  pas  a,  raais  eile  en  depend-,  en  eflfet, 
en  changeant  le  signe  de  a,  eile  change  de  signej  cela 
s'explique,  car,  en  posant  ax  =  z,  on  a 

r-^*  sincr  ,           /'^^  sinz    , 
I  dx  :=   I  dz. 

Si  nous  integrons  fe~'^elz  le  long  de  Taxe  des  x  et  d'unc 
parallele  ä  cet  axe  situee  ä  la  dislance  a,  et  si  nous  fer- 
mons  ce  contour  par  deux  paralleles  ä  Faxe  des  y  siluees 
ä  l'infini,  nous  tiouverons  zeroj  or  les  integrales  rela- 
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tives  a  ces  paralleles  a  l'axe  des  y  sont  nullcs,  ce  qui  se 
voit  en  ecrivanl  iiolre  iiilej^rale  aiiisi  : 

t/ 30  J  0 

—  00  

Ja 


on  a  (lonc 
o  = 

on  en  lire 


€-'■'  dx —   /  e-""'^"''-'^^^-'  dj:\ 

—  00 


_  /^-Hoo  

O  =:  y  -  —  e'      1  t—^^  ( COS  lax  —  \  —  I  sin2<7J:Ir/.r; 

\y    SO 

d'oü,  separant  les  parlies  reelles  et  imaginaircs, 

_  r»  -r-oo 

^^7:«"°=  /  t"^   cosiax  d.r, 

«y — 00 

e~''  s\n2 axdx, 

00 

Si  Ton  Ycut  obtenir  la  valeur  de  Tintt-yrale  sulvantc, 
oü  a  >>  o, 


L 


on  pcut  observer  ijirelle  esi  la  parlie  reelle  de  celle-ci 


'^^      1-+- 


dx. 


H-  x^ 


laquelle  est  egale  ä 


J     '  + 


-'dz 
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prise  le  long  de  Taxe  des  x.  IMais  on  peut  remplacer 
Taxe  des  x  par  un  demi-conlour  clrculaiic  de  rayon  in- 
(ini  derrlt  de  Toriglne  comme  ccnlre  cl  situ«'  au-dessus 
de  Taxe  des  j:.  En  eilet,  a  rinletieur  de  l'aire  limileepar 
Taxe  des  x  el  oe  dernier  contour,  la  fonction  inlegree 
resle  finie  et  continue,  pourvu  que  asoit  posiiif,  excepte 
pourtant  au  point  z  =  \J —  i ;  donc  la  dilTerence  des  deux 
integrales  ne  sera  pas  nulle,   inais  Lien  egale  au  residu 

de  relatif  h  z  =  J —  i ,  c'est-ä-dire  ä =^^  niul- 

I  -f-  c-  V  '  ?.  y,  — -  I 

tiplie  par  27:  y —  i,  ce  qui  donne  7:e~".  Mais  rinlcgrale 
piise  le  long  du  contour  demi-circulaire  est  nulle;  pour 
l'evaluer,  il  faul  prendre  z  =  Re'^"'  et  faire  varier  6  de 
t:  ä  o,  ce  qui  donne 


r 


I  -f-  a\coS2Ö  +  ^—  i  Mn29j 

Pour  R  =  :o  ,  cette  integrale  est  bien  nulle,  et  l'on  a 


i 


cos  (7  .T 

rix  ^=:  ireT'^m 


-00       1  -^  -^• 


QUELQUES    PROPRIET^S    DES    FONCTIONS. 

Nous  avons  irouve  que  l'integrale 

ctait  egale  af{x),  la  fonction  f{z)  etant  monodrome, 
monogene,  ünie  et  continue  autour  du  point  x  •,  soit  donc 

2ir  V —  I  «>' 
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On  voit  quef{x)  a  toujours  une  derivee,  car  on  peut 
ici  dilTerentier  sous  le  signe^par  rapport  a  x;  cctte  de- 
rivde  en  a  une  ä  son  tour  el  ainsi  de  suite,  cc  qui  est  une 
propriete  precieuse  des  fonclions  monodromes  et  mono- 
genes. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  pose  z  =  x  -\-  re^^~\  eile 
devient 

^'-  Jo 

cette  formule  contient,  comme  Ton  voit,  un  grand  nom- 
bred'integrales  definies.  La  formule  (i)  donne,  en  la  dif- 
ferentianf, 

2^y/zr7J(z-a:/-'      1.2.3...«-"  ^  ^' 

DU,  en  posani  z  =  /'e'^^  -|-  x, 

En  appelant  alors  M  le  maximumdu  moduledey^(c)  sur 
le  cercle  de  rayon  r  decrit  du  point  x  comme  ccnlre, 
on  a 

»•2  TT 


<f9>niod. ^ /"(-f.j 


ou 


QU 


moil.f" [x]  <  ^'^'^;""  M, 


r"moi\.f"(x^ 
l  .2.3 ...  n 


Gelte  formiile  monlre  quo,  si  toutcs  los  derivocs  i}c  f[x) 
ne  sont  pas  constamment  uulles,  c'esl-a-dire  s\J  ^x)  uc&l 
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pas  uiie  constante,  on  pourra  loujours  prencirc  r  assez 
grand  pour  que  M  croisse  au  delä  de  toule  limile  j  doiic  : 

ThilOreme.  —  Une  Jonction  monodrome  et  monogene 
devient  jorcement  infinie  pour  iine  valeur  finie  ou  infi- 
iiie  de  sa  variable ;  donc  aussi  la  consideration  de  son 
inverse  proiive  quelle  s'  annule  pour  unc  valeur finie  ou 
infinie  de  sa  variable;  donc  enfin  V equation  f  [x)  =  o  a 
necessairement  une  racine. 

Reprenons  les  formales 

(2)  _L_    Cl^dz=f[x]; 

27ry  —  \  J  ^  —  ^ 

la  derniere  peut  s'ecrire 

— -=\   I "^-^f-i r.  •^~"H-••• 


~  a)"-*  Jz 


OU,  en  verlüde  (i), 


r/(3)(.r-a)-      -1_ 


f{x)=f{a)-^{x^a)f'{a)^  ... 


fi 


I.-2.3...  (n  — I)         27Tv/— ij    {3—ay^{z  —  x) 

Ce  dernier  terme  tend  vers  zero  pour  /z  =  oo  ,  pourvu  que 
X  —  a  soit  assez  petit,  et  Ton  voit  que,  pourx=  a,  toutes 
les  derivees  de  f[x)  ne  sauraieut  etre  uuUes,  si  f{x) 
n'est  pas  une  constanle.  Supposons  que  les  [n —  i)  pre- 
mieres  derivees  seulcment  soient  nulles  et  que  la  ?i'""' 
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ne  ]e  soit  pas,  la  formule  precedente  se  mluit  a 

f[x)  =  [x  —  af ^— T    /   ; -; 

le  facteurde  [x —  a)"  ne  scra  pas  nul  pour  x  =  a,  et  Ton 
voit  que,  s\  f[a)  est  n\i\,fx)  sera  de  la  forme 

{x  —  aY^'x), 

iL [x)  restant  fini  pour  x  =  a\  done  : 

Th^okeme.  —  Une  fonctionmonodrome  et  monogene 
na  que  des  meines  d'itn  ordre  de  niultiplicite  entier ;  il 
en  est  de  meine  par  suite  de  scs  infinis. 

Voici  une  derniere  proposition  ires-importanle  :  Soll 
/"'(z)  la  derivee  de  y(z) ;  les  infinis  de"^,  /  scront  sim- 
ples et  se  reduiront  aux  zeros  et  aux  infinis  de/  (c) .  Soient 
«1,  ß},  ...  les  zeros  dey(z)  contenus  dans  le  contour  C, 
a,,  a.,,...  les  infinis  contenus  dans  le  memc  contour 
supposes  en  nombre  fini ;  alors 

6(2)  n'etant  plus  ni  nul  ni  infini  dans  le  contour  C:  pre- 
nons  les  logarithmes  et  diirerentions,  on  aura 


[z]  -^      m  -^      n 

' z]  ~^  z  —  a  ~ ^  z  —  a. 


Multiplions  par  F(z),  qui  ne  devicnl  ni  luil  ni  infini 
dans  le  contour  C;  nous  aurons,  en  integrant  le  long  de 
ce  contour, 

Gi  Ton  fait  F(c)  =  i  ,on  iiouve  Sm  —  Z^/,  c'cst-ä-dire  la 
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di/rerence  onlre  le  nombre  des  zeros  et  des  iiifinls  ;  niais 
alors 

7.T:  \  —  l    J    J  \"]  a TT  \/  —  I 


log/(-)  =  Iograod./(z)  —  sj—  I  arg./(z); 

ainsi  27r(Sm — S/z)  est  la  quanllte  dont  vaiie  l'argu- 
ment  die  fi^z)  le  long  du  contour  C,  quand  le  point  z 
eflfectue  une  revolution  complele  le  long  de  ce  contour. 

Quand  on  prend  F(c)  =:  z,  on  a 


■nsl —  i  J     J 


— ^— ^  dz  =  Irna  —  Inu. 


27r^ 


Th£OREMES  de  CAUCHY  et  de  LAURENT. 

Nous  terminerons  ces  considerations  preliminaires  en 
donnant,  d'apies  Caucliy  et  le  commandant  Laurent,  une 
nouvelle  forme  au  theoreme  de  Maclaurin. 

Soitf[x)  ime  fonction  finie  continue  monodronie  et 
monogene  ä  V Interieur  criin  ccrcle  de  rajon  R  decrit 
de  l'origine  comme  centre.  Elle  sera  de^>eloppahle  par 
la  fonnide  de  Maclaurin  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise  ä  V inlerieiir  da  ccrcle  en  question. 

En  eflct,  si  Ton  decrit  un  cercle  de  rayon  R'  un  peu 
plus  petit  que  R  de  Toriglne  comme  centre,  on  aura, 
en  integrant  le  long  de  ce  ccrcle, 


2  TT  V/—    I  »/     *  ^ 


pourvu  que  le  point  X  soit  situe  dans  son  Interieur  •,  alors 
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le  module  de  z  sera  plus  grand  que  celui  de  x  et,  -— — 
ctant  developpe  suivant  les  pulssances  de  x,  on  aura 

2  TT  V I  ./  \  ^  ^  ^  / 

Or  on  sait  que 

f"'o\ 


27ry/— Ij     Z"'  1.2.3.../^' 

on  aura  donc 

ce  qu'il  fallait  prouvcr. 

Si  lajonctioji  f[x)  est  fim'e,  continue,  nionodrome  et 
monogene  ä  V intcrieur  d'une  coiironne  circulaiie  de 
rajons  R  et  H',  ajant  son  centre  ä  Vorigine,  eile  sera 
developpable  pour  loutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  cette  couronne  en  une  double  serie  procedant  sui- 
i^ant  les  pidssances  enlieres  asceiidantes  et  descen- 
dutites  de  x. 

En  eilet,  seit  T  un  signe  dintegralion  indiquant  que 
la  varlal)Ie  reste  sur  un  cercle  de  rayon  A  decrit  de  1  ori- 
giiie  conime  centre,  soit  /•  un  pcu  plus  petit  que  R.  et  r' 
un  peu  plus  grand  que  R',  la  souime 
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sera  egale  a  rintegrale  /  dz  prise  le  longd'un  cerclo 

de  rayon  tres-petlt  clecrit  autour  du  point  x  inlerieur  ä 
la  couronne*,  en  sorte  quo,  si  Ton  observc  que  celle-ci 
est  egale  a  271  yj —  ij  [x],  on  aura 

ou  bien,  en  observant  que  mod.z^mod.x  et  quo 
mod.z'  <^mo(\.x, 


■X 


ce  qul  demonlre  le  iheoreme. 

Exemplcs.  — log  (i  4- J^)  est  developpableäTinterieur 
d'un  cercle  de  rayon  i  decrit  de  Forigine  comme  cenlre, 
mais  il  cesse  d'etre  developpablc  au  delä  coinme  Ton  sait, 
et,  en  efTet,  pour  x  =  —  i ,  le  logarillime  de  1  -h  x  est 
iiifini. 

Le  point  critique  de  (i  —  x)"^  est  x=.i,  c'est  ce  qui 
explique  pourquoi  la  formule  du  binome  cesse  d'avoir 
Heu  quand  le  module  de  x  est  supeiieur  a  l'unite,  etc. 

remAhqüe  concernant  les  fonctions  päriodiques. 

Uue  ioncl\onf[x)  possede  laperiode  &>  quand  oa  a 

f[.v  +  ^)=f[x) 
et,  par  suite,  ;i  etant  entier, 


(  4f/^-  ) 

e'  posseJe  evidemment  la  periode  o)  •,  qiiand  on  donne 

■>-i\'  -i 
iine  valeur  pariiculierc  ä  e     '^     ,  i!   en  resiilie  pour  x 

mie  Serie  de  valeurs  de  la  forme  jTq  -f-  «w,  n  drsignanlun 

cnlJer  et  x^  un  nombre  bieii  deiermine,  Si  doiic  on  con- 

sidere  une  foncliony{x)  monodrome  quelconque  posse- 

dant  la  periode  w,  ellepourra  eireconsidereecomme  fonc- 

■>.r.\/~x 

tiondej'^e  <-  et,  sl  Ion  sc  donnej,  j:  ayaiil  Ics  va- 
leurs Xo  H-  n(i),J'[x)  prendra  les  valeurs 

Ainsi,  y  etant  donne,  f{x)  aura  une  valeur  unique  et 
l)ien  determinee;  il  en  resulte  qua  y^x)  est  fonclion 
monodrome  de  y. 

II  resulte  de  lä  que  toute  fonction  periodique  viono- 
dronie  possedant  la  periode  oi  pourra  se  da'cloppcr 
suivant   les    puissances    ascetidantes    et    descendantes 

de  e  a   l  inteneur  de  certames  cowonnes  circu- 

laires. 

Mals  quand  e  <^^  decrit  un  ccrcle,  son  module  raste 
constanl;  or,  si  Ton  pose 

a:  =:  a  H-  ß  \/ —  1 ,      w  =  g-  -f-  /i  V  —  ' » 
il  se  rcduit  ä 

e         , 

(X  designant  une  fonction  lineaire  de  a  et  ß,  et  pour 
que  cotle  expression  reste  constanle,  fx  doil  rcstor  ton- 
slant^  xdecril  done  une  droite,  de  dircclion  fixe  d'ail- 

Icurs,  quand  on  fait  varier  le  module  de  e  <»  .  Ainsi 
c'est  entre  deux  droiles  paralleles  que  le  developpemenl 
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«Je  /  (.r)   sera  possiblc,  l'une  de  ccs  droites  ou   im'iiH 
louics  les  dcux  pouvaiit  s'clolgticr  ä  rindiii. 

Cc  iheoreme  nous  servira  ä  joler  Ics  fondeiueiiis  de  lu 
theorie  des  fonclions  ellipiicjucs. 

WOTIOJNS    SLR    LES    FOINCTIO^S    ALG^BllIQUES.. 

Unc  fonclioii  )',  deßnie  par  uiie  ef|ualion  de  la  forme 

oü/'(x, }  )  desigiie  im  polynoine  euiier  en  x  et  j',  (jui 
n'admet  pas  de  diviseur  enlier,  est  ce  que  Ton  appelle 
unc  /onction  algebrique.  L'equalion  qui  la  defiuit  est 
dite  irreduclihlc. 

Uiie  fonclioii  ainsi  deGnie  est  susceplible  d'aulant  de 
valeurs  pour  une  raeme  valeur  de  x  quil  y  a  dunites. 
dans  le  degre  de^pris  relativement  sl  j  \  mals  ces  va- 
leurs ne  peuvenl  pas  etre  separees  les  unes  des  autres 
et  ne  constitueni  qu'une  seule  et  meine  foiiclion,  ainsi 
que  l'a  demontre  M.  Puiseux. 

1°  Une  fonction  algehrique  ne  peut  s'annuler  que  si  le 
dernier  lerme  de  requation  qui  la  definit  s'annule,  ei, 

par  suite,  eile  n'a  qu'un  nonibrc  limite  de  zeros.  -  est 

defini  par  une  equalion  algehrique  que  Ton  sait  former 
et  n'admet,  par  suite,  qu'un  nombre  limiie  de  zeros-, 
donc  /  n'admet  qu'un  nombre  limiie  d'infiiiis  qui  sont 
les  raciues  de  l'equation  obtenue  en  egalant  a  zero  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  j^  dans  l'equaliou 
qui  sert  ä  le  deGnir. 

2°  Nous  admettrons  quejK  est  une  fonction  contlnue 
de  x,  excepte  pour  les  points  oü  j  devient  inGiii  ou  ac- 
quiert  des  valeurs  telles  que  l'on  ait  ä  la  fois 
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encore  en  ces  poinls  n'y  a-l-il  pas,  ä  proprement  parier, 
disconlinuite,   mais  simplement  indeierminalion  d'une 
certaine  espece  doul  nous  parlerons  plus  loin  5  nousdon- 
nerons  ä  ces  points  le  nom  de  points  criliques. 

Nous  supposons  ce  iheoreme  connu  du  lecteur,  et,  en 
realite,  il  est  suppose  connu  de  toutes  ies  personnes  qui 
s'occupent  de  Caicul  diflerentiel;  il  est  impossible  de 
prendre  la  derivee  d'une  fonction  implicile  sans  Tad- 
mettre. 

3°  La  foncliou  algebriquej'  adraet  une  derivee  bien 
determinee  en  tout  point  qui  n'est  pas  critique  :  cela  re- 
sulte  de  la  regle  de  la  differenlialion  des  fonctious  ini- 
plicites,  et  Ton  a 

^r^_d^.d/ 

dx  Ax  '  Ajr 

n    .  j ,  .     ,       . d/    ,  , 

expression  11  nie  et  determinee  si  —  n  est  pas  nul. 

4**  La  fonction  algebrique  j"  est  monodrome  ä  l'inte- 
rieur  de  tout  contour  ne  conlenant  pas  de  point  critique. 
Considerons,  en  effel,  un  contour  ferme  C  ne  conlenant 
aueun  point  critique  •,  supposons  que  la  variable  x  de- 
crive  un  certain  cliemin  continu  ä  l'interieur  de  C,  en 
partant  du  point  Xq  pour  y  revenir.  Soient  S  ce  cliemin, 
Yo  la  valeur  de  y  en  Xo  au  depart,  etj^i  la  valeur  que 
prend  y  quand  x  revient  en  0:0-  Si  Ton  n'a  pasj'i  =yot 
Yi  ne  pourra  etre  qu'une  des  valeurs  de  y,  Cela  pose,  de- 
formons  le  cliemin  S  cii  le  reduisant  ä  des  dinicnsions  de 
plusen  plus  petites.  Quand  ce  chemin  se  sera,  dans  toutes 
ses  parties,  suffisammcnt  rapproclie  de  Xo-,  Ies  valeurs 
de  y  le  long  du  contour  S  seroui,  en  vertu  de  la  conti- 
nuite  de^,  aussi  peu  differeutes  que  l'on  voudra  dej  01 
et,  par  suite,  diflereront  de  ji  d'une  quantite  linie, 
puisque,  a  riiiterieur  du  contour  C  dans  lequel  nous  clie- 
ininons,  Ies  valeursdej  sont  netlemcnt  disliuclcsj  donc, 
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quand  Ic  contour  S  sera  (Icveiui  sufTisammentpeiit,  y  rc- 
vicndra  en.ro  avecsa  valeur  inilialejjo-  IMais,  s'il  neu  est 
[)as  loujours  ainsi,  il  est  clair  quo,  pcndant  que  le  con- 
tour S  se  deforme,  il  arrive  un  momeni  ou  y  revieni 
encore  en  Xq  avec  la  valeur  y^  dlfferenle  de  yo,  tandis 
qu'un  moment  apres  il  reviendra  avec  la  valeur  primi- 
tive yo'  Soient  donc  deux  contours  So  et  Sj,  infiniinent 
voisins,  ramenant  j^  l'un  avec  la  valeur  jo?  lautre  avec 
la  valeur  j^j  5  considerons  deux  mobiles  parcourant 
ces  contours  cn  reslant  toujours  infiniment  voisins  i'un 
de  l'autre  :  en  deux  points  infiniment  voisins,  y  ne 
pourra  avoir  que  des  valeurs  infiniment  peu  diffe- 
rentes.  En  effet,  si  Ton  considere,  ä  cliaque  instant, 
la  difference  des  valeurs  de  y  en  deux  points  cor- 
respondants,  celte  difference,  d'abord  infiniment  pelite, 
rcslera  teile,  car  eile  varie  d'une  maniere  continue 
comme  y,  et  eile  ne  sauraitdevenirfinieque  si  Ton  con- 
sidere deux  racinesdistincles  derequalion/(a:,  j)  =  o^ 
mais,  pour  passer  d'une  valeur  ä  une  aulre,  y  serait 
oblige  de  rompre  la  continuite,  ä  moins  que  Ton  ne  soit 
precisement  dans  le  voisinage  d'un  point  crilique  oü 
deux  valeurs  dislinctes  dey  sont  susceptibles  de  differer 
infiniment  peu  l'une  de  l'autre  pour  une  meme  valeur 
de  X.  Ainsi  donc,  y  revient  toujours  en  Xq,  avec  la  meme 
valeur  yo,  si  l'on  ne  sorl  pas  du  contour  C.      c.  o.  f.  e. 


DlSCUSSION     DE    LA.    FOKCTXON    ^'x a. 

II  est  interessant  d'etudier  la  maniere  dont  les  fonc- 
lions  algebriques  permulent  leurs  valeurs  les  unes  dans 
les  autres  autour  des  points  critiques:  nous  renverrons, 
pour  cel  objet,  le  lectcur  ä  un  Memoire  de  M.  Puiseux, 
insere  au  t.  XV  du  Journal  de  M.  Liouville.  II  suÜira, 
en  effet,  pour  le  but  que  nous  avons  ea  vue,  de  disculer 
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les  fonclions  de  la  forme  ^/X,  oü  X  represente  un  poly- 
nome  enlier  en  x. 

Commencons  par  la  fonction  j' =  y^x  —  a,  dans  la- 
quelle  a  est  une  constante.  Gelte  fonction  a  deux  valeurs 


+  \Jx  —  a     et     —  \Jx  —  a, 

en  chaque  point  egales  et  de  signes  conlraires.  INous 
n'avons  ä  considerer  qu'un  seul  point  crilique,  le  point  a 
pour  lequel  les  deux  valeurs  de  y  deviennent  egales  ä 
zero.  La  fonction  y  ne  cesse  donc  d'etre  monodioine 
qu'ä  rinlerieur  d'un  contour  contenant  le  point  a. 
Posons 


re  *^~'  sera  represente  par  la  droite  qui  va  du  point  a  au 
point  X  (la  resultante  de  deux  droites  representani,  il 
ne  faut  pas  Toublier,  la  soraine  des  imagiuaires  repre- 
sentecs  par  ces  droites);  on  aura 

Si  le  point  xdecritun  contour  ferme  contenant  le  point «, 

la  droite  re  ~'  joignant  le  point  a  au  point  .r  tournera 
eudecrivant  un  angle  total  egal  ä  2  t:  ;  la  fonciion 

, —     1  ='- 

Y  jr  —  a  =z  r    e 

reviendra  alors,  quand  x  reviendra  au  point  de  dc'part 
correspondant  ä  0  =  Öq?  avec  la  valeur 

—  yx  —  a  =  r    e 

Ainsi  l'effet  d'une  rotation  aulour  du  point  a  est  de 
clianger  le  signe  de  la  fonciion  y. 
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DISCUSSTON  DE  LA   FONCTION 

s/\{x  —  a)  [^■  —  b)  (-r  — c) 


-c)  ...  (x-/). 

Qiiand  le  point  x  tournera  autour  du  point  a,  \Jx  —  a 
cliangera  de  signe;  ainsi  : 

Qiiand  la  variahle  dccrira  im  contoiir  ferme  conte- 
naiit  unc  fies  r/uantiles  a,  h,  ...,  l,  la  fonction  re- 
inen dra  au  point  de  di'part  avec  un  changcment  de 
signe 

Quand  la  variable  decrira  un  contour  ferme  contc- 
jiant  un  nombre  pair  de  poinls  critiques,  un  nombre 
pair  de facteurs  \Jx  —  a,  \Jx  —  b,  ...  ckangeront  de 
signeSj  et  lafonclion  reviendra  au  point  de  depart  ni'ec 
sa  valeur  initiale ;  ce  sera  l'inverse  quand  le  coniour 
contiendra  un  nombre  impair  de  points  critiques. 

Au  lieu  de  decrire  un  contour  forme  simple ,  la 
variable  peut  tourner  plusieurs  fois  autour  dun  ou 
de  plusieurs  points  critiques  ;  mais  ce  cas  complexe 
ne  presentera  aucune  difficulte  et  se  ramenera  aux 
precedents. 

Je  suppose,  par  exemple,  un  contour  ayanl  son  ori- 
gine  en  o  et  presenlant  la  forme  ci-dessous  :  quand  la 

Fi[T,  6. 


variable    a  suivi    le    chemin    opts,    la    fonciion    arrive 
Sturm.  —  An.,  II.  33 
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en  s  avec  une  valciir  quc  j'appellerai  ;',,  et  rjnanfl  x  par- 
<Jourl  le  clicmin  sqrs^y  revient  en  s  avec  la  vali'ur  — j,. 
en  Sorte  que  Von  pourrait  suppriiner  la  boucle  sqrs  et 
|)arlir  de  o  avec  la  valeur — j^-.  on  pourrait  de  meme 
hupprimer  la  boucle  uptu  en  partant  avec  la  valeur 
initiale  -\-jo\  il  restealorsle  cKemin  optsqruo  qui  con- 
lient  le  point  a  et  Ton  revient  en  o  avec  la  valeur  — j  o- 

6tüDES    des    PREMirSUES    TRANSCEKDAATES 
QUE    l'oN    RENCOWTRE    DANS    LE    CALCL'L    IKTECRAL. 

Les  fonctions  enlieres  s'integrent  immediatement,  les 
foiictions  rationnelles  s'integrent  en  les  decomposant  en 
fiactions  simples  :  quand  ces  fraclions  simples  sont  de  la 

forme  , ^  5  ellcs  s'integrent  immediatement;  (luand 

elles  sont  de  la  forme ,  elles  ne  s'integrent  plus  au 

moyen   de  signes  algebriques,  ou  du  moins  on   ne  sait 
plus  les  integrer  de  cette  facon. 

On  rencontre  aussi  des  fraclions  de  la  forme 

M^  -I-  N 
(.r»  -h  p.T  +  (7]"' 

mais,  en  adoptani  les  imaginaires  dans   le   calcul,   ces 
iVaciions  se  reduisent  ä  la  forme • 


A 

L'integrale  de est   la    fonction    logariihmiquc 

bien  etudiee  dans  les  elemenls  et  bien  connue  ;  ou  con- 
coii  cependant  que  la  decouvcrte  des  logarilhmes  ait  pu 
suivre  celle  du  Calcul  integial,  et  il  est  interessant  de 
voircomniont  ou  aurait  pu  etudier  les  propriclcs  de  la 
tiouvelle  louelion. 


(  ^99  ) 

Et  d'abord  il  y  a  Heu  du  sc  dcinander  si  rintcgiale  de 

A 

■  engendre  reellemenl  iiiie  fonciion  traiiscenclanle, 

X  —  a 

Oll  sciilcmciU  une  fonciion  reducllble  aux  fonciions  al- 

gebriqucs;  nous  alloiis  voir,  en  eludianl  ses  propiieles, 

qu'clle   conslilue  une  fonciion    nouvelle.    D'aboid,   cn 

nietlanl  ;i  pari  le  facieur  A  conslanl  cl  reinplacani  .r —  a 

par  X,  on  rainene  cclte  inlegrale  ä  la  forme 


Posons 


/?■ 


i: 


logj:, 


le  slgne  log  etant  eniploye  pour  represenler  la  nouvelle 
fonciion  (nous  precisons  notre  inlegrale  avec  la  liniite  i 
et  non  zero,  afin  qu'elle  soit  finie.) 

Nous  pouvons  prouver  :  i"  que  loga;  n'est  pas  niono- 
drome  el  par  suitc  ne  peut  pas  elre  raiionnel;  2°  que 
iogx  a  une  inünile  de  valeurs  pour  une  mcme  valeur 
de  :r,  et  qu'il  ne  saurait  alors  coüicidcr  avec  une  fonc- 
iion algebrique  qui  u'en  a  (ju'un  nombre  limile. 

Pour  le  prouver,  observons  (|ue  l'on  peut  aller  du 
poiut  I  au  point  X;  soil  direclemenl  par  le  cliemini.r 


Fis.  7. 


^ 


rectiligne,  ce  qui  fournil  la  valeur  que  nous  appellerons 
logo",  soit  par  loul  auire  cbemin.   La  valeur  de  Pinie- 


(   ooo  ) 
grale  prise  le  long  d'un  clieinin   qui,    avec  .r  i ,  forme 

um  contour  feime  ne  contenant  pas  lorigine  oü  -  est 

X 

infini,  donnerait  la  meme  valeur  logxj  niais  si,  pour 
aller  de  i  ä  j:,  on  suit  un  cliemin  qui  enveloppe  Ic 
poiiit  o,  tel  qua  celui  qui  est  (Igure  en  poinlille,  l'inlc- 
grale  prise  le  long  de  ce  contour,  augmentee  de  l'inte- 
grale  prise  le  long  de  ori,  sera  egale  ä  Tintegrale  prise 
le  long  d'un  cercle  de  rayon  ires-petit  decrit  autour  d;. 
point  o-,  on  aura  donc,  en  se  rappelant  que  telte  dci- 

niere  est  esrale  ä  li:  2  t:  v  —  1 , 


/ 


dx  I 

logx  =  —  27r  y  —  I 

X 


Je  mets  — 2U^ — 1,  parce  que  l'integraledolt  etre  prise 
dans  le  sens  retrograde-,  on  a  donc  dans  ce  cas 


/ 


dx 


=  logX  2  TT  v' I  . 


Si,  au  contraire,  la  figure  avait  la  disposition  ci-dcssoiis 
on  aurait 

V.r 


/ 


=  logX   -h  2  TT  y'  I  • 

Fis.  8. 


vL...,^>/' 


II  y  a  plus,  si,  au  Heu  de  suivre  un  contour  simple 
comme  les  deux  precedents,  on  suit  un  contour  en- 
lourant  2,  3,  4>    •  •  •    lois   l'origine,    lel    que  celui  ci- 


(   So»    ) 
dcssous  qui  renloure  trois  fois,  il  est  clair  que  l'on  aura 

/(l.r  


dans  le  cas  de  la  figure,  on  a 


/ 


—  :=  IogJ7  H-  Ott  \J  — T. 


Ainsi  la  valeur  generale  de  rintegrale  consideree  est 

logx  it  2  /■  TT  y  —  I , 

Ädesigiiant  uii  entier,  et  ces  valeurs  de  \os,x  sont  inse- 
parables  les  unes  des  aulres;  ainsi,  quand  le  point  x 
passe  en  a  pour  la  seconde  fois,  l'intt'grale  y  acquiert 
uiie  valeur  egale  ä  la  precedente  augnienlee  de  2  7r,  el 
cela  en  vertu  de  la  continuite ;  en  d'autres  ternies,  on 
ne  pourrait  assigner  ä  logx  une  valeur  determinee  en  a 
qu'en  rompant  la  continuite  de  cetie  fonctioa. 
Sl  Ton  considere  l'equation 


dr  (1y 

h—  =o, 


on  en  lire  d'abord 
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ce  qiie  Ton  peut  ecrire 

(i)  loJ;x-^log7  =  loga, 

a  designant  une  constante.  Mais  on  en  tireaussi 

ydx  -i- jrr/r  =  o, 
OU 

( 2 )  xy=zb, 

b  designant  une  constante.  Les  formules  (2)  devant  etre 
identiques,  faisons  x  =  1  ;  (i)  donnera  \o^y  =  loga  el 
(2)  donnera  j)' =  Z>,  ce  qui  exige  que  a=-b.  Des  for- 
mules (1)  et  (2)  on  tire  alors,  en  reinplacant  h  par  a, 

logjr  +  logj=rlogjj, 

ce  qui  est  la  propriete  fondamenlale  de  la  fonction  Ic- 
garillimique. 

La  fonction  inverse  de  logo:  sera  representce  par  e[x)^ 
en  Sorte  que,  si 

on  aura 

x=  e[y   ; 

la  propriete  fondamenlale  des  logariihmes  donne  la 
propriete  fondamenlale  des  exponentielles 

e[x  -^y)  =e[.T)c'j), 

ce  qui  conduit  a  ecrire 

e[x\  =  c' , 
et  comme  l'on  a 

log.r=j-+-  o/.-^  _  ,, 
7  designant  i'une  des  valeurs  de  logx,  on  a 

la  fonction  e'  est  alors  pcriodique  et  a  pour   pcriodc 


(  ^"5o3  ) 

aÄTTy' —  1 .  De  la  formulc 

dx 

'^y  =  T 

X 

oti  liie 

d.T    _ 

dy  ~~ 

y  etant  le  logarithme  de  x,  on  voit  que  la  derivee  de  la 
fonction  exponentielle  e^  prise  par  rappoi  t  a  y  est  ceiie 
fonclioii  elle-meme^  on  est  alors  conduil  ä  rcpresenlcr  e' 
an  moyen  d'une  serie,  et  sa  iheorie  s'aclieve  comme  dans 
Ics  Clements. 

On  voit  ainsi  que  la  decouverte  de  Neper  cüt  ele  faite 
par  les  invenleurs  du  Calcul  infinilesimal  des  les  debuls 
du  calcul  inverse. 

DES  DIVERS  CHEMINS  QUE  PEUT  SUIVRE  LA  VARIABLE 
DAPiS  LA  TIECHERCHE  DES  IKTtOTlALES  DES  FOi>ICTlüW9 
ALGl^BRIQUES. 

Toute  fonction  algebrique  y  elant  monodrome  ä  Tiii- 
lerieur  d'un  contour  ne  contenant  pas  de  point  eri- 
lique,  son  integrale  sera  nulle  le  long  d'un  pareil  con- 
tour ;  donc  : 

i**  L'integrale  prise  le  long  d'un  contour  quelconque 
XqX  pourra  etre  reniplacee  par  l'integrale  prise  le  long 
du  coniour  recliligne  x^x^  si  entre  ce  contour  et  le 
tontour  donnc  il  n'existe  pas  de  point  crilique, 

oP  Si,  ä  l'interieur  du  contour  C forme  par  le  cliemin 
rectiligne  et  le  chemin  donne,  il  exisle  un  point  cri- 
lique rt,  on  pourra  remplacer  le  chemin  donne  par  un 
aulre  allant  de  x^  vers  un  point  a  tres-voisin  du  jjoint 
crilique  sans  sortir  du  contour  C,  tournant  ensuite  le 
long  du  cercle  decritde  a  comrae  ceutre  avec  a.a  pour 
rayon,  revenant  en  a,  puis  en  x^  par  le  chemin  «Xo  in- 


(  5o4  ) 
verse  du  chemin  Xf^cf.  suivi  louL  ä  ri\eure,  enfin  allaiit 
par  le  chemin  rccliligne  de  Xq  ä  x.  En  eflbl,  Ic  nouveau 
cliemin  ei    rancieii   ne  compreuneul  eulre  eux  aucuu 
point  ciilique. 

\''\Z-  lo. 


Le  cliemln  forme  d'une  li^ne  allaiU  de  Xo  au  point 
a  voisiii  du  point  ciitique  a,  lournant  autour  de  ce 
point  et  revenant  en  x^^  par  la  reute  dc'jä  suivie  jiour 
aller  de  jTo,  est  ce  que  Ton  appelle  un  lacct. 

Nous  avons  figure  ci-dessus  un  lacet  en  si'paiant 
l'aller  du  retour  pour  bien  montrer  coniment  le  lacet 
peut  se  substituer  au  contour  C. 

3"  Si,  cntre  le  contour  C  forme  par  le  chemin  rccli- 
ligne et  le  contour  donne,  il  existait  plusieurs  points 
criliques,  on  pourrait  remplacer  ce  contour  par  uiic 
Serie  de  lacels  suivis  de  la  droite  XqX. 

4°  Supposons  que  le  contour  d'intcgration  doune 
lenconlre  la  dioile  XqX^  enf>,q. 

Fi.T.   II. 


/>. 


On  pourra  remplacer  le  cln^nin  x^fp  par  uno  seile  de 
lacels  et  par   la  droite    Xo/'j    on    est   alors   ramenö    au 


(  5o5  ) 
cliemin  x^pinq^  (juc  l'ou  j)oui  icmplacer  par  uno  soiie 
(Je  laccls  siiivis  de  X(j^  CL  ainsi  de  suile;  donc  : 

TiitoRKME.  —  Tons  Ics  clieinins  quc.  Pon  pent  siiwre 
pour  aller  de  x^  <-n  x  pciiveiit  efre  templaccs  par  iiiic 
Serie  de  laccls  aj  ant  Icurs  origines  et  leiirs  extrcmUcs 
en  Xo,  suii'is  du  conlour  recliligne  XqX  (*). 

Nous  dirons  fju'uii  lacei  unil  deux  valcurs  r,  ctj,- 
quand  ces  deux  valeurs  de  j  se  permuteni  Tune  daiis 
l'aulre  lorsque  Ton  suit  ce  lacet. 

Mais  nous  preciserons  encore  davantage  :  en  general, 
CM  suivaiil  Uli  lacet,  on  ne  permule  (jue  deux  valeuisde 
la  foiicllouj  5  loutcfois  il  pouira  se  faire  qu'cn  suivant 
un  meine  lacet  plusieurs  fois  de  sulle,  on  obtienne  une 
pernmtaiion  circnlaire  des  valeurs  yi,y2-,  fs-,  •  •  •  <J*^'  )"i 
nous  considererons  comnie  disliiicts  lous  les  lacets  par- 
courus  avec  des  valeurs  initiales  diflerenles  dej.  Ainsi, 
par  cxeniple,  si  le  point  a  est  un  point  critique  ordi- 
naire,  deux  racines  y^  et  y^  se  permuteront  l'une  dans 
Taulre  en  parctHiranl  ce  lacet-,  nous  le  supposeions 
double,  niais  seulenient  pour  la  coinmodite  du  langage, 
en  sortc;  qiie,  s'll  est  paicouru  avec  la  valeur  initiale  _)',, 
nous  le  considcreions  conime  formant  un  prcmier  lacet 
iinissani  y^  ä  y^,  et  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  ini- 
lialej^i,  nous  le  considererons  conime  un  second  lacet 
distinct  du  premier  et  unissanl  y;.  ä  v,-. 

De  meme,  si  au  point  a  Irois  valeurs  j'',,  y-pji  se  per- 
mutaieni  entre  elles,  on  aui aii  ä  consideier  le  lacet  cor- 
respondantcommc  triple  :  Tun  des  lacets  simples  unirait 
yi  h  jj  et  seraii   parcouru  avec  la  valeur  initiale  7,,  et 


(*)  II  va  Sans  dire  que  nous  supposons  qiie  le  cliemin  rectiligne  x^x 
nerenconlre  pas  de  point  critique.  S'il  en  rencontrait  un,  ce  qui  n'arri- 
\era  que  dans  des  cas  tout  ]iarticuliers,  il  faudrait,  pour  l'exactitude  du 
Iheoieme,  eviler  ce  point  en  dcroriuant  le  contour  rectilißn«?. 


(  5o6  ) 
ainsi  de  suite.  Ainsi,  au  niol  lacet  est  attacliec  l'i'lee 
dun  clicmiu  et  l'idee  dune  valeur  initiale  de  y  bieii 
delerniinee. 

DES    INT^GKALES    ELLIPTIQUES. 

Des  les  debuls  du  Calcul  integral,  on  est  arrete  par 
des  difficulles  insurniontablcs  quand  on  veut  calculer  la 
fonclion  dont  la  derivee  depend  d'un  radical  carre  re- 
couvrant  un  polynomed'un  degre  superieur  au  second. 
Celle  difficulle  provient  de  ce  que  la  fonclion  clierchee 
depend  de  nouvellestranscendanles  irreduclibles,  comme 
l'a  prouve  M.  Liouville,  aux  Iranscendanles  etudiees 
dans  les  Elements  ou  aux  fonclions  algebriques.  Le- 
gendre,  qui  soupconnail  celle  irieduclibilile,  s'esl  sur- 
toul  altache  ä  eludier  les  proprieies  analyliques  des 
Iranscendanles  les  plus  simples  auxquelles  conduil  le 
Calcul  integral,  et  a  ciec  la  llieorie  des  fonclions  ellip- 
liques. 

Ou  donne  le  nom  A^ integrales  elliptiques  ä  des  inte- 
grales de  forme  simple,  auxquelles  on  peut  ramener  les 
inle'gralcs  de  la  foruie 

oü   F(a:,  j)  designe   une  fonclion  rationnellc  de  x  et 
de  j,  et  oü  j  represenle  un  radical  de  la  forme 


y  —  \J^.r'  -H  ßj;^  H-  Cr-  -T-  Dx  -T-  E, 

A,  B,  C,  D,  E  designanl  des  coefficients  constanls. 
Nous  supposcrons  le  polynome  place  sous  le  radical  de- 
compose  cn  facleurs,  et  nous  aurons 


j=y/G(x— a)(x— fi)  '^x—'/]\X~B), 

G  designanl  uu  nombre  quclconque  rt'cl  ou  imaginaire. 


(   ^^0-  ) 
Oti  simplifif  la  formulc  (i)  cn  posant 

/7  -f-  />  ; 

on  trouve  alors 

(2)  y=J<b[t,n)dl, 

'P  (^,  y;)  designant  une  fonclion  rationnellc  do  ^  oi  de  yj, 
et  Ti  designant  le  radical 

Les  puissances  impaires  de  ^  sous  le  radical  disparai- 
tront  si  l'oii  pose 

(«  —  aV;^  —  ß)  -+-  («—  P]  (6  —  a^  =0, 


d'oü  l'on  tire 


on 


inh  _  (<7  -h  i)  (a  +  ß)  4-  2aß  =  o, 
lab  —  (fl  -f.  ^)  (y  +  5)  +  27^  =  o, 

a  -+-  ß  —  7  —  (J  ' 

2z3  —  ?.7'J 


a  -r-  ß  -  7  - 


Ces  eqnations  montrciU  quo  a  ei  b  sont  racines  d'iine 
eciualioii  du  second  degre  facile  a  former.  Oii  pourra 
done  loiijours  supposer  que  la  quanlite  placee  sous  le 
radical  yj  ne  conlicnt  que  le  carre  et  la  quatrieme  puis- 
sauce  de  la  variable  ^. 

Celle  iraiisforniaiion  seniLle  tombcr  en  defaul  quand 
ona  a-f-j3  —  y  —  d  =^  o]  mais  alors  on  a 

y=  v'G[-^"  —  [x-r-  [i)  x  -4-  aß][^'—  (a  4-  ß;^  -{-  70J, 


(  5o8  ) 
cl  il  suffit  de  poser 

X =  ? 

2 

ponr   faire    dlsparaitre    les   puissances   impaircs    de   la 
varial)Ie. 

Raniarque  I . —  II  est  bon  d'observer  que,  si  le  produit 
(.r — o'-){x  —  ß)  (i^  —  y){^  —  ^)  6st  reel,  les  quan- 
tiles  a  et  b  pourront  loujours  elre  supposees  reelles;  en 
edet,  la  conditlon  de  rcalile  des  racines  de  requaliou 
du  second  degre  qul  fournil  a  el  b  est 

(aß  -  ySy  -  [ap(7  -V  3]  -  'iS[:c  +  ß)]  (a  +  ^  -  y  -  J '>o. 

Le  premier  iiiembre  de  cette  egallle  s'aniiule  pour 
a  =  y,  a  =  0,  ß  =  y,  ß  =  cJ,  el  Ton  conslate  facilcmenl 
qu'il  est  egal  a  (x  —  y)  (x  —  o)  (ß  —  y)  (ß  —d).  11  esi 
donc  reel  si  «,  /3,  y,  o  sont  reels.  II  est  encore  rcel  si, 
ce  que  Ton  peut  supposer,  a  et  ß  sonl  conjugiu's,  et  si  y 
el  0  sont  reels  ou  conjugues.  Aiasi  donc  on  peul  tou- 
jours  supposer  a  el  b  reels  si 

est  uti  polyiiome  ä  coefflcieiUs  reels. 

Reniarqite  II.  —  Si  le  polyiiome  place  sous  le  radical 
y  n'etail  pas  decompose  en  facleurs,  en  reniplacani  x  par 

et  en  annulani  les  coefficienls  de  "i  et  V  sous  le 

I  4-  i;  •        ^ 

radical,  on  obiicndrail  la  meme  simplificalion. 
Rcinarque  III.  — SI  Ton  avait 


jr  =  V  G  (.r  —  « j  ix  —  ß]  ^x  —  7 ; , 
cn  posani 


x  —  a  =r 


(  5o9  ) 
Oll  ttoiivciait 


„  =v/G(4'  +  «-ß)(§'  +  a-v), 

4>  designant  utie  fonciion  raiionnelle  de  'i  et  de  rj. 

Aiiisi  loule  inlegrale  Iclle  que  V,  dans  laijiu'lle  y  de- 
signe  un  radical  carre  recouviant  un  polynonic  du 
iroisieme  ou  du  quatrieme  dcgre,  peul  6tre  ramenee  ä  la 
lonne 

y  designant  un  radical  de  la  forme 


V/G(i  -\-mx'][i  4-«j:^), 


m  et  n   designant  des  conslanles,  et  il  est  clair  qu'en 
posant 


m 
on  pourra  ramener  le  radical  ä  la  forme 


Posant  alors 


y 


=  sl[\~x^)[l  —  k\x 


les  integrales  que  nous  nous  proposons  d'etudier  pren- 
dionl  la  forme 

y  =  fY[x,y)dT, 

F  designant  toujours  une  fonction  rationnelle.  Nous 
verrons  par  la  suile  que  la  quantite  A',  ä  laquelle  on  a 
doiine  le  nom  de  modale,  peut  toujours  etre  censee 
reelle  et  moindre  que  l'unite. 


(  ^lo  ) 

SfiDUCTION    DES    INTEGRALES    ELLIPTIQCES 
A    DES    TYPES     SIMPLES. 

Pi.cpreaons  rinlegrale 
dans  laquelle  uous  avons  vu  quo  l'on  pouvait  supposcr 


Y[x,y)   peut  toujours  etre  mis  sous    la  forme--; ,  i 


?;-^,  r) 

cp  et  >]>  (Jesignant  deux  fonciions  enlieres  de  x  el  j\ 
mais  une  fonclion  enliere  de  x  et  de  ^-^  peut  toujours 
etre  censee  du  premicr  degre  en  y,  car  }'■  est  une  fonc- 
tion  enliere  de  x^  y^  est  le  produit  de  j  par  une  fouc- 
tioii  entiere  de  x,  etc.  0]i  peut  donc  poscr 

A  +  Br 

A,  B,  C,  D  designant  des  polynomes  enliers  en  x. 

Si  Ton  raultiplie   Ics   deux  ternies  de  celle  Iraction 
par  C  —  Dj^,  eile  prend  la  forme 

F(.r,j)=M  +  Nj, 

M  et  N  designant  deux  fonctions  rationnellcs  de  x^   et 

TV  ^''"  '      ■ 

comme  i>j^  =^  ,  on  peut  encore  ecrire 

P  designant  une  nouvclle  fonclion  ralionnelle  de  x\  la 
formule  (i)  donnc  alors 

J  J  y 

La  premierc  integrale  s'oblient  par  des  piüccdcs  bieii 


^     (  5.1   ) 
coiinus  et  pcut  s'exprimcr  au  luoyen  des  logarithmes  et 
des  fouclioiis  ralioniiellcs.  ]1  icste  alois  a  etudicr  les  in- 
tegralcö  de  la  foiinc 

^      (It 

Je  dis  (jue  Ton  peiil  loiijonrs  supposer  iju'il  n'eiiire 
daiis  rexpression  de  P  que  des  puissances  paiies  de  x; 
en  effet,  on  peut  poser 

„       H  -^  Kr 

\\,  K,  I,  L  designanl  des  polynomes  entiers  en  x"^^  el, 
par  suile,  on  a 

_  (H-4-K.r)(I  — Lx) 

P  peut  donc  etre  cense  de  la  forme 

M  4-  N.r 


M,  N,   S   designant  des  polynomes  entiers  en  x'-.  La 
formale  (2)  donne  alors 


f  M  dx        TN      dx 

J  ^  y     J  s     y 


La  seconde  integrale,  en  posant  x^  =  z,  prend  la  forme 

dz 


ff[^)  -= 


Sj    I  —  z  I  ,  I  —  /.  -  z  1 


ovi f[z)  est  rationnel  en  Sj  eile  pourra  donc  s'obieiiir 
par  les  procedes  enseignes  dans  les  Etenienls  du  Calcul 
integral.  11  ne  reste  donc  plus  qu'ä  s'occuper  des  inle- 
grales  de  la  forme  (2),  daiis  lesquelles  P  neconlient  quo 
des  puissances  paires  de  x. 

La  fonclion  P,  etanl  decomposee  en  elemenls  simples, 


(5..) 
se  composera  de  termes  de  la  forme  Kx-'^  et  ~-z ;rv-  > 

m,  A  et  a  deslgnant  des  constanles,  et  l'integrale  U  se 
composera  elle-ineme  de  termes  rediictibles  aux  formes 

rx"^"'   ,                 r         dx 
u  =  I  dx,      f  =  /  — ^ ^ 

J     y  J  {x-^  —  a-)'"y 

L'integralc  iz  peul  encore  se  simpllfier,  et  l'ün  peut  lon- 
jours  supposer  m  =  o  ou  m  =  i  :  il  suffit  pour  cela  d'ob- 
server  que  l'ün  a 


-Jm-« 


«,  b,  c  designant  des  conslantes  que  Ton  deterniinera  en 
faisant  les  calculs  iudiques^  on  en  conclut  la  formule  de 
reduction 

/j,5m                             /^  j.1m—i                           fx^'"~* 
dx  -+-  h   I ■  dr  -h  c  1   ■ dx , 

—  clx  de  proche  en  proclio, 
quandon  connaitra 

/r/r  fx^d.r 

7  ''  J-r-' 

il  suHiiä  pour  cela  d'y  faire  successivement  /??  =  a,  3 

Quant  ä  I'integrale  v  eile  est,  ä  un  facteur  constant  pres. 
la  derivee  prise  par  rapport  ä  a-  de  celle  que  l'on  ob- 
lient  en  supposant  /??  =  i , 

DES  TUANSCE>DA>"TES  DE  LEGE>DRE  ET  DE  JACOBI. 

En  definitive,  les  integrales  de  la  forme 

fF{x,  y)  dx, 

ou  F  designe  une  foncllon  ralionnelle  de  x  et  d'un  ra- 
dical  carre  recouvrant  un  polynöme  du  quatrieme  de- 


(  5.3  ) 
gre,  pcuvenl  se  calculer  au  inoycn  des   fonclions  alge- 
bri([iies,    logarilhinlqucs,    circulalrcs,    et   au   moyon   clü 
irois  iranscendanles  uouvellcs  : 


/i 


^/.> 


ou 


/ 


(i  -^  ax^]  y'(i  —  .r=)(i  —A^x^) 

La  premiere  est,  comnie  ou  le  verra,  la  plus  impor- 
laule  :  ce  sonl  les  liois  integrales  elliplif/ues  de  pre- 
miere, de  deuxieme  et  de  troisieine  espece. 

Legendre  pose  x^sincj);  les  trois  integrales  prece- 
dentes  devienuent  alors,  cn  prenant  pour  liniites  infe- 
rieures  zero, 

Jo    n/i  — >«'sin'cp 


et 


£ 


a  siii'o]  y/i  —  ^'  sin-(j> 


!a  premiere  etait  pour  Legendre  l'integrale  de  premiere 
espece,  l'integrale  /    \j i  — A^siu'yc?^  etait  l'integrale 

J  o 

de  deuxieme  espece,  la  troisieme  etait  l'integrale  de  troi- 
sienie  espece.  L'integrale  de  deuxieme  espece  represenie 
l'arc  d'ellipse  exprime  en  fonction  de  Tanomalie  excen- 
trique  de  son  exirenilte. 

c^  est  ce  (jue  Legendre  appelait  Yamplitude  des  trois 
Stlrm.  —  All.,  II.  o3 


(  3'4  ) 
integrales,  k  porie  le  nom  de  modale,   a  est  le  para- 
nietre  de  l'inlegrale  de  troisieme  especc. 

Legendre,  dans  son  Traitc  des  fonclions  ellipliqnes, 
etudie  surtout  les  proprieles  des  Irois  integrales  quc 
iions  venons  de  signaler,  et  indique  le  mojen  d'en  con- 
struire  des  Tiiblcs.  Mais  Abel  et  Jacobi,  sc  placant  ä  un 
point  de  vue  beaucoup  plus  eleve,  ont  considere  les  in- 
tegrales elliptiques  coinme  des  fonclions  inverses;  pour 
bien  faire  saisir  la  pensee  rjui  a  guide  ces  geomelrcs 
dans  leurs  recherches,  nous  ferons  observer  que  les  loga- 
rithnies  et  les  fonclions  circulaires  inverses  pourraieni 
etre  definies  par  les  formules 

C'd.T  .  /»-^      dx 

et  auraient  certainement  ete  etudiees  avant  l'exponen- 
tielle,  le  sinus,  etc.,  si  ces  fonctions  directcs  n'avaient 
pas  ete  fournies  par  des  considei^ations  elementaires.  Le 
lil  de  Tinduction  devait  lalsser  penser  que  Tintegrale 


X 


fix 


o     \J  [\   —  X'][l  —  it'x'j 

ne  defiiiissait  pas  une   fonction  aussi  interessante  quc 
son  inverse. 


6tUDE    de   L  integrale    /  _   ,  r^r=:-- 

Jo    v/(7-a)(j-ß)(/-7)lJ-ö^ 


Avant  d'etudier  la  fonction  elliplique,  il  convient, 
pour  la  commodite  de  l'exposition,  d'etudier  rinlcgralc 
Uli  pcu  plus  generale 


io  s/ir  —  «. 


dr 


V  iJ  —  «]  U  -  {ij  ir.  —  7i  U  —  ^i 


(5i5) 
X  est  unc  fonction  evidemment  conlinue  de  j,  tant 
que  j  n  est  egal  ä  aucune  des  quaiilites  «,  ß,  7,  (J,  co  ,  et 
reciproquemeiit  j  scra  une  fonclion  conlinue  de  x-,  et, 
lors  nieme  que  y  passe  par  la  valeur  a  par  exemple, 
X  reste  conlinu.   En  effet,  posant  x=f{y),  on  a 


^         djr 


.     •! 


Celle  cxpression  eol  finie  cornrae  Von  sail;  on  a  aussi 

Vj -«  v^(r-ß)(r  — 7)(r-5} 

el,  par  suile, 

f[u^h)  -/(a 

=  r      

»^'a        y/j-  a  v'(j  -  ß)  (r-  7)  (r  -  ^) 

soieni  M  une  quantile  dont  le  module  reste  suporieur  ä 
celui  de  -  ~r=i= — _    *  ,  e  une  quantile  dont  le 

v/(j-ß)(j-7)(r-.^j 

module  est  au  plus  egal  ä  i ,  on  aura 

C^-^^     dv  -■ 

Jo,  V  J  —  « 

Celle  quantile  est  bien  infiniment  pelile.  Ainsi   : 

Theoreme  I.  —  La  fonction  x  et,  par  suhc,  son  in- 
versej sont  continues,  excepte  qnandyou  xsontinfinis. 

Pour  preciser  le  sens  de  la  fonction  x^  il  faul  sup- 
poser  que,  pourj^  =  o,  le  radical  ail  une  valeur  deter- 
minee,  que  nous  represenierons  par  -+-  \j a'pyd^  el  quand 
je  dis  que,  pour  y  =  o,  le  radical  a  ceile  valeur,  j'enlends 
parlä  queTintegraleest  engendreeavecla  valeur  H-  sjccp-/'} 
qui  pourra  prendre  au  point  o  la  valeur  —  \/aßyd  quand 


(  5i6  ) 
la  variable  y  reviendra  en  ce  point.  Cela  pose, 

Theoreme  II.  —  Lafoncliony  admet  deux periodes . 

En  efFet,  les  conlours  (jue  Von  peut  suivie  pour  eii- 
gendrer  l'inlegrale  x  peuvent  se  ramener  :  i"  au  con- 
tour  recliligne  o/ j  2°  ä  ce  coniour  preceJc  de  conlours 
fermes  aboutissanl  en  o  et  forinesde  laceis. 

Soient  A,B,C,  D  les  valeurs  que  preiid  rintegrale 
aulour  des  lacets  relalifs  aux  points  a,  /3,  y,  0. 

Appelons  i  la  valeur  cjue  prend  Tintegrale  x  cjuand  le 
clieniin  (jue  suit  la  variable  y  est  le  coniour  recli- 
ligne oy\  X  pourra  prendre  les  valeurs  suivantes  :  i**  la 
valeur  i \  2°  les  valeurs  A  —  i,  B  —  i,  C  —  /,  D  —  '  (  *) • 

En  effet,  par  exeinple,  la  variable  y  parcourant  d"a- 
bord  le  lacet  A  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  seus  re- 
trograde, X  prend.  la  valeur  A,  le  radical  revient  en  o 
avec  sa  valeur  primitive  changee  de  signe,  la  \ariable 
decrivant  ensuite  le  chemin  O)  ,  1  integrale  piend  le 
long  de  ce  chemin  la  valeur  — /,  et  l'iutegrale  totale  se 
reduit  ä  A  —  i. 

3°  Eu  general,  quel  que  soil  le  sens  dans  letjuel  on 
parcourt  un  laccl,  la  valeur  de  l'inlegrale  ne  depend 
que  du  signe  du  radical  ä  l'entree  du  lacet,  et  ce  signe 
(;hange  ä  la  sortie  du  lacet-,  il  en  resnlte  que.  si  la  valeur 
initiale  du  radical  est  precedee  du  signe  -1-,  la  valeur 
generale  de  x  sera 

A—  B  -(-  C  —  Dh-.  .  .±1/, 


(*)  L'integrale  le  lonjd'un  lacet  est  lacile  ä  caiculer;  siipposons  qu'il 
s'agisse  du  lacet  rclalilau  point  a,  eile  se  composera  de  rinlegrale  recti- 
lijiie(Oa),  de  l'inlegrale  prise  le  long  du  chemin  circulaire  deorit  au- 
tour  de  a,  integrale  nulle,  et  de  l'integrale  recliligne  ( xO),  laquelle  est 
egale  ä  (Oa)  parce  qu'elle  est  parcourue  en  sens  inveise  de  (  Oa)  et  avec 
le  signe  —  place  devant  le  ladiial.  Aiusi  A  =  a  (Oa);  le  radical,  en  eflet, 
cbange  de  si^nc  quand  le  point  )  tourue  auluur  de  a. 


(  5.7  ) 
le  signe  de  /  etant  -l-  s'il  est  prrccdc  (rnn  noiril)ro  ]iair 
de  lermcs,  —  s'il   est   precedi"  d'un  nombrc  iinpaii-  de 
lermes  ;  de  sorle  que,  si  Ton  pose 

P  =  m,  (  A  —  B )  -t-  m, ;  A  —  C  )  -f-  Wj  f  A  —  D ) 

-r  ni.'B  —  C]  -f- Wi(B  —Di-{-m,'C—  D), 

/7/,,w2 ms  t'lanl  des  enliers  positifs  ou  iiegatils, 

les  valeurs  de  x  seroni  de  la  forme 

(  P  +  /,     P  H-  A  —  /,     P  -^  B  —  /, 
^  I  P  -i-  C  —  /,     P  ^  D  —  /, 

f|uc  l'oii  peut  simpiifier.  En  effei,  si  l'on  integre 


J  vi.r- 


le  long  d'un  ccrcle  de  rayon  infini  decrit  de  Toriginc 
comme  eentre,  on  obtient  un  resultat  nul,  mais  cette  in- 
tegrale est  aussi  egale  ä  la  somme  des  integrales  prises 
successivement  lelong  des  quatre  laceis;  donc 

A  —  B-hC  —  D  =  o, 
?1  l'ün  pose 

A  —  B=-w,     B  —  C  =  cj, 


B  =  A  —  w,     C  =  A^ — w  —  CT,      D  =  A  —  B-f-C^=A  —  a. 

A  —  ß  =:  CT,        A  —  C  =  «   +  CT,        A  D  =^:  CT, 

B  —  C  =::  CT,     E — D  =;  CT — -  w,     C  —  D  =  —  u. 

r.a  quantite  P  est  donc  de  la  forme  //iw  -h«cT,  et  les  di- 
verses valeurs  de  x  de  la  forme 

m(o  -r-  nu  -h  i     ou     moi  -\-  nu  -\-  A  —  i, 

Les  quantites  in  et  n  designanldes  enliersqueloonques, 


(5i8) 
il  resuUe  de  lä  qiie,  si  l'on  faity  =f(x).  on  aura 

(4)     /{moi-h  ntj-r-  i]  ^^  f[mu  -{-  nzj  -r-  A. —  /]=:/[/); 

la  foncllon  y  adinel  donc  Ics  deux  periodes  o)  et  ct. 

Si  nous  partagcons  le  plan  cn  une  infinite  de  parolle- 
logranimes,  dont  Ics  cötes  soient  o)  et  C7,  ces  parallelo- 
grammes  porleront  le  nom  de  parallelogrammes  des  pe- 
riodes, et  nous  pourrons  enoncer  le  tlieorcme  suivant  : 

Th^oueme  III.  —  Dans  chaque  pavallelogramme  des 
periodes,  la  Jonclioiiy  prend  deuxfois  la  meme  valeur 
poiir  deux  valeurs  distinctes  de  x. 

On  peut  demontrer  directement  que  la  ionction  j'  est 
monodrome  dans  tonte  Tetendue  du  plan.  En  effet,  si  le 
pointj)'  se  meut  dans  une  portion  du  plan  qui  ne  con- 
tieiit  pas  des  points  eritiques,  x  resle  fonciioa  mono- 
drome dej^,  et  l'equation 


Jo    SJ[X 


dr 

-JL-  -.  —  j:=  o 


fournit  une  serie  de  valeurs  de  x  comprlses  dans  un  cer- 
tain  contour  C.  Reciproquement,  la  racine  y  de  celte 
equaiion  nepourra  cesser  d'ctre  monodrome  qu'auiour 
des  points  oü  ^^  acquerrait  des  valeurs  multiples  ou  au- 
tour  desquels  le  preniier  membie  de  l'equation  cesse- 
rait  d'elre  monodrome  ou  iini  par  rappori  ä  ;  ;  or,  la 
derivee  du  premier  menibre  de  nolre  equaiion  relative 
ä  y  ne  s'annule  que  pour  r  =  oo  5  les  seuls  points  011  y 
pourrait  cesser  d'elre  monodrome  correspondent  donc  a 
j'  =  a,ß,7,  ^  et  00, 
Posons  donc 


y 

z= 

a  - 

■+-3S 

dv 

dz 

llx 

^^= 

22 

^' 

(5.9) 
la  formule  (A)  dovicndra 


£ 


0.  dz 
—  —  X  -iir  O. 


La  fonclion  z  ne  ccsse  evidemment  pas  d'elre  mono- 
drome  aulour  du  polnl  2=  o,  et,  par  sulte,j'  ne  cesse 
pas  d'etre  moiiodroine  aulour  du  point  a  (a,  ß,  y  sont, 
bien  enlcudu,  supposes  diilerents  les  uns  des  aulrcs). 

Si  l'on  veut  ctudier  ce  qui  se  passe  aulour  du  point 
X  =  ^,  pour  lequelj'  =  co  ,  on  posera 

I 

on  aura  alors,  au  Heu  de  la  formule  (  A), 

dz 

— —  —  j;  =  O, 

V/(I— azj^i  — ßz](i— 7z)(l— oz) 

et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voll  que  cette 
equalion,  pour  j  =r  go  ou  pour  z  ^  o,  ne  cesse  pas 
d'elre  monodrome  par  rapport  ä  x. 

Nous  verrons  plus  loin  uiie  detnonslration  lumineuse 
de  ces  resullats,  niais  ii  elait  necessaire  de  presenter  ces 
consideralions  pour  faire  comprendre  l'esprit  qui  nous 
üuide  dans  nos  reclierclies. 

Nolre  bul  dans  ce  paragraplie  elait  de  montrer  com- 
ment  on  pouvait  elre  conduit  ä  concevoir  des  fonclions 
possedant  deux  periodes. 

6tcde  et  discussion  de  LA  FONCTiON  siu  amx. 
Considerons  l'inlegrale 

(i)  a:  =    I       =n 

qui  csl  la  plus  simple  de  Celles  auxquelles  se  ramenent 


(    520    ) 

les    integrales  que    nous    avons  considc'recs  plus  haut 

Legendre  posait 

j  =  sin7; 

il  obtenait  alors  la  rclalion 


<f^ 


k'  siu^< 


o  etait  ce  qu'il  appelait  l'amplilude  de  Tinlegrale  x. 
Alors,  en  posant  o^=  araa:,  on  a 

y  =  sin  am  x; 

le  nom  de  sin  am  x  est  reste  hy  consldere  comme  fonc- 

tion  de  x.  Nous  adoplerons  la  nolalion  de  Gudermann, 

plus   simple  que  la  precedente.  due  ä  Jacobi,  et  nous 

aurons 

j'  =  sin  am  ^  r=  sn  r , 

i/i  —  r^=  cosamx  z=  cn x , 


y 

=  lang  am  .t=  lux. 

sji-y^ 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  formnies  pour  cn 
preciscr  le  sens  et  determiner  le  signe  qui  convient  a 
cliaquc  radical.  Dans  ce  qui  va  suivrc,  h  sera  quel- 
conque,  mais,  dans  lä  pralique,  A'  sera  generalement 
reel  et  moindre  que  l'unite. 

D'apres  ce  qu'on  a  vu  au  paragraplie  precedent  : 
1**  La    fonction   snx  sera   conliuue,  monodrome  et 
monogene  dans  toute  l'etendue  du  plan. 
2"  Elle  possedera  deux  periodes,  l'une 

,r       "y    r' 

corrcspondant  aux  deux  laccls  successifs  et  relaiifs  aux 
points    criliqucs  — i  et -h  i .   Nous  rappcUcrons   ^\s.\ 
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nous  observcrons  qtj'elle  est  reelle  quand  /r  est  rccl,  et 
d'aillcurs  moindre  (jue  l'unile  cn  valeur  absolue, 

K^  r        ^-^    . 

l'aulre  periode  est 

A  designant,  pour  abreger,  ie  radical  •,  oii  pcut  la  rcpre- 
senter  par  2K'  ^  — 1 ,  en  posant 


Si  Ion  fail 


on  troiive 


-=/: 


dt 


k  est  ce  que  l'oti  appelle  le  module, 

Ix'  est  le  modale  complementaire, 

K  est  V integrale  coviplete, 

K.'  est  Vintegrale  complete  complementaire. 

Ainsi  les  cotes  du  parallelogramme  des  periodes  sont 
4K  et  iK\  — I. 

3°  La  fonclion  snx  passe  deux  fois  par  la  meme  va- 
leur dans  le  parallelogramme,  et,  d'apres  la  discussion 
falle  au  paragraplie  precedent, 

sn  '-jK  —  jr   =  snx. 

4°  La  fonction  sn,r  s'annule  en  particulicr  deux  fois 
dans  chaque  parallelogramme,  et  corame  on  a  evidem- 
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mcnt  sno  =  o,  les  zeros  de  snjc  sont  donnes  par  Ics 
formules  o  et  2K,  ou,  plus  geiH'ialemciit, 

4K/«   -h^l\.'nJ—i  I  ,      , — - 

^,  ,         *         ,       — -  •     ou      iVim  -~  2K' n\ — i. 

2  ( 2  m  4-  I )  K  -i-  2  K  rt  V  —  I   ) 

5°  Clierclions   les  iiifiiiis  de   srix.    L'uu    d'eux   scra 
donne  par  la  forniule 

et  Ton  peut  supposer  que  le  contour  d'integralion  seil 
rectiligne  cn  laissant  d'un  mcme  cote  de  lui-nieme  Ics 

poinls  critiqucs  -+-  i  et  -j-75  et,   de   1  autre  cote,  —  1  et 

n 

—  y",   mais  un   tel  contour  peut  (^tre  remplace  par  un 

demi-cerele  de  rayon  infini  deerit  sur  lui-meme  conime 
diametre,  ä  la  condition  d'y  adjoindre  les  deux  lacets 
relatifs  aux  poinls  critiques.  Or  le  contour  circulairc 
donne  une  integrale  nulle 5  on  a  done 


=      j  —   ^ILl       \  =    2K 


Ij 


et,  par  suile, 

a  —  K'  \/ —  1 ,      et     sn  (  K  -r-  K'  \i' —  1 )  =  t  • 

Ainsi  Tun  des  inünis  de  sno:  est  K' v^ — i,  et.  oomme 
sn  (2K  —  x)  =  siio:,  un  autre  infini  sera  2IV —  K  ^ —  i. 
En  geueraj,  les  infinis  de  swx  seront 

4wK -t"  (2« -1- i)K'\/  — I  )  . 

,  \„  ^,rt    I \    Oll    2Kw -+-   2« -r  I    Iv'v' — I. 

2(2/W4-l)K-i-^2«4-l]K'v'— 1) 
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6°  On  a,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

sn  X  =:  —  sn  {  —  X ) . 

y"  snK'y  —  I  etant  infini,  posons,  dans  l'e([uatiou 


dx 


r=>/^^-y)i^-^V"h 


Jf  =^  7»  X  =  y\.  Y  —  X  -(-  f  :  nous  aurons 


d'oü  nous  concluons,  z  s'annulant  avec  t, 
«  =  =h:snr  =  ±sn(—  K'V  —  I  -\- x]  :=z±isn(KV— i  +  x)-, 
et,  par  suite, 

sn  (K'  v' —  i-i-  x) 


ksnx' 
ov  pour  ^  =  K  on  Irouve  y  :  donc 

sn  (  K'  V  —  I  -+-  37 )  =  -j . 

A"  Sil  X 

8°  Enfin  l'on  a 

sn  (■  K )  =  I ,     sn  (  K  -4-  K'  y/ —  i )  =  j_ . 

SUR    LES    FONCTIOKS    DOUBLEMEiVT    PERIODIQUES. 

La  discussion  faite  au  paragraphe  precedent  nous  a 
revele  rexistence  de  fonclions  nionodromes  et  mono- 
genes possedant  deux  periodes.  Ces  fonclions  (et  les 
fonclions  ellipliques  sont  les  plus  simples  d'entre  elles) 
jouissent  de  proprietes  communes  qui  peuvenl  en  sim- 
plifier  l'elude^  nous  commencerons  par  faire  connailre 
ces  proprieles. 

Sans  doute  une  bonne  parlie  de  la  theorie  des  fonc- 
lions ellipliques  pourrait  etre  falte,  et  meme  a  ele  edi- 
fiee   avant  la   decouverte,    toute   receute,    de  ces   pro- 
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prieles-,  mais  Icur  connaissanre  explique  bien  des 
inethodes  d'invesligation  qui  pourraiont,  sans  cela, 
eire  rcgardees  comnie  des  arlifices  de  calcul  lieureux, 
niais  peu  propres  ä  eclairer  sur  la  melhode  d'invenlion. 

TiiT^.onEME  I.  —  //  n'existe  pas  de  fonction  mono- 
droine  et  monogene  possedant  deux  periodes  reelles  et 
distinctcs. 

En  effet,  si  la  fonction y(x)  possedait  les  deux  pe- 
riodes 0)  et  cj,  on  aurait 

m  et  n  de-ignani  deux  eniiers  quelconques.  Or,  si  r»)  el  u 
sont  commensurables,  soii  a  leur  plus  graude  comuiune 
mesure  et 

Si  l'on  pose 

m/i  -i-  nl  =  I, 

rette  equaiion  aiira  toujours  une  Solution,  car  h  et  / 
peuvent  etre  censes   premicrs   enlre  eux.  On  aura  dune 

mfi  a.  -f-  /?/a  =^  a      ou      w  w  -f-  //  a  =  a, 

par  suite 

/(t-+- a)=/(x); 

a  sorail  donc  une  periode  el  w  et  C7  seraicnt  ses  mul- 
tiples. Si  w  et  CT  sont  incommensurables,  on  pourra  tou- 
jours salisfaire  ä  la  formule 

oü  t  est  tres-pelii.  II  sulTit,  en  cfTet,  pour  cela.  de  ic- 
duire  -  en  fraclion  conti iiuc  :  soil      une    rcduile   quel- 

M  q 

/'',  M     •  • 

conqur.   -:1a  reduitc  suivanlc;       scra  compns  enlre  ces 

tj  CO  ^ 
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deux  rediiilcs  donL  la  dififcrcnce  -^,  lend  vers  zoro.  On 

pouna  donc  poser,  cn  supposant  o  <  0  <  i , 

cj        />  0 

-   —      H -, 

«        7        7'/ 


ei 

/7J  CO  -f-  rt  CT  =  W 


m-hn~  -\-n  — ■   \=m\  —^ +  — 7    ' 

L  7  77  J  L        7  77  J 


Or  on  peut,  eii  supposanl-  irreduclible   {ce  rjui  a   licu 

pour  les   rcduites    d'une    fraction    coiitlnue),    prcndrc 
niq  -\-  np  ==  15  mais  ni  el  n  sonl  le  numeraieur  ei  le  de- 

nouiinaieur  de  la  reJuile  qui  precede  -^  doae  —  <^  i 

7  7 

, ,    .     ,  .    ,         .     ,  2w 

et  mw  H-  7ia  sc  reduit  a  une  quaiilite  moindre  (luc  —  » 

c'est-a-dire  aussi  petile  que  Ton  veul  e.  On  auiail  doac 

f[.r-\-s)=/[x)      Oll     f[.t -h  s]  '■    /\x]=zOj 

e  elant  aussi  pelil  que  l'ou  veul.  La  fonciiou 

/(jr  +  e)  — /(x)  — o 

admettrait  donc  une  infiaile  de  racliies  £,   2£,   3e,... 
daus  un  espace  fini  du  plan;  l'inu^grale 

f  X  -^  z) 


z)  -/i-^) 


tfs 


serait  donc  inünie,  ce  qui  est  absurde.  II  est  evident  que 
deux  periodes  dont  le  rapport  est  re'el  ne  peuveni  pas 
coexister  noii  plus.  En  eilet,  soit  r  le  rapport  des  pe- 
riodes 5  on  pourra  poser 

2t  l'on  aura 
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ou 


en  designant  par  F  (  -  la  fonction/{ xj ;  x  etant  qucl- 
conque,  on  aurait 

et  la  fonction  F  aurait  les  periodes  reelles  i  et  r. 

Theoreme  TL  —  TJne  fonction  monodrome,  mono- 
gene et  continue  ne  saurait  avoir  plus  de  deiix  pe- 
riodes. 

En effet,  soient  a-\-b  \J —  i ,  a '+  b' y — i ,  a" -{-  b'\  —  i 
Irois  periodes  de  la  fonction  y(j:),  s'il  est  possible.  Je 
dis  que  l'on  pourra  loujours  trouver  trois  entiers  m, 
ni\  /7i",  tels  que  l'on  ail 

a'"  z=z  mn  -\-  m' a    -f-  m" a"  <CS| 
b'"  =  mb  -~  m'b'  -t-  m"  6"  <  e , 

e  etant  un  nombre  si  petit  que  l'on  voudra.  En  eflet, 
considerons  la  quantile 

a"'b"  —h"'a"  =  m[ab"  —  ba")  -^  m' [a' b"  —  b' a"    ; 

on  pourra  toujours,  comme  on  l'a  vu  dans  la  dcmon- 
stralion  du  iheor^me  precedent,  cboisir  m  et  m'  de  teile 
Sorte  que  (J"b"  —  b"'a"  soit  moindre  qu'une  quantite 
donnec,  et  mcme  de  teile  sorte  que  l'on  ait 

a"                     nb"  —  ba"           ,  a' b"  —  b' n"        , 
a    -b    ~      ou      m hm    ■ ^„ <J, 

c'est-ä-dire,  eu  valeur  absolue, 


a"'<§+b"'^,-> 


(  5^7  ) 
mais  m  et  ni  ayant  ^te  ainsi  dclermines,  on  pourra  irm- 
joiirs  choisir  m"  de  lelle  sorte  (juc  l'on   ail  en  valeur 
absülue 

//  I 


b'" 

mb 

v    "" 

V-^ 

et, 

parconst'quent, 

b"'a" 

(2; 

1 

b" 

Oll  pourra  Jone,  en  vertu  de  (i),  prendre 

2 

{d')  designant  la  valeur  absolue  de  «",  ou,  en  definitive, 

prendrea'"<^ — ^' Or,  de  (2),   on  tire  V"  <c} — -\  ainsi 
2  2 

on  pourra  prendre  ci"  et  V"  moindres  en  valeur  absolue 

que  les  demi-valeurs  absolues  de  o!'  et  b' .  Cela  elant, 

considerons  les  quantites 


h^''=n'  h'  -\- n"  b"  -^  n'" b'" ; 

on  pourra  choisir  les  entiers  /?',    //,  11''  de   teile  sorte 

n'"  b'" 

que  l'on  ait  en  valeur  absolue  «"' <" — ■>  b^''  <' — .   On 

pourra  determlner  d'une  facon    analogue  des  nombres 

n^"  b'^ 

a" <C  —  j  b''  <C  — 'Gl  ainsi  de  suile:  mais  a''\  a^\  a" ,  . . . 
2^2 

sont  des  fonctions  lineaires  a  coefiicients  entieis  de  a, 

«',  a";  de  meine  b'",    &'",  b",  .  .  .    sont    des    fonctions 

lineaires  a  coefiicients  entiers  de  b,  b\  b" :  ces  fonctions 

lineaires   vont   en  decroissant,  au    nioins    aussi  rapide- 

ment  que  les  termes  de  la  progression  geometrique  de 

raison  -•,  donc   elles  peuvent  etre  prises  moindres  que 

loule  quantile  donnec.  c.  Q.  f.  d. 
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Si  donc  la  foncUony*(x)  aJmettait  Ips  irols  periodcs 
a-hbJ — 1,  a' -+- b' \J — i,  a" -^  b"  )^  —  i,  eile  admel- 
iralt  une  pe'riode  a^'^  -f-  b^'^  \J — i  de  module  aussi  pelil 
que  Ton  voudrait;  f[x-^t) — f[x)=^o  aurait  donc 
une  infinite  de  racines  dans  un  espace  Hmiie,  ce  qui  est 
absurde.  II  n'y  aurait  d'exceplion  ä  celle  conclusioii 
que  si  l'un  des  nombres  a,-  et  son  correspondant  b-  s'an- 
nulaient  rigoureusement.  Mais  alors,  en  appelant  o),  o/, 
w",  pour  abreger,  les  trois  periodes  et  en  designaiit  par 
m,  m',  Jii"  trois  entiers,  on  aurait 


ni   w    ^  o. 


Soient «',  le  plus  grand  coinmun  diviseur  de  ni  et  m',  et  a, 
^  les  quotients  de  m  et  tu'  par  ni\  \  si  Ton  pose 

U.&)  +   p.'  tfj'  =   w  ,  , 


on  pourra  loujours  choisir  n  et  n'  de  teile  sorle  que  Ic 
detcrniinant  an' — wpi'  soit  egal  ä  i  pour  des  \aleurs 
eniieres  de  ji  et  n' \  alors  co  et  w'  s'exprimeront  en  fonc- 
lions  lineairesdew'i  et  Wj,  ä  coefficients  entiers.  On  aura 
ensuiie,  au  Heu  de  (i), 


Divisant  les  deux  membres  de  cctte  formule  par  le  plus 

grand  conimun  diviseur  de  m',  et  de  /«",  eile  preud   la 

forme 

'     '    ,      //   // ^ 

|A,  w,    -h   p.    W      =  O. 

et  si  Ton  prend  //,  u "  —  '^"p'i  ~~  ^ '  *-^  4^^  ^^'  possible,  et 
si  l'ou  pose 

/?  I  w  I   -f-  /?    CO    =:  CO  j, 

w'l  et  o/ seront  des  multiples  de  0/!^.  En  resume,  o)  et  w 
sont  foncilons  Jineaires  et  ä  cocHlcients  entiers  dew^  et 
de  Wj,    eest-ü-dire  de  Wj  et  de  Wi.   II  en  est  de  memo 


(  •">^-o  ) 

de  o)";  nos  trois  perioilcs  se  rrilulsont  donc  a  deux  de  la 
forme /;w"j  -|-  r/o)i,  p  et  q  dc'signaut  des  enliers. 

TH^OUEME    DE    M.    HERMITE. 

Tn^onEMr.  —  L integrale  (V unc  j'oncUon  douhle- 
metit  pciiodique  prise  le  long  d'un  parallclograinnie 
de  pcriodcs  est  nulle. 

Ce  iheor^me,  ou  plulot  reite  r(  marque  fondamen- 
tale,  est  due  ä  M.  Uermi'te  :  eile  est  presque  evidente.  En 
effet,  le  long  de  deux  cotes  opposes,  la  fonction  prend 
les  memes  valeurs,  niais  la  dilleicniitile  de  la  variable 
y  prend  des  valeurs  egales  et  de  signes  contraires^  la 
somnie  des  integrales  prises  le  long  des  (6l('s  opposes  est 
donc  nulle,  et  il  en  est  de  meine  de  Pintegrale  totale. 

Premiere  cons^quekce.  — Une  fonction  doublenient 
periodique  s'annule  au  moins  une  fois  et  devient  infinie 
au  nioins  une  fois  dans  chaque  parallelogramme  des  pe- 
riodcs,  car  sansquoi  eile  ne  deviendrait  jamais  ni  nulle 
ni  infinie;  mais  le  theoreme  de  M.  Hermite  nous  ap- 
prend  que  dans  chaque  parallelogramme  il  y  a  au  nioins 
deux  infinis  et  deux  zeros. 

En  eflet,  si  dans  un  parallelogramme  il  n'y  avait 
qu'un  infini,  Tiniegrale  prise  le  long  du  paralle- 
logramme serait  egale  au  residu  relatif  ä  cet  infini  multi- 
plie  par  27ry  —  i.  Or  ce  residu  ne  saurait  etre  nul; 
doncil  ne  saurait  V  avoir  un  seul  infini  dans  le  paralle- 
logramme :  il  ne  saurait  non  plus  y  avoir  im  seul  zero, 
Carla  fonction  inverse  n'aurait  qu'un  seul  infini. 

Deuxieme  cons6qukkce.  —  Dans  chaque  paralle- 
logramme, d  j  a  autant  de  zeros  que  dHnfinis. 

En  effet,  so\\.  J  [z]    une  fonction   ä   deux    periodes, 

aura  les  memes  penodes  •,  en  1  integrant 


Stlrm.  —  y/n.,  ir.  34 
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fe  long  d'un  parallelogramme,  oii  doit  trouver  /.ero,  ou 
la  diderence  entre  le  nombre  des  zeros  et  des  infinis  de 
f  [z)  :  cetie  difference  est  doiic  nulle. 


Troisieme    CONS^QüENCE. 
I 


—   Eu   integrant 

zf'z) 


ITZSJ  —   I      /l^j 

le  long  du  parallelogramme  des  periodcs,  et  on  appp- 
lant  w  et  cj  les  periodes,  on  trouve  la  diirerence  entre 
la  somme  des  zeros  et  celle  des  inflnis  contenus  dans  ce 
parallelogramme^  eile  est 

La  premiere  integrale  est  prise  le  long  de  la  periode  er, 
et  la  seconde  le  long  de  la  periode  w;  en  eÜ'ectuant,  ou  a 


itzsl 


w  log 


f- 


lO! 


/'^ 


OU  en  appelant  m  et  /i  des  entiers 


\  Zi  loi 


des  I 

—  w  log  I  ]  =  /n  o  -i-  «  u ; 


celte  quantiie  est  uiie  periode. 

QuATuiiiME  cowsfiQUENCE.  —    Uue  fotiction   double 
ment  periodiqiie,  qui  admet  n  infinis,  ou,  ce  qiiirewient 
au  memo,    n   zeros  dans  un  parallelogramme  de  pe- 
riodes, passe  aussi  n  fois  par  la  memo  valeur  a  a  l'in- 
terieur  de  ce  parallelogramme . 

En  elTei,  soit/(x)  une  teile  fonciion,/( x"»  —  a  aura 
aussi  n  inlinis  et,  par  suiie,  n  zeros;  donc_/ (j:)  passe 
11  fois  p;ir  la  valeur  a. 

Une    fonction    doubleuieut   periodique    qui    possede 
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n  inflnis  dans  un  parallclogramme  elementaire  est  dlle 
d' ordre  n. 

La  sommc  des  valcurs  de  la  varial^le  x,  pour  Ics- 
quelles/(j?)  prond  la  meine  valeur,  esl  conslaiile  a  des 
miiliiples  des  periodes  pres;  en  eflel,  d'apres  ce  que  l'on 
a  vu  (troisieine  consequence), /"(z)  —  a  est  mil  pour 
n  valcurs  de  z  qui,  a  un  multiple  des  periodes  pies,  oni 
une  somme  egale  a  celle  des  infinis  de/(x). 

II  n'y  a  pas  de  fonctions  du  premier  ordre,  puisque 
toute  fonction  a  dcux  periodes  a  au  moins  dcux  iiilinis 
dans  chaque  parallelogramme  elementaire,  et  les  fonc- 
tions doublement  periodiques  les  plus  simples  sont  au 
moins  du  second  ordre. 

Nous  allons  maintenant  essayer  d't'tablir  directement 
Texislence  des  fonctions  monodromes,  monogenes,  con- 
tinucs  et  doublement  periodiques. 


REMARQUES    RELATIVES    AUX    PRODUITS    INFINIS. 

Nous  allons  bientot  avoir  ä  considerer  des  produils 
de  la  forme 


n    n  ■+ 


et  il  est  bon  de  montrerdes  ä  prescnt  que  la  valeur  du 
produit  en  question  depend  de  la  maniere  dont  on  l'ef- 
feciue,  c'est-ä-dire,  en  definitive,  de  Tordre  des  facteurs. 
Considerons^  en  eflet,  m  et  ii  comme  les  coordonnees 
dun  point,  et  faisons  le  produit  de  tous  les  facteurs  cor- 
respondant  a  des  valeurs  de  ni  et  n  inlerieures  ai  une 
courbe  C,  et  de  tous  les  facteurs  correspondant  ä  des  va- 
leurs de  m  et  n  inlerieures  ä  uiie  courbe  Cj.  Soient  Pj 
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et  Pg  Ics  produits,  on  aura 

F;=n 

m  et  n  designant  les  valeurs  eulieies  comprises  entre  Ics 
deux  coritours  Ci  et  Cj.  On  en  tire 

logP,—  logP, 

=  V|       /.^  f ) 

=.y ' -,--y 

On    voit    que   logPj  —  logPj    peut   etre    infini  ;    mais 
il  peut  aussi  etre  fini   :    c'est   ce  qui    arrivera   quand 

-  sera  fini.  C'est  ce  qui  arrivera  encore 


///  w  -t-  «  w 


lorsque,   >  -,  etant  nul,  parce  ciue  les  deux 

contours  ont  pour  cenlre  l'origine     >  r-, 

^  ^  ,  ^^    a  -{-  III  (ti  -^  ri  tii   y ' 

ne  serapas  nul :  ce  cas  remarquable  a  ete  examine  par 
M.  Cayley.  En  designant  par  A  la  valeur  de  cette 
somme,  on  aura,  en  negligeant  des  termes  inCninient 
petits, 


logP,-  logP,  =  ---^, 


2 


et,  par  suite, 


P, 


L'ordre  dans  Icquel  on  edectue  le  produit,  m<^nic  cn  pre- 
nant  autant  de  termes  positifs  que  de  termes  negatifs 
dans  cliaque  produit  partiel,  peut  inlluer  sur  le  rcsuhat 

en  iniroduisaiit  une  exponenliellc  de  la  loniic  c        ; 
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c'est  ce  qul  nous  permellra  d'expliqucr  un  paradoxe  quo 
nous  rcncoiilrerons  plus  loin. 


SUR    LES    FOIVCTIONS    AUXILIAIRES  DE    JACOBI. 

Essayons  mainlenantde  former  directement  une  fonc- 
lioii  monodrome  et  monogene  admettant  les  periodes 
4K.  et  aK'y/ —  I  de  sn  x-  Si  Ton  observe  que  Ton  a 

■-4- 

ou 

sin X  =  lim  TT  (  i j      pour  n  :r^ co  , 

—  n 

cn  supposant  i ^  rcmplace  par  x.  on  sera  tente  de 

'■  ^  OTT-  ^  ^ 

poscr 

nf' ^— = 

^-^  V  o  K  /;/  -f-  3il<.  /?  V  —  I 

snx 


•'-■'-[  2K/H-[-(2/i-l- i)K' y/— I  J 


cn  remplacant  i -=rpar  j:,  ou  tout  au 

2lvo  4- 2K' O  y/ I 

moins  y  aura-t-il  lieu  de  se  demander  si  le  second  mcm- 
brede  celle  formule  neserait  pasdoublementperiodique. 
On  voii  d'ailleurs  que  ce  second  membre  a  ete  forme  de 
raaniere  ä  s'annuler  et  h  devenir  infini  en  meme  temps 
que  snx.  Malheureusement,  d 'apres  ce  que  l'on  a  vu  au 
paragrapbe  precedent,  les  deux  termes  du  quotient  que 
nous  considerons  sont  divergents,  et  ce  quotient  u'estpas 
biea  delermine*  auoi  qu'il  en  soit,  eu  groupant  conve~ 
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nablement  Ics  termes,  on  peui  obtenirune  foncliou  biea 
definie  qu'il  convient  d'eliidier. 

Considcrons,  en  parliculier,  le  produit 

n 


ou 


2  K  o  -1-  2  K'  o  y*  —  1 


doit  etre  remplace  par  .r. 

En  faisant  d'aboid  vaiicr  m  seul,  il  devicnt 

y-w-  2  K  /w  -I-  2  K'//  V  "~  '  —  ^ 
•*•-'•     2lvw -h  2K'rt  y/ — I 

2lv'/?  ^ —  f  —  X  j-^  I  iK'n  v' —  I  —  .r 


n 


9.K' ri  \i —  I 
2  Lv  /// 


•  OU,  en  observaiit  que  x  Yl  {  i  —  —  j  est  egal  ä  -  sin  t.x^ 


sin 

2K 


.      2  Iv'  //  V  —   I 

Sin 


2iv 

Qiiand  n  =  o,  il  iaul  reniplaccr  ce  produit  par  sin  --— ;  et 
le  produit  chercbe  peut  s'ecrire 

_„    ""      SK  „         »K       1 

"irll i^^r) 


si 


cn  posant,pour  abiegcr,  q  =  e        .  Onpeuteiicoreecrire 
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ccproduit  ainsi  : 

.     •^•^   TT   \^ —q^"c  ; 

«-K-n — ^(T^"^) — -' 

Oll,  cn  groupant  les  lermes  correspondant  ä  des  valeurs 
de  n  egales,  mais  de  signes  contraires, 

I  —  2  rr"  cos -I-  7*" 

•     '^•^   TT  '^ 

En  traitant  le  sccond  produit  ou  le  denominaleur  de  sn a; 
comme  on  a  traile  le  preniier,  on  le  Irouve  successive- 
ment  egal  a 

.     ( 9.  /?  -J-  I    K'  \/  —  I  —  ar 


n 


1«  +  i)KV— I 

2K 


OU 


'cos  —  +  <7^"'+i) 


n— 

Les  deux  resullals  auxquels  nous  venons  deparvenir  sont 

d'ailleurs  convergents  si,  cc  que  Tod  peut  toujours  sup- 

poser,  le  modiile  de  q  est  moindre  que  l'unite,  c'est-a- 

K' 
dire  si  la  i)artie  reelle  de —  est  positive. 
'  K         ^ 

La  melhode  meme  que  nous  avons  suivie  pour  former 

le  nuineraleur  et  le  denominaleur  de  suj:  montre  que 

ces  termes  ont  des  valeurs  qui  dependent  de  l'ordre  de 

leurs  facteurs^   et,  en  effet,   si  nous   considerons,   par 

exemple,le  denominaleur  qui,  a  un  facteur  constantpres, 

est 

(5>(a,-j  =  JJ      I  —  2(7="+'  cos  ~  +  ^=('«+0    , 
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il  a  manifestement  la  periode  4K-'  q^^c  possedait  snjc, 
mais  11  n'a  pas  la  periode  a/K'  qu'il  auralt  eue  en  lais- 
SiinL  d  abord  m  conslanl  pour  faire  varier  ai  ;  et  11  n'a  cer- 
tainement  pas  la  periode  ii¥J ,  sans  quol  11  seralt  double- 
ment  periodlcpie  sans  dcvenir  Infini.  Quol  qu'll  en  soit, 
11  est  Interessant  de  recliercher  ce  que  devient  la  ftjnc- 
lion  '^{x)  quand  on  change  x  en  x  -\-  2K'y/ —  i  ;  on  a 


I  —  2(72«+!  cos  7:  • 


.r  +  2KV— 1 


=n 
=n 

QU,  si  l'on  vciit, 

'f  (.r-f-  alvV— i)  =  \i  —  <7~'< 
c'cst-ä-dire 


K'/: 


2KV^^  — 


0 


r  — qin^ZQ 


T.Xs'-\ 


/  ?(-z-):  \i  — ö'^  / 


(A) 


cp(:r  -H  aK'/—  0  =  —  'fC-^)^ 


(.r-4-K'y/^) 


Le  num^ratcur  de  la  valeur  de  sn  x^  quo  nous  rcprescnte- 
rons  par  ö(^),  satisfalt,  comme  on  peut  le  verlfier,  ä  la 
meme  equation ;  des  lors  11  est  facile  de  volr  que  la  fonc- 

tion  definie  par  le  rapport— — -  admet  non-seulement  la 
periode  4K.  commune  ä  0  et  ä  cp,  mais  aussi  la  periode 
aK'y/ —  I.  En  elTet,  de  la  formule  (A)  et  de 


0(a7-+-2KV-  0  =  — 0(^N 


:(.r  +  K'/=^) 
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on  deduit 

II  reslerau  a  prouvcr  en  toutc  riirui'ur  que  sn  x  = ; 

.  .     ,  .  .    ,  .  ^^-^^ 

c'esl  ce  qui  scrail  evid«int,  si  l'ou  pouvait  admetlre  quc 

e(^)        ,  .      .  .  , 

— — r  represente  une  lonciion  continue,   monodrome  et 

y(.r) 

monogene.  En  effet,  snorct  — — -  ayanl  les  memes  zeros 

<p(.r) 

ei  les  rncmes  infinis  seraicnl  egaux  ä  un  faclcur  consiam 

pres,  qu'il  serail  facile  apres  cela  de  calculcr.  Nous  ik; 

tarderons  pas  ä  prouver  que  l'on  a  bien  ä  un  facteur  con- 

e(.r)    .         ,  ,  .,, 

slant  nies  sn  x  =:        , ;  lusqualors  nous   considercrons 

ce  fait  coninie  tres-probahle. 

Les  fonctions  tellcs  que  0  et  cf  sont  ce  que  nous  appel- 
lerons  des  fonctions  elliptiques  auxiUaires. 


COJNSIDfiRATlONS    KOUVELLES    SUR    LES   rOWCTIOJNS 
AüXlLIAIUES    DE    JACOBI. 

Nous  voilä  conduits  a  etudier  les  fonctions  auxiliaires 
evidemment  plus  simples  que  les  fonctions  doublement 
periodiques  qu'elles  engendrent*,  mais,  sous  forme  de 
produit,  elles  paraissent  peu  maniables,  et  nous  allons 
essayer  de  les  developper  en  serie. 

En  definitive,  il  est  ä  peu  pres  etabli  que  sna:  (et  Ton 
verrait  de  meme  que  cna:,  d.nx)  peut  etre  considere 
conime  quotient  de  deux  fonctions  admettant  l'une  ses 
zeros,  l'autre  ses  infinis.  Ces  fonctions  n'ont  qu'une  pe- 
riode,  mais  elles  se  reproduisenl,  ä  un  facteur  commun 
pres,  quand  on  augmente  leur  variable  d'une  quantite 
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convenablement  choisie  et  qui  sera  une  seconde  periode 
de  leur  quoiient. 

Designons  alors  par  Q(x)  une  fonclion   possedanl  la 
periode  o),  et  developpable  par  la  formule  de  Foui  ier 

suivanl  les  puissances  de  e*"  ,  parlageons  le  plan  en 
parallel ogrammes  de  coles  o)  et  er,  et  proposons-nous  de 
faire  en  sorle  que  dans  cliaque  parallelogratnme  la  fonc- 
lion 6  possedejüc  zeros. 

Le  nombre  fz  de  ces  zeros  devra  etre  egal  ä  l'inte- 

1       A  ^  ®'^-^)  -11  1  '•'.!' 

grale  de — — -»  prise  le  long  du  perimelre  d  un 

"in  y/ —  I   ^i-^j 

Parallelogramme,  et  cela  quel  que  soit  le  point  que  Ton 
prendra  pour  sommet,  si  Ion  veut  que  les  zeros  soient 
regulierement  distribues  dans  le  plan.  Or  la  valeur  que 
prend  notre  integrale  le  long  des  cotes  paralleles  ä  us  est 
nulle,  puisque  la  fonclion, adniettant  la  periode  o),  prend 
des  valeurs  egales  sur  ces  cotes,  tandis  que  dx  y  prend 
dos  valeurs  egales  et  de  signes  conlraires.  On  devra  donc 
avoir,  en  integrant  seulement  le  long  des  deux  aulres 
cotes, 

et  cela  quel  que  soito:;  cette  equaiion  determine  6.  On 
peut  poser 

et  determiner  les  coefficienls  indetermines  a,  (S,  y,  •  .  . 
par  requalion  (i)-,  cette  equaiion  n'en  determine  qu'un 
seul,  et  nous  supposerons  alors,  pour  simplifier,  ß  =  u, 
y  =  o, .  .  .  .  La  formule  (i)  donne  alors 


= I  a  äx 


2;r  V' — ' 


( 5,^() ) 


2  77U  ^/  —      I 
CO 

et,   en  remplacant  a,  ß,  '/,...    par  Icurs  valcurs  dans 
l'c''(jualion  (2),  011  a 

6'(x)         Ö'f.rH-cr) 27rp.y/ —  I 

ö(.r)  (t[x  -^  rs)  w 

Oll,  cn  intcgianl, 

,  0!  .r]  2  TT!/  1/ '    /  ^ 

'«y^^TT^^-^i;— (-  +  ^)' 

c  dosignant  iine  constante.  On  en  deduit 

_  ii-^  Ei 
0  .r  +  cT;  =  e(x)6^     "'   •'^"'^^'. 

Ainsi  il  suHira  d'assujetiir  la  fonciion  ö  (x)  aux  condi- 

tioMS 

,    Ö  [.r  -t-  w'  =0(.r), 

(3)  '  iW-i   , 

pour  obtcnir  une  fonciion  teile  quo  nous  ladesirons.  La 
premiere  formule  est  satisfaite  en  posant 

_--,  — nx 

n= — 00 
011 

(4)  Q{.r)  =  le    - 

Nous  allons  determiner  ^(/z)  de  maniere  ä  satistaire  ä 
la  seconde  condition  (3):  on  a 

8  r  \^—  I 
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Sl  l'on  pose  alors 

( 5 )  ?  ( " )  —  ^[n  -~  u.)  -~  ni3  ■=.  —  cv., 

on  aura 

2  -r.  V'"                                                    5  "  \'~     . 
1 'n -t- ji)  X  +  o  (n  +  nl] |i.!x-4-c) 

ou  _ 

6  (x  +  tj    =z  ö '  r   e         "  , 

et  les  formules  (3)  auionl  Heu.  L'equalion  aux  diflTe- 
rences  (6)  ne  delermine  pas  completement  ^(x)  :  eile 
laissearbitraireso(i),  9(2),  .  .  .,  o{u).  En  appelanl  '^(/n) 
une  de  ces  quaiilites,  on  a 

^(m-l-pt)  =  ^(m] -i- cpt -f- /?JCT, 

ü  'w  -I-  2  y.)  =  o  'wi  -r-  ft'  -r-  Ctx  4-  '/W  -4--  p)  CT, 


&  /«  +  /fx ,  z=  <f  '^^m  +  /  —  i  ^]  ^  c ^L ->r  \ni  -TT  i  —  I  }J-j  a, 
d  oü  l'üu  lire 

ofw  +  iu.]  ^=a^ni]  -\-  iiic  H-  er-  [im  -+-  /:*  —  tx). 

et0(.r)  preiul  la  forme  suivaute,  en   remplacant  z[n) 
dans  (4)  par  sa  valeur 

oü  l'on  a  pose 

(6)  e,„(.r)=:    ^    e      ""        L  ä  J. 

i  =.—  00 

Donc  : 

1*^  Les  fonclioiis  inonodromcs  et  monogenes  saus- 
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faisnnt.  aiix formiilcs 

i  0(a:  H-  w)  =ö(x), 
(3)  ^r.\/— 

{  Q{x  ^  cj)  =  0[x-e 

sont  fonctions  lineaircs  et  homogenes  de  fji  (Vontre 
elles  ; 

2°  Ces  fonctions  existent  reellenient,  car  la  seric  (6) 

.    ,  .       .  .         .  ,      CTT 

est  conuergcnte  si  la  paitte  inuigmaire  de  —  est  posi- 
tive, ce  que  Von  peut  foujours  supposer.  En  effet ,  alors 
la  racine  i""^'  du  i'""'  terine  de  la  serie  (6)  tend  vers 
zero ; 

3°  Ces  fonctions  ont  jx  zeros  dans  le  parallelogranivie 
des  pc/iodes  w,  cö. 

Enfiii  le  quoLicnl  de  dcux  quelcoiujues  de  ces  fonc- 
tions a  evidenimcnt  les  periodes  co  et  nr,  ce  qui  prouve, 
a  priori,  rexislcnce  des  fonctions  ä  deux  periodes  arbi- 
iraires  et  a  /:ji  zeros  ou  du  fx""""^  ordre. 

DES  FOACTIONS  DU  TUEMIER  ORDUE. 

Nous  dirons  qu'unc  fonclion  elliplique  auxiliaire  est 
d'ordre  [i  quand  eile  aura  ^a  zeros  dans  son  parallclo- 
gramme  des  periodes.  Les  fonctions  du  premier  ordre 
saiisfont  aux  cquations 

B[x  -f-  rj)  =  Q[x)e        "  , 

et,  Q  designant  l'une  d'elles,  les  autres  seront  egales  ä  0, 
ä  un  facteur  conslaiit  jirös.  On  pourra  alors  poser 
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Nous  relrouverons  ceile  fonclion  plus  loin.  Observons 
toulefois  qu'clle  n'engendrera  pas  de  fonclions  aux  pc- 
riodcs  siuiullanees  &)  et  C7^  mais  il  faul  remarquer  que, 
si  la  fonclion  en  questioii  est  du  pieniier  oidre  par  lap- 
port  aux  peiiodes  o)  et  cj,  eile  sera  du  second  ordre  si 
Ton  prend  pour  periodes  oj  et  acj  ou  2  0J  et  er  :  c'est  pour 
cela  que,  devant  la  rcüicoiiirer  de  nou\eau  dans  tous  Ics 
oi'dres,  nous  ne  nous  en  occupcrous  pas  ici. 


DES    FONCTIONS    DU    SECOND    ORDRE. 

Les  fonctions  du  second  ordre  salisfont  aux  equaiions 

l   Q  [x  -h  u ^  =  9  [x j  e        " 

Elles  sont  au  nombre  de  dcux  dislinctes  0^  et  öj,  la  Solu- 
tion la  plus  generale  eiant  Ao9o-f- A,ö,.  A^  et  A,  desi- 
gnant  deux  constanles  arbitraires.  On  a  d'ailleurs 

i  —  +  x  — 

-  1 2  i  X  +  2  if -(- i- D  —  i  o] 


i  =  —  =o 


[(2i -l-l)x<- Sic  -l-l«ir; 


Les  fonctions  qui  servent  de  numerateur  et  de  diMiomi- 
nateur  ä  sn.r  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  pe- 
riodes aK'y^ — I  et  4K.-  En  eilet,  ces  fonctions  salisfont 
aux  relalions 

I's  ( X  •—  4 K )  ^zj  of  t), 
o^x-H-alvv  —  i  j  =^—  9[x)e       *^ 
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Or  la  seconde  de  ces  relations  peut  s'«'crire 

ucs  formules  coincideront  donc  avcc  (i),  eii  posaiit 

le  luiiiuTateur  et  le  denominateur  de  siix   seront  douc 
de  la  forme  Ao0o(x)  -h  ^^Q^  (x),  et  l'oii  aura 


(5J 


T.\'  ,  , , 


OA.r]=le 


•«j.    -VK~I(^'-^-l)-'+2iK-t-2»KV— l(i-t-l)] 


Groupons  les  termes  concspondant  ä  des  valeurs  de 
i  egales    et   de    signes   contraires,    et  posons    toujours 

_  'il 
<7  =e      '^  ,   nous  aurons 

A  /      ,  5  Tt-^  -,         ■2Tr.r 

"ol-^  j  r=  I  —  2  71    COS   ■  . x-iq-  cos 1-  .  .  . 

Iv  ^  K 

/  77  r 


.            ^  .         . ,          ?  77  .r 
-+-     —  I  i'  20' 'COS h  . 


0,  {x)z=y/— I  (2  7''sin  ^  —  27'('+"sin    '"'^-f-. 

±27'^'+')  Sin  ^ 1- 

JacobI  designe  la  fonclion  Öq  par  ©(-x):  quant  ä    la 

fonction  01,  nousla  remplacerons  par— =^^  0,,  ce  qul  lui 

y/— 1 

donne  plus  de  symetrie,  et  nous  la  representerons  en- 
core,  avec  Jacobi,  par  H(a:);  nous  aurons  alors 

e(j:]  =  I  —  2</COS-— -+  27*  cos —^ h.  ..-+-( —  Ij'2«7'"COS~T-  .  . 

„,     ,  J-   .      TT.r  I    .     37r,r  (li±I_'   .      (2 / -+- I  1  tt .r 

H^rJ  =  7*  sin  — —  —  7*  sin  — — -  -\-  .  .  .  ±17     *     sin    '■ qz 

^    "^  als.  2k  ^  2K 
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Du  reste,  les  fonctions  les  plus  generaies  satisfaisant 
aux  formules  (4)  sont  de  la  forme  A0(x) -(- BH  (x). 
Aux  fonctions  0  et  II  on  adjoint  aujourd'hui  les 
fonctions  0(j:+K),  que  Ton  designe  par  Qi[x),  et 
H(a:-f-K),  que  l'on  designe  par  IIi(x).  SI,  dans  les 
formules  (5),  on  remplace  x  par  x-r-K,  ou  trouve 
alors 

,     ,                                  TT.r                         TT.r 
Qt'^x]=  i  -+-  2  <7  cos  — — 1-27*  cos  —, 1-  .  .  .  , 

1         ^.r  1        3-.C 

H,  (or ]  =  2  7 *  cos  — —  +27* cos  — ~  -+-.... 

^      '  2lv  2  k 

II  existe  enlre  les  fonctions  II  et  0   une   relation  rc- 


mar([uable  :  quand  on  cliange  x  en  x  -h  K'y  —  1  j  0  de- 


vient  egal  ä  Y — iH[x)e      ^'^  ,  ce  que  Ton  ve- 

rifie  Sans  peine  en  rempla^ant  x  par  j"  -+-K'\  —  i  dans 
Q(^x)  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  dans  son  egal  do{x) 
exprime  par  la  formule  (5). 
Voicl  le  detail  du  calcul  ; 


•■\/—i/  I — \ 

-'  2 1  .r  +  S  j  K  +  •  I«  K'  V  —  1 ; 


0(.r-hKV-';=- 


_^/~7  t:  K' 


>lv 


C 

— jT— [  1 2  j -t- 1 )  I  +  i  I  K  +  J I  ( i  + 1)  K' V^^  1 


X2e 


''''     -(s-t+KV-l) 


On  verifiera  facilement,  dune  maniere  analogue,  les 
formules  nou  demoutrees,  que  uous  resumons  dans  le 
lableau  sui\aiit  ; 
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TABLEAU    Jn"    1. 

.  Tr.r  O.T.r  JTT.r 

0  (.r)  =  I  —  27  COS h  2 7^ COS  — 27'cos  —  ; 1-  .  . 

K  K  Iv 

,     .  TT.r  ?7r.r  3rrx 

0,  Lr)  =  I  -t-  27  cos h  27^cos h  27'C()S  — — h  .  ■ 

'  K  K  K 

^'^      \,    .     .  i   .      TT.r  \    .     Z^.T  '^    .     Sttx 

11  ( j:=:  27    sin 27    Sin        -  +  27      sin  — .  . 

2K  ^  2lv  alv 

„    .     ^  i         Trx  f         37r.r  ^        5:r.r-,-  .. 

H,( xj  =  27*  cos——  +  27  *cos — —  -\-  in     cos — — 
1  ■'  2K  '  2K.  '  2  k 

7  =  e     ^  . 

\   0   (a:4-K)  =Q,[x],      H  (x -t-  K]  =  H,  (x), 
^^^      I   0.(x^-K)  =  0  (x);      H,(x  +  K)  =  — U(j:). 

j  0  (x-H  2R)  =0  (.r),  H  (X-H2K)  =— H  (x), 
^^^  \  0.  (x4-2K]=0,  (x);  H,(x-l-2K]^— II.(xj. 
[4]  4^*^  ^^^  ""<^  periode  de  0,  0,,  H,  H,. 

I    0    (x+  2K'y/—  l)  =—  0(x)<?         '^ 

1  /  ,    / ,      s    -^y^iC^c  +  KV^) 

I    0,  (x-h  2IS.V—  I;=0'(-^)^ 

I  /  ,    , ^  ,      V     --^(x  +  kV^,) 

IH  (x-H  2lv  V— «;  =  —  H  (•^)<^  . 

. ,  —ü^^'x  +  kY"'^ 

\  ll,(x+2KV-  il  =  H,(x]e       »^ 

(sot  +  kV— T) 


[5] 


0  (x  +  K' v'— ij^V^— iH(-r)c      *'' 


I  0,  (x  -{-¥J  \J  —  1  ■  =  II| 


x\e 


4K 


H  (x  +  K' V  -  ij=  V  — ^©v'^)'^ 

, ,    .   -1^(2-+ kV—) 

H,(x  +  K'v'— ij  =0,(x)<^      ^^ 

i^Q  [—x)=&{x],      H  :;--x]  =  — H(.r), 

t^l  j  0,[_ar]  =  ©,(x),     H.,-^j  =  H(x]. 

Stuhm.  —  .i«.,  IL  35 


(  540  ) 

RfiSOLUTION    DES    ^QUATIONS  0,   Oj,  H,   IIj  =  O. 

On  a  evidemment 

B(jr)  =o, 

et,  en  vertu  des  formulcs  [3]  du  tableau  n°  1.  comnie 

n(a:-l-2K)  =  — II(x), 
on  a  aussi 

H(jr)  n'ayant  qua  deux  zeros  dans  le  parallclo^ramme 
dcsperiodes  4K  et  2  K'^ —  i,  les  zeros  seroni  de  la forme 
suivante  : 

4 / K  H-  2/  K'  v^^n"     et     ( 4  y  -h  2  j  K  4-  2/  K' \'^^, 

ou,  si  l'on  veut, 

(H)  2yK  +  2/K'v'^^, 

7  elf  designant  deux  enliers.  Mais,  d'apres  [2],  IIj  ( x) 
est  egal  ä  H  (xH-K)-,  douc  H,  (x-hK)  est  nul  cjuand 
X  est  de  la  forme  precedenle;  douc  cuüu  les  zeros  de  H, 
sout  de  la  forme 

eufin,  eu  vertu  de  [6J,  les  zeros  de  0  sout  ceux  de  il 
augmentes  de  K'^ —  1  5  ils  sout  compris  daus  la  foruiule 

(0)  2/Kh- [2/'+ i)K\  —  i; 

ceux  de  0i  sont  compris,  eu  vertu  des  memea  lor- 
niules  [6],  dans  celle-ci  : 

(©,)  (2y -H  i^Iv -r  ^2y' -H  1,  lv\  —  1. 


[8] 


(  '-\:  ) 

TABLEAÜ    N°    2. 

Zcros  de  0 (x ) . .  .  2yK  -f-  (  2/  -f-  i ]  K'  y  — 7 , 

de  H  ( X ) . .  .  2yK  4-  o.j'  K'  v/~ , 

de  0.  (.r). .  .  ( 2/  -h  I )  K  +  (  2y'  -+-  1 )  K'  y/^  , 

de  \\,[x]  .  .  (2y  -j-  i)K  -+-  2/K' y -7. 


:XOL'VELLES     Dl!;FlMTlONS     DES    FONCTIOKS    O,     H.     0,,     IIj, 

Les  lonciions  Oj,  Hj,  0,  H  satisfont  aux  forrauks 

I    0,(a:-f-  2K]  =0.(x), 

(  0j(x-f-2K'y  — ij  =0,(x)e        "■ 


/   0  (x-t-  2K)  =  ©i-r), 

(  0  (x  -^  2K'v'^)  =  — 0(x; 


rv/::rT 


'vJ:-*-kV-   l) 


/   H.(x-4-  2K)  =  — H,(x), 
/   U  (j:-+-2K)  =  -lI(x), 

(4)  -V—,     ... ,— X 

(  H  (x-t- 2K  y/— ij  :=— Il(x)d       »^ 

Si  l'on  ajoute  que  ces  quatre  foiiciions  sont  syncc- 
tiques  et,  par  suiie,  developpables  en  series  d'exponeii- 
lielles,  elles  seront  deiermiiiees  ä  un  facteur  cousiaut 
pres  par  ces  quatre  formulcs.  Ce  fait  est  dejä  etabli  a 
l'egard  de  la  fonction  0^5  nous  allous  le  prouver  pour 
les  autres  fonciions. 

Lorsque  Ton  a 


(5) 


0(.r-t- w)  = 


et  que  la  fonction  Q{x)   est  syneclique,    ces  equationa 


(  548  ) 
imposcnt  ä  la  fonction  0  la  forme 

A„0„[x)  +  A,9,(x)-i-  ...  4-  A(,_,0^_,(x), 

oü  Ao,  A,,  ...,  A^_i  soul  dos  coiislantes  et  oü  9q,  0,.  ... 
designeiit  des  Solutions  de  (5j.  Si  doiic  on  Tail  p.  =  2, 
0)  =  4K,  üj  =  2K' sj —  i,  f  =  K'^ —  1,  Oii  aura 

j   e(x-4-4K)=ö(ar),  _ 

(    &(.r  +  2K'y/— l)  =  e:.r]e        »^  , 

et6(j:)  sera  de  la  forme  Ao^q-I- AjÖi.  ür  les  deux  fonc- 
tions  0,  (x)  et  H,(x)  satisfont  ä  ces  deux  cquations; 
Icur  Solution  geneiale  sera  donc 

Ao0i[^;  -H  A,Tl,(j), 

Si  ron  ajouie  que  0[x)  sammle  pour  une  valeur 
doniiee  K  4-  K'^ —  i,  il  faudra  que  Aj  =  o,  et  la  foiic- 
lion  0  sera  definie  ä  um  facteur  pies. 

Ainsi  les  fonclions  0i,  H|^  0,  H  sont  definies  par 
leurs  zeros  et  par  les  forinules  lelles  que  {^(j).^  que  Ion 
peul  deduire  de  (1),  (2),  (3),  (4)5  mais  elles  ne  sont 
definies  qu'ä  un  facteur  constant  pres  (on  recoiinait 
dans  H  et  0  les  valeurs  (jui  figuraieut  en  nuiueraleur 
et  en  denoniinateur  daiis  snx j. 

SUU  UWE  FOUMULE  DK   CAUCUY.   NOUVELLES    EXPUESS10>S 

DE  0,   U,  01,   lli  EIN   PROUL'IXS. 

Posons 

i  F(z)  =  [n-7z)(n-<7z-)(i+y'z)(i-H7's-';.,. 

Nüus  auroiis  evidenimenl 


F  7-2   =  F  zl  • — 1 


( ^\\) ) 

c'csl-a-(lire 

Celle  equalion  cüiisliluc  iinc  propriele  de  la  foncllon 
F(::)  qui  va  nous  scrvir  a  la  developpcr.  F(:;)  est  de  la 
forme 

Remplacons  dans  (2)  F(c)  par  celle  valeur,  nous  aurons 

=:[Ao-+-A,(^^^-i)+...-HA„^i(^«+>-f-— «->)](! -^<7'"^'-). 

et,  en  egalant  de  part  et  d'aiilre  les  coefficients  des 
memes  piiissances  de  z, 

Ao</   -^  A,<72«+*  =  Ao72«+3  ^  Ai, 

A  ,  (73  -4-  Ao  g2/i+6  =    \  ,  ^2«+3   _i.  A,, 


bien 


Ao(^    —q''"^^)  =  Al(l  —  q' 
Al(^^  —  ^2rt+3)  _  A,(i  — ^5 


Or  on  connait  A;^^.,  ;  il  est  egal  ä 

q  q'i  q^  .  .  .  q'^n  +  l  ^:^  ^i+3+...+(2^+t)^ 

et  Von  tire  des  formales  precedentes 

K  ^  _  ^1-4-3  +  . .. +  (2«+l)  _J_ Z Lll % '        ^  t i , 

Supposons  q<.\,  alors  pour  «  ^  co  011  aura 

T 

Ao 


Ai=^Ao,     A,  =  ^3Ai,     ..,, 


(  55o  ) 
et,  par  sulle,  cn  egalanl  les  valeurs  (i)  et  [V]  dcFfz;, 

,  4_fy(3  +  z-')  +  <-/*(z* -H  z-')  -+-  ^«(z'-Hz-^)  -t-  .  .  . 


(i  — 7=)(i  —q*][l  —  q'){l  —  q']  ... 
Teile    est   la    formule    de   Caucliy :    (|uaiid    on    y    fait 
z  =^  e    ^     ,  et  quand  on  observe  qu'alors 


Tl'XT 

i-'-  H-  z"'*-  =  2  cos  -7-  ; 
Iv 


eile  donne 


T  X  TT.T 

(i  +  2ycos  —  +  7')(i  +  2«7'cos—  +  7^".  .  . 

TT  .r                           ?,  TT  .r 
I  H-  2 7  COS h  "2 (7 'cos—— r  •  .  . 

__  Iv  K 

Si  donc  ondesigne  par  c  le  produit 

;i— 7',  >  — 7',  ;'  —  7")  •••» 
on  aura 

©1  (.r)  =  c{i  -4-  27  cos  '"--   4-7')  (i  H-  27' cos  ^- (J^    .  .  .  . 


En   cliancjeant   dans    celte    formule   x   cn    XH-K. 


en 


a:  4-  K'y  —  1  et  cii  x-i-  Iv  -h  K'y  —  1,  on  forme  le  la- 
bleau  suivanl  ; 


( ^^'  ) 

TAni.EAU    N"    3. 

c  =  (i-9')(i-7*)(i-7").... 
;■  0|  (.r)  =:  c  (i  -{-  2«7cos  "p-  "*~  ?' )  (  ^  "+"  27'cns  —  -t-  ^M 

0     (x)  :=:  c(   I  —  7.qcQS 1-  ''/M  f  I  —  2  7'COS  —  4-  7"  ) 

■ '"  TZ  X  f  TZ  X  \ 

H,  (x)  =  c27*cos  —  {  '  +  2  7'co5—  H-  7*  I 

1  /  TT.r 

X  (  I  -+-  2  7*cos  —  4-  7'    •  ■  • » 

w  I    \  T        ^-^  /  ,        TTjr  \ 

1:1  (x)  =  C27  COS  —  I  1  —  27-c()s  -^-  H-  y  1 

X  (  «  —  2  7'cos— -  -\-  7' 

RELATIONS    ALGi!:BR1QUES    ENTRE  0,  II,  ©i,  IIj . 

Considerons  les  fonclions  0%  H%  0',  H,'  \  dies  salis- 
font  toutes  les  quatre  aux  relalions  (p.  5i3) 

e(^+  2K)  =  ö(a:), 
0(a:-t-2K'v  —  ij  =e(j:)e       "^  '; 

donc  deux  des  quatre  fonclions  en  question  sont  des 
fonclions  lineaires  et  homogenes  des  deux  aulres.  Po- 
sons  alors 

on  en  conclura,  pour  j:  =  o  et  x  =  K, 

©\o)=A,H^(o,,     0=^K;=AH'(K). 

D'aiileurs 

H^(o)=H\K); 


(    502    ) 

on  cn  dedult  A  et  A,,  et  la  formale  prececlente  donne 

CG  que  l'on  peul  aussi  ecrire 

On  trouve  de  meme 

^   ,   >  €)'K-+-R'v/^^'i  ,,,0-'o] 

0'  LT  =  H^  [x]  ^  +  0;  [x]  — —  ; 

mais  (formules  [6]) 

©f  K  -1-  K' s.1^^)  _  n'K)  _  H,  (o)  _ 

iHiv  +  K'v— 0  ~  '^^^)~  ®^y)' 

üonc 

(.)  0.(.„)  =  ffW  ";-'-' +e:W^!- 

^    '  ^  ^  ^  •*  0;  (o)  '^     ©;(•"■>) 

KELATIONS    DIFF^RE^TIELLES    EiNTRE    LES    FO>CTIOKS 
AUXILIAir.ES. 

Posons 

_ITf.r) 

on  aura  "" 

dj  _  U'{x)e{x)  —  Q'{.z)U[x) 
cU  0-  [x] 

Or,  en  dilTcrontiant  les  formules  [5],  on  a 


(I 


H'(jr-+-2lv'v— i)=— n'(.r)t'        i< 

j   0  (x  +  ak'v  —  ij  =  —  0  (.r)<?       ^ 
+  0(x>       ^ 


^'-'(x-HK'v'^i^-s/^I 


(  ö:,3  ) 

Orlcsdeux  foiictions  Vl{x)  et0(a:)  possedeiit  la  periode 
4K  ;  il  011  est  doiic  de  meine  de  H'(x)  Q(x)  —  0'(x)  H(x), 
et,  quand  on  y  (hange  j:  en  x -h  aK'y  —  i,  cn  venu  de 
(2),  Celle  fonciion  devient 

[Q{x)  H'(^)  -  U{ar]  0'(x)]r"''i      U+KV-.)_ 

eil  d'auircs  tcrmes,  eile  s'est  troiivee  muhipliee  par 

Or  Ics  foneüons  Q[x)ll[x)  ei  0,(j:)Hi(a:)  sont  dans 
ce  cas;  on  doil  done  poser 

(3;    H'(x)0(.r)  —  II(jr)0'(j:],  =  A0(.r)  H(x]  -f-  B0,  (j:)  H,  (:r;, 

ou,  en  divisant  par  0*  et  en  tenant  compie  de  (i), 

dr  n{x)       ^  0,  :.t]  H,  'x] 

-T-  =  A  — --  -t-  ß  — ;- '  -   ,'.' ' 
dx  ©i^x)  0^r)    0(j:) 

Mais,  si,  dans  (3),  on  cliange  x  en  — x,  on  a 

H'  \x]  0  (x)  —  II  (.r)  0'(j7)  =  —  A0  (.r)  H  [x]  H-  B0,  (o:)  H.  (x), 

et,  eu  comparant  celte  formale  avec  (3),  on  a 

A  ^  o; 


donc 


^'  _  B  ^  FT, 
dx  Ü    0 


Si,  dans  (3 ),  on  fait  o:  =  o,  on  a 

H'(oj  0 (o)  =  B0,  'o)  H,  (o). 

Tirant  B  de  lä,  la  formale  precedente  donne 

dy^_  H\'o'.0[o)    0,  (.r)  H.  [x)  ^ 
^'^'  r^x  ~  0.  ^o;  H,  (o)         &-'x] 

Enlrc  celte  formale  et  les  formales  (i)  et  (2)  da  para- 
graphe   precedent,  eliminons   0i(a:)   et  Hi(a:j5    uous 


(  554  ) 


-_H-(o)r      0Uo)   -ir      H>j   -i_ 


Celle  equation  serall  identique  a  celle  qui  nous  a  servi 
primilivement  ä  citTinii'  le  sinus  de  ramplitude  x,  si 
Ton   supposait 

/  0,[o)  ©,fo)  B!x)         I   H(x) 

'    sn.rz= — -Y=-      :        =:  ^= > 

H,(o)  H.'OJ  0^xj        ^^  0^xj 

,   0,(o)HW_ 
^^'         \  H,(o)0(oj  -'' 

el  Ton  aurait 

' df,nx\  ' 

=  (i  —  sn*x  I  (I  —  /.-sn'jr;. 


dx 
On  a  donc  bien 


Yif.r)   0,.'o) 
sn  j  = 


©i-^)  Ui(o) 

et  il  est  nettement  etabli  que  la  fonction  snx  esi  mono- 
drome,  puisqu'on  peut  la  former  de  toutes  pieces  en  la 
consideiant  tonime  lequolient  dedeux  fouclions  moiio- 
dromes. 

Mainlenaiit  reprenons  les  fornxules  (i)  et  (2)  du  pa- 
rapjraphe  precedeiit ;  011  peul  les  ecrire,  en  divisanl  par 

_W[x]  0'o)         H^fx)  ©Mo)    ■ 

'  -  0^  HJH  ^  ©v )  hIH ' 

_  W[x]  H;(o)        ®][x]  &{o]^ 
^~  Q^{x]  0j(o)  "^  ©'(x)  ©Uoj* 

La  premiere,  en  verlüde  (5),  sera  salisfaile  en  posanl 

UAx)  0'o) 


Q\^x)   H,(xJ 


=  cos  am  X  =  cnjT, 


(  555  ) 
et  la  (Icrniere  donnera 

0?  W  ©-fo 


ou  bien 


©'(x)   0;(o) 

0,(.r)    ©fo]  , ; 

0  X    0.  o 


Elle  donnera  aussi,  pour  x  =  K, 

_  H'(K)  H^(o)        0?(K )   0'fo) 

*"~  0=(K)  0j(o)  "^  0^r)  0^^^)' 

ou  bien 

H^fo)        0«(o) 

I  r=:  — — — ■  -\ -—^' 

0;(o)       0|(o) 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  Ä-,  le  socond 
est  done  la  quaniite  designee  plus  haut  par  A'"^  k'  est  ce 
que  nous  avons  appele  le  modale  complementaire .  üa 
a  donc  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    K°    i^'-. 

I      B'.r] 


snx  =: 


S/A  ö(x) 


Q[:r 


[": 


H;(o)^  0^(o]         ^,^^:io)         k  ^UVo) 

r  ^^=      -^ — ' 


(  556  ) 


-5 


8 

Ii 

1  1 

i 

H 

-5 

11 
h 

ii 

11 

ii 

o 

II 

II 

i 

+ 

"TT" 

1 

+ 

c 

c 

C 

r; 

c 

c 

z 

;:; 

— 

•o 

-a 

-u 

-5 

"C 

"U 

'w 

"5 

I! 


M    I  I    II 
>  ^  ^ 

U    U    k 


>    i  ^ 


J"    o 


fcäH        <N      tii 


i  I 

-f 


-   S   Jj  2 

c       V      ^  1"^ 


i   + 


H  I  H 

c  1  - 


+ 

c 


H     2 


iä     üi      ^ 


^     -> 


Ti 


I    I 


\n       — 


C     fcd 


c     c     =: 


+ 


I       + 

^    i4 


-         H 


">► 


~^     -5 


(  ^5;  ) 

RELATIOIVS    ENTUE    SllX,   VnX    ET    cId^T. 

A  la  fonction  snx,  dofinio  par  reijuatioii 

(i)  !/^  =  v/i'-«Mi-^^^), 

uous  avons  adjoinl  les  fonclions 


(2)  (  

(   iln.v  =  w=^  \/ 1  —  k-u' 
La  formale  (i)  pourra  alors  s'ecrire 


—  ^  cnx (Inx  1=  («w. 
dx 


Des  formules  (2)  on  de(luir\ 

dv  II  du. 


dx 

V  I  —  "•  '^■^' 

f/.r 

/i'ii        ff  II 

dx 

V'i  — /.^«-'^••c 

Ainsi  on  a 

1    r/  sn  .r 

1        (/X                                 ' 

'    d  rn  r 

(3) 

\  — ; =; — (InxsnjT, 

j      dx 

1  d(.\n.T 

,        =  —  A-snxcnx. 
dx 


Mainlenant,  si  Ton  obseive  que 


, I «/(.•=—  ^'5  , 

U  =z\J  i  —  i'-=:z-t^  l  —  ti',       p=:;^ ,      «'r:=i/A'^H- Av^, 

n  li 


(  558  ) 
les  formules  (3)  pourront  s'ecrire 

du  I 

ch  , . 


dw 


~=-k^J^y—k'^^[l-^^). 


dx 


Kien  n'est  plus  simple,  en  partanL  des  formules  (3),  que 
dolormer  lesequaiionsauxquellessatisferaient  tangamjr, 
cotanio:, ....  Üu  form<*ra  ainsi  le  taLleau  suivant  : 


tahleau  n°  5. 


[.5] 


dsux 

dx 
dvnx 

dx 

r/fln.r 


:  cnxdnar, 


Fonctions 


u  =^  snx. 


u  =1  cln,r, 


=  —  X'snxcnx. 

Leur  equation  dilTerentielle. 

du  r. 

dx 


du  , 

du 


[■6]  ; 


I  u  =:.  tan^am.r,       -—  =  ^    i  -t-  //= !  i  i  -r-  /'=«= ;, 


r/.r 
du 


// =  cotaiuor,  -— =;  —  »/ii 

dr  ' 


«^      /•'- 


o  =:  secamx. 


du  I  -  F\ 


du 


""  / — 7, : TT" 

u  =:  cosecamo:,      —  -.^  —  ^k,u.^  —  i){,u u- ), 

dx 


[  ÜU. 


^.  —  S  ^a*— i;^i  — A''"'„ 


(  559  ) 
Cc  dernicr  tableau  est  utile  pour  la  rcduclion  de  l'in- 


tcgrale 


Jv'i«' 


(hl 


■h  i>ij[  u'  -t-  ri  ] 

aux  fonclions  cUipliques. 

FORMULES    d'addITION. 

Considerons  maintenant  le  produit 

H(x-l-  ö)H(^  — a)  =0(07); 
on  a  ( tableau  n°  \ ) 

e(x -+-2K)  =  0(.r), 

Les  ibnciions  H*  et  ö^  saiisfont  a  la  meme  equalion ; 
doiic  (p.  Ol 3) 

H(.r +  rt)H(^  —a)  =  ÄlP(.r)  +B02(.r). 

Püur  determiner  A  et  B,  on  iera  x  =  o  •,  on  aura  alors 

—  lV[a)  =z^&'[o]. 

On  iera  ensuite  x  =■  K'y/ —  i  ;  on  aura  alors 

H  ( K'  v/^  -hajüiK'  V  ^  —  « )  =  AH=  ( K'  v''^) 
ou 

—  0(<^)0(  —  fl)=  — A0=(o). 
On  a  donc 

0'(o)  0-(oj 

et,  par  suite, 

On  oblient  de  la  meme  facon  uiie  foule  d'riulres  for- 
mules,  que  iious  resumous  daus  le  tableau  ci-  apres. 


(  5Go  ) 


TABLEAU    N"    G. 


11  fx  —  a]  n fr  -+-  a]  = 


Hlx  —  a]  eix  -h  a] 


H,(fl)e.(«) 

H. (0)0(0) 


H{x]Q{x) 


U{a)&{a) 

H.(o;0,(o; 


H,(x}  G,V  , 


[•7]   (    H('^  — «;".(-^  +  « 

_     0,f-7)0(rt) 

~  ©"Hein 

H(j;  —  «)  0,(.r4-a) 


"W«'W-|g^«W«^»- 


— ^  H  X  0,  [x]  —  \    ';--  0  X  H.  [x] ; 


0-fr/'0'',r)  —  HVrt'  ir-'.r 


:'8] 


0  (x  —  a    e[x  -h  a)  = 

e[x  —  a)  H  (.1-  4-  g) 

_  H,(«)0.(a)  H  (x)  0  (.r)  +  H  (fl)  0(fl)  H.(.r)  0.(x) 
~~  0.[o)H,(o)  ' 

0(x  —  ß)H,(x  -f-  a) 

_  0r^)0,(«]H^x)H,f.7-l  —  W[n\&[n^Q[T)Qi.[r\ 
~  0,Oj0,^o]  ' 

©fx  —  «'  ©,;.r  +  u) 

__  H,f^;l0V/)H(.r]0,fxl  —  H  (/7^  0,f^^,  ©fx^  H/x] 
©v^j  H40J 


En  combiiiaiil  res  forinules  par  voie  de  division,  et  en 
ayant  egard  aux  formules  du  lableau  n"  i,  011  Iroiive, 
par  exemple,  en  divisaui  la  preraiere  [ij]  par  la  sc- 
conde  [17], 


sn  (x  H-  ö  ]  ^ 


sii'x  —  sn'o 


snx  cna  ilrirt  —  siirtcnxtln  j; 


( ^^^>' ) 

et,  en  muhlpliant  liaui  el  bas  par 

snx  cna  dn^  -i-  ^na  cn.r  dnr, 

,  .        sti.r  rrirt  (Inr? -f- sn«  cnx  (Inx 

sn  (.r  -ha)  ^= ; 

I  —  /'Sil'«  SM-.?- 

c'cst  pur  ce  inoyen  que  l'on  foniicra  \c  lablcau  suivaiU 

TABLF.AIJ     N°    7. 

/        /    _i_  7^        snatnZ'dn^  ±  sn^cnadnrt! 
sn  [n  dz  b]= , 

cnacn  h  q=  snasnbdnadnh 

(\nni\n  b  qz  A^snasn  b  cnacri  b 
I  —  /i^sn-asn^b 

Pour  a  =^  b  : 

?,  snacncrdn« 


[19]       /   cn(a±:Ä)  = 
1   dn{azizb)  = 


[20] 


sn  2  c/ 


dn  it 


I  —  A-sn^rt 
cn-n  —  sn^adn^a 

i  —  A^sn-a 
dn-a  —  A'sn'acn'a 
I  —  A^sn'« 


/   sn[a  -4-  b]  +-  sn  (ö  —  6)  =  Gsn^cnö  dn*'^', 

l   sn(fir+6]  —  sn  (<2  —  ^)  ^  Gsn6  cn«  dna, 

'   cn [a -i-  b) -h  cn  (a —  b]=^Gcnacnb, 
2il  ' 

1   cn[a  -{-  b)  —  cn[a  —  b'=z —  Gsnc?  sn/j  dn«  dn6, 

dn(«  -h  b)  -T-  dn[a  —  b]  =  Gdn«  dn  b, 

dn  [a  -^-  b)  —  dn(a  —  b)  = — GX^snasn^  cna  cnü. 

On  a  pose 

G  =  -        ' 


1  —  X'sn'asn'Ä 
Stcrm.  —  An.,  II.  oo 


(    0(h.    ) 

Les  formulos  d'addilion  [19]  sonl  Ics  preraieres  que 
l'on  ait  irouvees  svir  les  fonciions  directes.  Elles  sont 
analogues  aux  forraules  fondamentales  de  la  Trigono- 
metrie ;  mais  ce  n'est  pas  comme  nous  venons  de  le 
montrer  qu'elles  onl  ete  irouvees. 

CVsL  eil  integrant  l'equalion 

ff.T  (1y 


V'(  i-u:')(i  -  A-'^^j         s![x-y^]  (i  -  X-'j^) 

que  l'on  est  ari-ive  ä  la  decouverte  des  formules  daddj- 
lion.  La  melhode  la  plus  simple  qui  ait  ele  donnee  pour 
riuK'gralion  de  cetle  formule  est  due  ä  Lagrange.  D'au- 
ires  uit'tiiodcs,  plus  simples  en  apparenre,  onl  Tincon- 
venient  de  s'appuyer  sur  des  arlifices  c|ui  snpposent 
evideminent  que  ronconnail  d'avance  Tintegrale. 

AUTUE   MANIERE  POUR    ARRIVER    AUX    FORMULKS    d'aDDITIO 
DES    FO>CTIO>S    ELLIPTIQUES. 

L'equalion 

'f.T  (Iy 


-  =0, 


V'(l  —  x=)(l—  A-'j:'^)         sl^x—y^^  (i  _  k-y 

f|ui  devicnt,  par  les  substitutions  o:  =  sins, j' =  siuC, 
.  ,  do  dh 


v'i  —  k'  sin-5p         \^  I  —  X-'  sin--} 
admet  pour  integrale 

/'•'  dx  r^  dy 

I —   /       -—  "^  =rnn<=.t.; 

Jo    \\i—  Jc' j[i~  A--X')      Jo    v(i— j';(i— '^V') 

mais  on  peut  iui  irouver,  comme  l'onl  prouve  Euler  et 
Lagrange,  uiie  iniegraLe  algebrique.  Posons,  ä  cet  cHci, 


(  563  ) 


avec  Lagrange, 


rl'ä 


rPj 


y/i— /'sin'Y        Vi  —  X'sin'vj^ 


^=dt 


ou 


■31 


r/o 


M 


dt        V^'-^-'s.r.^i,,      —  =  y/i-A-sin'-^, 


puis 

(4) 

on  aura 
(5) 


-h-!^=p,       <^  —  -!^  =  q; 


;(S-'i)  =  \/— - 


p-^q 


|;(^-S)-\/-'" 


W^-^ 


d'oü 


dt 


-sj 


,_X-.sin^^l±^ 


—  i/  I  —  ^'  si 


P  —  7 
sin- -y 


d'oü  Ion  tire 


f//    dt  [_ 


Z'  — '7^  -„^ip-^l] 


—  sin 


ou  enfiii 
(G) 


f//;  dq 


=z  —  P  s\np  sin  (7. 


dt    dt 

Mais,  cn  differentiant  (3),  on  a 

d^o        — ^' sin  o  cos  o  r/o  ,     . 

— -  =  '  -r  =  —  A'^  sin  9  cos<p, 

dt'         ^i_/^sin=.y   ^^^ 


d  ^ 


—  h-  sin  .{/COS -^i 


ou 


ou 


(  o64  ) 
d'oü  l'on  lire,  par  addiiion  et  soustractiou, 

d'p  ,    . 

—  •:=--  —  /.^ Sin  «COS 7, 

d-'q  ,,  . 

De  (6)  et  (7),  ou  lire 

rl'^p  COS  «7  r/'<7  cosy? 

djjdq         sinq         dpdq        %h\p 

d^p         co'iq  dq         d'^q         cnspdp 
dp  siuy  dq  sinp 

dp  .  dq  ,    . 

-— =  asinr/,      — -=;:asinü, 
dt  'dt  ' 

a  et  a'  dcsignant  deux  constantes  qui  doivent  rentrer 
l'une  dans  rautre.  En  reniplacant  p  et  q  par  leurs  va- 
leurs  dans  ces  lormules,  011  a 

ii/i  —  /-^sin'o  -+-  v/i  — /^sin'iL  =  asin  i  o  —  li], 
^ !      1         '/     -^ 
y^i  — fi'hxn'cj  —  \l i  —  X'sin^i}/  =:  a'sini  jp  -|-  -h], 

Ce  sont  lä  deux  integrales  de  la  formule  (i):  mais,  en 
eliniinant  dt  entre  les  deux  formules  precedeutes,  on 
oblient  une  nouvelle  integrale.  En  effet,  on  a 

dp  dq 

— : = -;-^ OU      a  smpdp^::  xsmqdq, 

asiMiy        a  sin^» 

et,  en  integrant, 

acosp  =  a'cosi/  -f-  a", 

a."  eiant  une  nouvelle  constante,  et  Ton  a 

(9)  acos  (ü -f- -^j  =  a'co5('ji  —  ^] -{- x"o 


(  5G5  ) 
Or,  on  pcut  nictlre  rinlegrale  de  la  formulc  (i)  sous  la 
{"orme 

(,„,  r    "^    -  r^y-i--=  r^^, 

|tji  designant  une  constanle  a  laquelle  se  reduit  o  pour 
v{>  =  o.  Si,  dans  les  formules  (8)  et  (9),  on  faii  ^  ^^  o, 
011  a 


On  en  lire 


y/i  —  X'sin'jx  +  I  ^  asinp, 

\l  i  —  /^sin^p.  —  1  r=  a'  sin  pt, 

acOSfi  =  a'cos  w.  +  a." . 


v/i  —  /'sin'fx-}-i           ,       V'i  —  /'sin'tx  —  i 
: )       a  = 


Jv  —  /r^sin^jt. -{- I  v^i  —  ^-sin^u.  —  ? 

a  =^ -. cosw —cos«, 

sinpt  siDfA 

ou 

,^  2  COS  fi 

SlIlfA 

En  poriant  dans  la  formule  (9)  ces  valeurs  de  a,  a',  a", 
011  a 


i/i  —  /^sin-a  -I-  T         ,  , . 

-cos(q)  H-  ^) 


Sin.i:^. 


v/i  —  ^^sinV  —  '         /           .\  2cosa 

=  : ~ COS    «p  — 1^      -{ ; ^, 

sinfA                             '  '  siDfA 
et,  en  efifecluant, 


(i  1)         cos^cos^i  —  V  I  —  X-'sin^psin^sin-^  =  cosp. 

Cette  formule  est  une  des  integrales  les  plus  celebre« 
de  requation  (i)^  les  formules  (8)  en  fournissent  deux 


aulres 


(  566  ) 


V^i  —  /•'  sin'a  -f-  I    .    ,  , , 

—    : !- Sin    (?  —  'ij, 


y/i  —  /'sin'o  —  y/i  —  /-'sin^-. 


v/i  —  X'sinV  —  I    •    ,  .  \ 

= ^ sin  1  o  -i-  V  , 

SlDfA  ^  ' 

idenliques  au  fond  ä  la  formule  (i  i). 
Maintenant,  si  Ion  fait 

f?  r/'s  r'r'  dl 


la  formule  (lo)  donnera 


£ 


=  a  —  b; 


'o     V^i  —  A-sin=fi 
donc 

y  =  am/7,     -li^ziimb,     a:=:am'a — b], 

Lcs  formales  (ii)  et  (12)  donneront  alors 

{i3)  cn a cn  b dn  [a  —  b]  —  snosn  ^  =:  cn  a  —  b' , 

dnia—  b'  -^  i  , 
(inn  —  dcü  = ■ — —    snacno  —  snücno), 

sn  [a  —  t*) 

dn(a  —  b]  —\ 

dn«  -+-  uny  =  ; >  snncny  -;-  sn^cnfl  . 

sn  «  —  y 

Sinousposons,un  instant, dn(a  —  b)=y,  sn  (a  —  b)=Xj 
uous  aurons,  au  lieu  de  ces  dernieres  formales, 

.r[dn«  —  dnb^  =  [y  -h  i)  (snrzcni  —  snbcna\ 

j:(dn«  -T-  dnfi)  ={x  —  i)  (snacn/>  -•-  sn^cnaj, 
oa 

xdnn  —  )sn«cn  ^  r=  —  sn^cnrt, 

xdiib  — j^nbcna  =^  —  snacai. 


(   ^>ö-   ) 
On  cn  tire 

iinocnosna  —  dnacnasnb 

,    ,           ,,         snhi\uhcna  —  snrt(ln<7cnft 
dnln  -h  b]  =   - — ; ; . 

Si  Ton  muliiplie  haut  ci  bas  ces  deux  fonnules  par 
l'cxprcsslon  conjuguec  de  leur  denominaleur,  on  a, 
en  observant  que  sn^acn^b  —  sn^bcn^a  est  egal  a 
sn*rt  —  sn^b, 

,    ,.  I  ,,        cln^cn^srifl  —  dnacnasnb 

(14)      sn(«  —  b]  ^  - 


(i5)     dn(«  —  ^y  = 


k'^swa^nbcnacnb  -\-  dnndn  ^ 


C.     Q.     F.     D. 


SUR    LES     l'tniODES    ^L^MENTAIRES. 

Soit/(z)  une  fonclion  doubleinent  periodique.  Consi- 
deions  les  poiiits  Moo  et  IM)o  qni  representent  les  imagi- 
naires  z^  et  Zo-\-  03,  w  designanl  une  periode  (\c  f{^z).  On 
pcut  toujours  supposer  que  co  soit  la  plus  petite  periode 
d'argument  egal  ä  l'argunient  de  w^  car  il  n'existe  pas 
deux  periodes  dislinclesde  meine  argument;  toules  sonl 
multiples  de  l'une  d'elles,  que  l'on  peut  appeler  (o.  Soit 
cj  une  periode  distincte  de  w,  et  supposons-la  aussi  la 
plus  petite  de  Celles  qui  possedent  son  argument.  Soit 
Moi  le  point  qui  represeute  l'imaginaire  Zq  +  er ;  sur  les 
droites  ^Mj^lMio  et  M^q  IMoi,  on  peut  construire  un  paral- 
lelogranmie  que  l'on  pourra  considerer  eomnie  un  paral- 
lelogramme  des  periodes;  on  lui  donne  le  noni  de  parai- 
lelogramine  elementaire,  si  aucun  des  points  de  son  aire 
joinls  ä  .Moo  iie  fournit  une  nouvelle  periode. 

II  est  clair  que  le  parallelogramme  elementaire  peut 
se  fonuer  en  pienant  la  periode  w  pour  base  et  en  faisaut 


(  568  ) 
mouvoir  le  cote  Moo^Iio»  pris  pour  basc,  parallelement  a 
lui-meme,  jusqu'ä  ce  cju'il  reucontre  un  poinlMoi,  lel 
que  MooMoi  soit  une  periode. 

Soient  0)  et  C7  deux  periodes  elementaires ;  'J  et  u'  deux 
nouvelles  periodes  ;   il  faudra   necessairement  que  Ton 

ait 

(   w'  =  /n  w  -I-  nx3i 

(  zj  =  ffi  (ti  -f-  n  n , 
met  n,  m'  et  n'  designani  des  cnliers  ;  car  une  periode 
quelconque  s'obtiendra  eri  joignant  le  point  ^Iqo  ä  l'un 
des  points  de  croisement  M,„„  des  droiles  formanl  le  re- 
seau  des  parallelogrammes  des  periodes  w,  er.  Pour  que 
les  periodes  w',  cj'  puissent  fornier  un  nouveau  paralle- 
logramme  elenientaire,  il  fautque  met  n  soient  premiers 
entre  eux,  ainsi  que  rn'  et  //.  En  effet,  si  ///  et  n  avaieut 
le  diviseur  coniniun  a,  eu  posant  ni  =  om",  n  =^  o  n' ,  on 
aurait 

6)'r=  o  ^ni" üi  -f-  «"er], 
/ 

ety  serait  une  periode  •,  w  ne  saurait  donc  etre  une  pe- 
riode elementaire-,  niais  co  et  cj  doivent  s'exprimer  en  w' 
et  Cj'  sous  les  formes 


ü  — —  'J.  w  — r-  V  CJ  , 

ce  qui  exige  que  le  delerminant  du  svsleme  (i)  divise 
«Cj' — /i'w'  et  mxs' — /7i'cü',  c'est-ä-dire  «,  /;',  rn  et  7Ji  . 
Or,  171  et  n  etant  premiers  entre  eux,  le  delerminant  est 
egal  ä  Tunile,  et  l'on  a 

mn'  —  nni'  =  zt  I . 
Soit 

«a  =  rt  +  6  V  —  ^1 
ü  :=o'-f-  b\  —  I , 

w'=  nin  -i-  na'  -^  \  —  i  '^inb  -4-  nb'^., 
0':=  in'  a-^n  a  -r  \  —  i  ^m'  b  -i-  n'  b  ]j 


(  ^'^'9  ) 
Taire  du  sccond  parallelogramme  des  pi'iiodos  ost 

'  ma  -\-  rifi']    tu' b'  -f-  n  b')  —  [in'a  -\-  n' a' )  \^ina  -\-  nh' ) 


Oll 


Don( 


a       h 
o!     b' 


■=r.  ab'  —  ba  , 


Les    aires   des   parallelogrammes  elementaircs  sont 
egales. 


SUn  I.A   FORME   g£kEUALE   DES    FOACTIONS    DOLELEMEKT    vt- 
RIOUIQUES,   ET  LEUll   EXPRESSION  EN    FOKCTIOIV    DE  l'lJVE 

d'elles. 

Tiii!:oREME  I.  —  11  existe  toujours  iine  fonction  (Jon- 
hlevieiit  periodique  admettajit  deux  periodes  donnees, 
deux  zeros  donnes  et  deux  infinis  donnes,  pourvu  niie 
la  somme  des  zeros  soit  egale  ä  la  sortime  des  infinis  ä 
des  multiples  des  periodes  pres. 

Ell  effct,  iious  avons  vu  qu'll  exlstait  deux  fünctions 
dislinctes  cp,  et  ^2  salisfaisant  aux  forniules 


<p  (j:  -t-  w)  =  qi  [x), 
y(jr  +  cT;  =  o  (:r)<? 


r.\/— 


2(X+C) 


et  que  la  Solution  la  plus  generale  de  ces  equations 
etait 

Aiij),  -f- A2^5=:<p. 

Ces  fonctioiis  cpi  et  cjj  ont  cliacuue  deux  zeros  daus  le 
parallelogramme  des  periodes  o)  et  cj,  ainsi  quo  la  fonc- 
tion (j).  Si  nous  divisons  cpi  par  c^^  ou  si  nous  divisons 
Ai(fi  -h  Af'Vi  par  BjOi  4- B^Oj,  Bj  et  B,  designaut  des 
constantes  differentes  de  A,  et  A,,  nous  obliendrons  une 
fonclion  doubieinent  periodique  J^  (x).    Soieiii  a,  b  ses 


(  5-0  ) 
zeros,  a  et  ß  ses  infinis;  considerons  l'expression 

eile  n'est  plus  infinie  pour  a:  =  a  ou  a:  =  ß,  mais  eile 
Test  quand  on  pose  x=^  a'  -^  eile  admet  an  outre  le  zero  a. 
Mais  la  fonclion  /"(x -1-5) — f[y.'-\-s),  oulre  le  zero 
X  =  «',  en  possede  un  au  Ire  ß',  toul  en  eonservant  les 
infinis  x  =  a  —  5,  x  =  ß  —  s.  On  doit  donc  avoir,  en 
observant  qua  la  somme  des  zeros  est  egale  ä  celle  des 
infinis, 

a'+  ß'  =  «  — ;f-+-  ß  — ;?      (*), 

equation  dans  laquelle  on  peut  ehoisir  5,  de  teile  sorte 
quaß'ait  une  valeur  donnee.  L'expression  (i)  admettra 
alors  deux  infinis  donnes  a',  ß',  le  zero  donne  a'  et  par 
suile  un  autre  zero  h\  lel  que  a' -\- [j  ^^  a' -^  h' \  enfin  le 
coefficient  A  permettra  de  prendra  la  fonction  (i)  egale 
ä  une  quanlite  donnea  diflerente  de  zero  pour  une  valeur 
donnee  de  x. 

Thi!:ore:]vie  II.  —  //  existe  une fonclioTi  possedaiit  les 
periodes  w  et  cö,  les  zeros  ßj,  a^,  .  .  .  ^  a^  et  les  inJinis  a,, 
aa,  .  .  . ,  a„  salisfaisant  ä  la  relation 

«1  H-  flj  +  .  .  .  4-  a„  EIS  a,  +  a,  -}-  .  .  .  -f-  a„. 

En  eiTcl,  soit  Fj  (x)  une  fonction  aux  periodes  w,  rj, 
admeltant  les  zeros  «i  et  b^  et  les  infinis  a^  et  a,,  Z>j  elant 
detarmine  par  la  formule 

a,  -f-  Ä,  13^  a,  -1-  a,. 

Soit  Fj(x)  una  fonction  aux  memes  periodes  avant  pour 
zeros  «2  et  b^  et  pour  infinis  «3  et  ij,  ....  Soit  F„_i  \x] 
une  fonction  aux  memes  periodes  admettant  les  zeros 

(*)  Le  sijne  ^  est  eniployc  a  la  place  de  =  pour  indiquer  que  l'on 
neglige  desraulliples  des  periodes. 


(  =^7'  ) 
fn~i  cl  ^'/i_i  t*l  !<-"'  iiifinis  /^,_2  i't  a,M  'i'ls  quo 

a„_,  -I-  ^„_,  e::^  a„  H-  ^„_,. 
La  fonclion 

F,(.r)F,(^)  ...F„_,(^) 

aiira  les  periodes  w,  er,  les  zeros  «j,  ß«?  •  •  •?  <^n-i>  ^n-: 
Ol  les  inlinis  «j,  «g?  •  •  •  •>  2<„5  mais  on  aura 

«1  +  «3  -(-...  -I-  fl„_,  -f-  ^„_i  SEE  a,  +  aj  -h  .  .  .  H-  a„_i  +  a„. 

TiitonfcME  III.  —  Deux  Jonedons  doublement  perio- 
diques  d' ordre  fini  dont  les  periodes  (ji  et  zs,  w'  et  m'  sa- 
tisfont  aitx  relations 

n  ::rr  n  u  ^rz  n  cj  , 

m  et  m'  designant  des  nomhres  enticrs ;  en  d^  mit  res 
termes,  deuxjonctions  u^  p»,  do/it  les  parallelogramnies 
elejnentaires  ont  leiirs  cötes  commensurahles  et  diriges 
dnns  le  menie  sens,  sontfonclions  algebriques  l'une  de 
Vautre. 

En  eilet,  soient  a  Torclre  de  u,  et  v  l'ordre  de  v.  Le 
Parallelogramme  de  m,  comme  celui  de  v^  tiendra  un 
nombre  exacl  de  fois  dans  le  parallelogramme  ayant 
pour  cotes  Vi  et  11,  le  prcmier  mn  =  M  fois,  le  secoiid 
m'n'=^  fois.  II  en  resultc  que,  ä  cliaque  valeur  de  «, 
coriespondront,  dans  le  parallelogramme  12,  O,  un 
nombre  'Mix  de  valeurs  de  la  variable  z,  et  par  suile 
Mfjt  valeurs  de  t^j  donc  P"  est  lie  a  u  par  une  equation 
algebrique  de  degre  MjW  en  i^.  On  verrait  de  menie  qu'cllc 
est  de  degre  Nv  en  zf;  car  u  et  u  n'ont  que  des  nombrcs 
limiles  de  zeros  et  d'inlinis  et  restent  d'ailleurs  mono- 
genes et  continues  l'une  par  rapport  ä  l'autre. 

Theoreme  IV.  —  U/ie  Jonedon  d'ordre  n  est  liee  ä 
sa  derivee  par  une  cqualion  du  degre  n,  par  rapport  ä 
sa  derivee,  et  de  degre  in  par  rapport  ä  lafonelion. 


(  5;2) 
En  effet,  soit  u  une  fonclion  aux  periodes  w  etC",  sa 
derivee  admet  les  meines  pei  iodes,  mais  les  infinis  de  la 
derivee  sont  en  general  en  nombre  double  de  celui  de  la 
(onclion;  car  cliacjuc  infini  de  la  fonclion,  lorsqu'il  est 
simple,  devient  double  dans  la  derivee;  en  toul  ras, 
Tonlre  de  la  derivee  sera  conipiis  entre  n  -\-  i  et  t-u.  En 
vertu  du  iheoreme  precedent,  il  existeia  entre  m  et  i/ 
une  relation  algebrique  d'ordre  n  en  ii  et  d'oidri"  //'  en 
u^  n-\-  I  <«'5an,  u'  n'etant  infini  que  si  it  est  infini  5  le 
coefficient  de  «'"  pourra  etre  pris  egal  ä  Tunite.  A  une 
menie  valeur  de  u  correspondenl  n  valeuis  de  z  dout  la 

,  1        Jl'c  I 

somme  est  constanle,  et  par  suile  n  valcurs  de  — -  =  -1 

du         u 

dont  la  somme  est  nulle  5  donc  le  coefficient  de  u  est  nul . 
Par  exemple,  si  u  est  du  second  ordre  et  a  deux  iufiiiis 
distiucts,  on  aura 

«"  +  U  =  o, 

U  designaiU  un  polynome  du  quatrieme  degre.  Si  11  a  un 
infini  double,  U  sera  seulement  du  troisieme  degre.  Ce 
dernier  tbeoreme  est  de  M.  Meray. 

D^COMPOSITiON    DES    FO^'CTlONS    A     DEUX    PERIODES 
EN    £l6mEKTS    SIMPLES. 

Soient  F  [x]  une  fonclion  aux  periodes  w  et  cj,  et  a,, 
«2,  «3, .  .  .  ses  infinis.  Soit  ö  (x)  une  fonction  auxiliaire 
salisfaisanl  aux  relaiions 


on  aura 


G  [x  -f-  w]  =z9(x], 

9(x 4-  w)  "  e(x)' 


( ^n'^ ) 

Considerons  maiiitcnanl  rinu'grale 

prise  Ic  long  d'im  parallelogramme  des  periodes.Le  long 
des  coies  paralleles  a  C7,  les  valeurs  de  l'inlegrale  se  de- 
tniiront,  et  il  reslcra  ä  inlegrer  le  long  des  deux  aulres 
coies,  ce  qui  donnera,  en  appelanl  p  une  arbitraire. 


F    3     — > lieh. 


rcsultaL  independant  de  x  et  de  /?,  que  nous  designerons 
par  C.  Or,  l'inlegrale  consideree  est  aussi  egale   a  la 

sommedes  residusde  F(2)  — ^ i'  Les  residus  rclatifs 

^    '  B{z  —  x) 

h  0(^z — a:)  sont,  en  appelanl  «1,  «25  «3?- •  •  les  zeros  de 

ceux  relaiifs  a  F(z)  soiit 

^    e'{oL,  —  x)         ^    6'(„.—  .t) 

A,  — :J         Aj— ,?         •••5 

6(a,  —  x]  O'^'j:^ —  X  j 

si  les  infinis  a  sont  simples,  et  Ton  a 

A,-=Iim(a?  —  a)F(x)     pour     xz=a, 
En  general,  si  l'on  pose 

(z_a)'"F(3)  =  <p(z), 

Q'  U .r) 

OB  aura,  pour  residu  de  F[z)      ,    _ — r» 


(  5-4  ) 
En  resutne,  on  aura 

C==2F  XH-«    -^y-, n      —. :o    a       . 

Supposons  [j.=  i  ei  a-~=  o'^  on  aura,  au  lieu  de  celle 
forinulf, 

et  F(x)  sc  trouve  decompose  ainsi  : 

Cette  formule  donne  F(x)  decomposee  en  elemenis  sim- 
ples, tous  integraLIes  au  moyen  de  la  fonction  6,  ce  qui 
demontre  la  possibilile  d'integrer  les  fonclions  ä  deux 
periodes  (du  nioins  ä  l'aide  des  fonclions  auxiliaircs  ; 
mais  le  mode  de  decomposiliou  dont  il  vient  d'etre  ques- 
tion  presenle  encore  une  foule  d'autres  applications  que 
M.  licrinile,  auquel  nous  devons  la  tlieorie  que  nous 
venons  d'exposer,  a  fait  connailre. 

Nous  allons  moutrer  inimedialement  comment  les  in- 
tegrales de  deuxlenie  et  de  troisieme  espece  se  rameneut 
par  les  considerations  precedentes  aux  fonclions  Od  II 
de  Jacob! . 

La  fonclion  de  seconde  espece 

z'dz 


/; 


v/(i  — z')(i  — A-'z») 

quand  on  y  fait  2  =  snx,  devient,   ä   un  faclcur  con- 

slanl  li^  pres, 

yX'sn'.r(7.r. 

C'est  ccHe  integrale  que  nous  allons  etudier.  L'integrale 
de  troisieme  espece 

dz 


II 


(  ^7^  ) 
devient,  poiir  z  =  sn  t, 


r     ff.T 

J  I  —  «-'sn'x' 


f- 


nous  la  reniplacerons  par 

eil  posant«-  =  Ä^sn-a  et  en  observant  que  F integrale  (a) 
ne  clilFere  de  celle-ci  que  par  une  fonction  lineaire  de 
sn^-r  et  par  im  factciir  constant. 

6tUDE    de    LA    FUNCTION    Zi(^x). 

La  fonction 

Z(x)=  /      A-s,n^xdx 

est  evidemment  monodrome,  car  les  residus  de  sn-jc 
sollt  nuls^  nous  allons  le  verificr. 

Decomposons,  par  la  melliode  de  M.  Hermite,  sn'a: 
en  Clements  simples,  cette  fonction  ayant  pour  periodes 
aK  [puisque  sn[x-i-2K)  =  — sno:]  et  2K' \J — i. 
Evaluons  Tintegrale 

(0  — =•    h^'^iTTT—TV^^ 


le  long  d'un  parallelogramme  de  coles  2  K  et  2  K'  y  — ^  1 ; 
le  long  des  coles  verticaux,  le  resultat  de  l'inlegration 
est  nnl;  le  long  des  cotes  horizontaux,  le  resultat  est 


2K 

sn'z 

277  v' 


7V'— I    Jk 

^^nlz  —  x)      h(z  — j7  +  2kV^)J 


dz. 


( '^-/> ) 

En  vertu  de  la  formule 


_-4ilU+KY-^} 


I'integrale  consideree  se  rcduit  ä 


■2K 


2K 


-    I  sn'z  — r/zi^ —    I        sn'z/'/z; 

nousdesignerons  celte  quantilepar  C.  IMaisrinlegralc(i) 
est  aussi  egale  ä  la  sonime  des  residus  de  la  loiiclion 
placee  sous  Ic  signe  f-^  le  residu  relaiif  au  point  x  est 
sn-x  ;  ealculons  celui  c|ui  est  relaiif  au  point  K'^  — i. 
Posons  pour  cela  z  =  Is.' \J —  i  -h  //  5  nous  aurons 


H^U, 


snM  K  V  —  I  -f-  Ä  ) 

i_  i  H'  {K's/'^-x)       ^^  r  H'(k^V^  — X, "1 

"~X'snV/j   h(Kv/~  — ^)        'Lh(K'v^— -^jj 

et  par  suitc  le  coefficient  de -7  ou  le  residu  clierche  est 
Si  Ton  observe  que 

H(  —  ^+   K'V/—  0  =  V—  I0(—  ^;C        '^  9 


\r'K\/—\  —  .T)_    0'{  —  x]     Ts!'- 


Nolre  residu  devient 


0^-.rJ 


2lV 


(  ^77  ) 
On  a  donc  cnfin 


C=  sn-x4- 


_i_r(=)'fx)-|' 


ou,  cn   inu'grant,    eii   mulllpliant  par  /,*  et  cn    posanl 


0^ 


teile  est  l'expression  de  Z(.r),  luonodrome  comme  Tou 
voll.  On  en  deduit 


(2)  ^  Z[x 

cl  Ton  constate  quc  la  fonction 


2  &[0)' 


e    «^  o  :=  e  — , — r 

est  monodrome  egalement.  M.  Weierstrass  la  designe 
par  le  symLole  AI  x.  II  designe  par  Al,x,  AljX,  Alj-r 
les  produits  de  Alo:  par  snx,  cnx,  dno:. 

La  constante  ^  est  susceptible  de  prendre  une  forme 
remarquable.  En  elfet,  en  differentiant  (2),  on  a 

et,  en  differentiant  encore, 

©"'.r)0Lrl  _0'2f^"| 

Sn'.r  :=  J: <■ 

&,x] 

Si  Ton  fait  alors  o:  =  o,  on  a 

DU  enfin 

0"!o) 

^=  — — -• 
0(oJ 

Sturm.  —  An.,  II.  ^7 


(  Syö   ) 
Oll  a  ainsi  plusieurs  expressions  de  la  constante  ^,  que 
Ton  peut  considerer  comnie  parfaitement  connue. 

trvoE  DE  l'ikt^i&kale  elliptique  de  troisieme  espece 

On  peut  parfois  cviter  la  melliode  de  decomposilion 
donnee  plus  haut.  Eii  voici  un  exeiiiple  : 
La  formale  [i4]  donne 

^         '    '         '      &'^o]     ^  '      0^(0)      ^  ' 
on  peut  l'ecrire 

Q'[x]e''(a)  , 

Oll  en  deduit  immediatement 

Qi^[6]©[x  -\-  a]eU  —  a] 


A-sn'rtsn\r  = 


Qi'{x\Q^(a] 


Ell  prenant  Ics  derivees  logarllhiniqucs  des  deux 
nicmbres  par  rapport  ä  a,  011  trouve  (en  observani  que 
Sil'«  =  du«  eil«), 

—  2/^  sn«  cna  dna  sn^r       ©'(.r  +  a)        Q'[x — a]  ©'o) 


I  —  /-'srrasii-.r  @  \x -{- a)        Q  x  —  a  0,fl 

Si  Ion  cliangc  les  signes  et  que  Ton  integre  de  zero  ä  x, 
011  trouve 

z'*'^ /^sn/7  cn«  (ln<7sn-.r                 Q'[n]         i,       O'-'  —  a^ 
dx  =:  X H loi; 


J^        1  —  A-^sn''asri'x  0  ^0)        2     ^Q^x-i-a^ 

Celle  integrale  n'esi  pas  tont  a  fait  l'integrale  de  troi- 
sieme espece  de  Lcgeiulrc,  niais  11  est  clair  (ju'elle  s'y  ra- 
nieiie  aisenient,  Jacobi  la  designe  par   II  (^.r.  «\  Aiiisi 
Ton  a 
'l)  nix,aj=x — ^4--loi,' r» 


Q\a)         2      ^  Qx 


a\ 


(  5-9  ) 
On  en  conclut,  cn  changeant  x  cn  a  cl  a  cn  x,  puis  cn 
retranchanl, 

0'/./l  &'ix] 


n  [x,  a)  —  n  (<7,  x)  rrr  a: 


ö^-/j  0(xj 


On  peut  d'ailleurs  s'assurcr  cjuc  les  valenrs  des  loga- 
rilhmes  sc  sonttletruiles,  enobscrvant  quo  l'ondoit  avoir 
une  identiie  pour  x  =  o,  a  =  o. 

C'esi  dans  I'egalile  precedenle  quo  consiste  l'eghange 
du  paramelre  et  de  Vargument,  proposilion  gcneralisec 
dans  la  theorie  des  fonclions  abclicnncs.  On  peut  aussi 
l'ecrlre 

n(j:,  a)—  n[a,a:)  =  .rZ(«)  —  aZ{x). 

EXPRESSION  d'uKE  FOKCTION  DOUBLEMENT  PfiniODIQtlE  AU 
MOYEN  d'uNE  FONCTIOK  DU  SECOIND  ORDRE  AUX  MEMES 
P^RIODES.     THEOREME    DE    LlOUVILLE. 

So\lf(x)  une  fonction  nionodrome  et  monogene  du 
second  ordre  aux  periodes  w  et  cj ;  soicnt  a  el  s  ■ —  a  ses 
infiiiis,  s  deslgnant  la  quantite  constanle  a  laquelle  se 
reduit  Ja  somme  des  valeurs  de  z  pour  lesquellcs/ (z ) 
prend  une  valeur  donnee  dans  un  meine  parallelo- 
gramme.  Soil  F(z)  une  fonction  quelconque  aux  memes 
periodes  w,  cj;  soienlß,,  ßa?  ....  ßp  ses  infinis.  La  fonc- 

lion  ^,    ,        ,, — r  inteerree  le  loncr  dun  paralleloiiramme 

des  periodes  donne  un  resultal  nul  :  la  somme  de  ses  re- 
sidus  est  donc  nulle. 

La  somme  des  residus  relalifs  aux  infinis  x  et  5  —  X 

de  -^ — ; 7— T  est 


/'(■r)  ^  V'l 


(  58o  ) 
ou  Ijicn 


cn  observantque,/(a:)  elant  egal  3if[s  —  x)^J'[x)  doit 
eire  egal  et  de  signe  contraire  aj'[s — Xj.  La  somrae 
des  residus  relaliis  ä  F(x)  etaiU  alors  represenlce  par 


Flz]dz 


on  aura 

(,)F(.,)-F(.-x)  =  -^y'Wr-^^-, 

le  signe  F  place  au-dessous  du  signe  f  indiquanl  cju'on 
ne  doit  integrer  qu'auiour  des  infinis  de  F(2). 
Si  Ton  considere  en  second  lieu  la  fonction 

F{z)f'{z) 

son  integrale  prise  le  long  d'iin  parallelogramme  scra 
encore  nulle,  et  il  eu  sera  de  nienie  de  la  soninie  de  ses 

residus.  Or  la  soninie  des  residus  rclalifs  ä  ^,   ,    ' — —. — r 

A^j—Ji-^] 

est  egale  a 

V{j-)+V[s  —  a:)  —  F(a)  —  F[s  —  c,.], 
et  Ton  a  par  suite 

c[x]-i-F{s  —  a:)  —  F[u]  —  F[s  —  x) 


2Tt\/ 

ou  bien 


F{r^    -r  F{s  -x)=  F(a)  -|-  F [s  — 


H T=    /     7T-^ : :'&. 

ttV—  1  Jf 


(  38i  ) 
La  romparaison  de  ccUc  foimulc  avcc  (i)  doiinc 


2F(j:)=:F(cr)+F(5  — a) 


2  7:^  —  1   Jl' 


dz. 


ou  Ijien  eruore 

/  i¥{x)  =  F(a)  +  F(s  — a) 

CM  jtosiuiL  F(c)  =  (;  —  ß)!^0(-),  pi  designanl  Ic  dcgre 
de  mullipllcile  de  rinlini  ^.  Quand  [x  =  i ,  le  s^'mbole 

La  forinule  (2)  montre  que  tonte  fonction  aiix  pe- 
liodcs  w,  CT  peilt  s'exprinier  rationnellement  au  luoycii 
de  la  fonction  du  second  ordre  f  et  de  sa  deriuee. 

On  voit,  en  oiitre,  que  cette  derivee  nentrera  que 
soiis  Jorme  lincaire. 

Cc  llieoiemo  esl  du  ä  I\L  Liouville,  mais  l'expres- 
sion  (2)  explicite  de  F,  que  nous  venous  de  donuor,  n'est, 
je  crois,  pas  encore  connue;  du  moins  on  ne  la  trouve 
pas  dans  le  Traile  de  MM.  Rriol  et  Bouquel. 

Remarqiie.  —  La  theorie  precedenle  lomberait  en 
defaut  si  F(a:)  et  J [x)  avaient  des  infinis  communs, 
mais  on  tournerait  facilement  la  difEcuIte  en  develop- 
pani  F(jr)  divise  par  uue  pulssance  convenablemeni 
clioisie  def^x). 

APPLICATION    DES    CONSIDtRATIONS    PRi5:c6dEINTES 
AU   PKOBLE.ME  DIT   DE    LA   ML  LTIPLIC  ATION. 

Le  probleme  de  la  muhipHcation  des  foiiclions  ellip- 
liques  a  pour  but   de    faire   connailre    snnix,  cnmx, 


(  582  ) 
dnmjcen  fonction  de  sn  x,  cnx,  dnj:.  Notre  formule  (9.) 
du  paragraphe  precedent  resout  cetle  queslion  plus  sini- 
pletnent  et  plus  cornpletcment  qu'on  ne  l'avait  failjus- 
qu'ici. 

Soienl  k  le  modulc  de  snx,  4^^  et  aK'y  —  i  ses  pc- 
riodes,  m  un  nombre  entier  :  snm(x —  a)  adruL-t  evi- 
deniment  les  meines  peiiodes.  Conslruisons  le  paralle- 
lograiiime  des  periodes,  de  ulle  sorte  que  ses  coles 
coineidenl  avec  Taxe  des  x  et  Taxe  des  j'  posiiifs,  puis 
deplacons  iiifiniment  peu  ce  parallelogiarame,  en  pla- 
cant  le  sommet  primilivement  ä  l'origine,  dans  l'angle 
des  coordonnees  iieiraiives. 


Lcs  infiiiis  de  snx  sonl  K'y  —  1  et  2K-i-K'\  — 1, 
ceux  de  snm  („r  —  a)  sont 

6'  =  a  +    2  ?■  -+-  1 1-  ( 27  4-  I  :  — , 

'         m  m 

,    .  ^ICv"^^  .2K 

ß    =a  -\-  [2.1  -\-  1' (-  2.J , 

rn  m 

iel  j  variaul  de  zero  a  m —  i.  En   faisant  i  =^  2  K,  la 
formule  (2)  du  paragraphe  precedent  donne 

sn /«  (a:  —  «  ~  =  sn w  ( Tv'  \  —  1  —  a) 

-f-  sn  m ;  K'  V  —  i  H-  2  K  —  a) 

s-    ■  ■  1  ,  \  s"'-''  -^  sn'z 

■+-  2.  residu  .sn///  (2  —  a)  — 


—  snc 

Le  residu  relalif  a  un  infini  ß'  s'obtiendra  en  clicr- 
clianl  la  liniite  de 

sn'.r -+- sn'ß' 

^sn///   ß   —  «  -+-  z] ,  ,- 

^'^  '   sn.r  —  suß' 

sn'.r  -<-  sn'3' 


=  zsn  [(2/-(-  i)K\/—  I  -h  ,--V-»-  i)  2R-+-/«-^ 


snx  —  all  ß 
—  i     sn'.r  +  sn'ß' 

ksninz  snx  —  snß' 


(  583  ) 
Celle  liiuite  est 

I    sn'jr  +  sn'ß' 
km    snx  —  snß' 

L'iiiüni  ß"  conduil  au  jc-sidu 

I    sn'j:  -1-  sn'ß" 
tiiii   snx  —  SU  [3" 

La  fornuile  (i)  devienl  ainsi 
2 sn ni  X  —  a] 


7.1  -y-  \ 


2dkm 


sn  X  -4-  sn 


KV---M,/!i  +  "] 


2 


|_      m            '                       //?           J 
sn  X  —  sn K  v/  —  I  -\-  (27  -4-  i   


fii'i  r^f-h  I ,,,  , —     ,  .      ,  2K 

sn  j:  —  sn    | R'  v^ —  i  -H  [27  +  i) ^  a 


[^■t^RV^-H(2y  +  i) 


Ea  faisant  a  =  o,  011  a  la  formule  de  la  luullipli- 
catioii  pour  le  sinus  amplituJe.  On  peul  vcrifier  la  for- 
mule precedenie  cn  prenant  m  =  i ;  on  a  alois 

aAsn  (a?  —  a ) 

sn  a;  -t-  sn'(K'\/ —  i  -+-  ct)        sn'.r  -f-  sn'l  K'/ —  i  -i~  ^K  -^  a) ^ 
sna?  —  sn  (kV — I  -+-a)  snar—  sa(K'/ —  i  -t-  2K  -+-  a; 

et  si  l'on  observe  qua  sn'x  =  cn  j[:dn.r, 

cn ;  .r  4-  K  V  —  I  J  =  —  V  —  '  ■; ■> 

Asnu: 

an  1  j:  -1-  Iv  V  —  i    =  —  V  —  i  -, —  ? 

dnj; 


sn 
011  trouve 

sn  [  ^  —  a)  =^ 


(x  +  K'y  —  i;  = -, 

,        cnadnflsnj:  —  cn,rdnjrsnrt 


I  —  Ä'sn=j;sn^<2 


(  584  ) 

Ainsi  notre  meihode  donne  aussi  Taddilion  des  fonc- 
lioiis  ellipliques. 

Nous  ne  nous  etendrons  pas  davantage  sur  la  mulli- 

plicaiion.  La  division  aurait  pour  bul  de  caiculer  sn  -  » 

'■  m 

cn  — ?  •••  en  fonction  de  sno:,  enj:,  diij:,    ....    Sans 

in  ' 

entrer  dans  des  details  ä  ce  sujet,  disons  seulement 
qu'Abel  a  demontre  que  les  equalioiis  d'oü  depeiid  la 
division  des  fonclions  clliptiqucs  sont  conime  tclles  doü 
depend  la  division  des  fonclions  circulaires,  resoluLles 
par  radicaux. 

APPLICATION    A    l' ADDITION    DES    FO^'CTIOrCS 
DE    TUOISIE^IE    ESPF.CE. 

Inous  avons  trouve 

ll[.T,a)=.r.—)-i  +  -\oc  '- 


e   a)         2      ^ea: 


Si  l'on  de'signe  alors  par  «i,  äj,  .  .  .,  a^n+i  des  argu- 
menis  lels  que 

a,  +  a,  -I-   ...  -4-  a;n^.,  ^  O , 
on  aura 

n(a,,  fl)  +  U(<x„a]  -+-...  -+-n['jL..„+,,a) 

I,       0(a, — rt)0'aj  —  a]...0'a,„.,  —  a) 

=  -  \oa,  — — ^ ^ — '-- 

2      "  ©;a,  H- «)0^ajH- fl)  .  .  .  0^a:„^.,  -4-  fl) 

La  quanlile  placee  sous  le  signe  log  possede  les  pd- 
riodes  4K.  et  aK'y' —  i  par  rapport  a  la  variable  a;  oii 
])0urra  donc  lexpriinor  en  veitn  du  llieoreme  de 
M.  Liouville  en  fonction  ralionnelle  de  sna  et  de  sa 
derivee  sn'a  ou  cnßX  du«.  Nous  ne  donnons  pas  ici 
Celle  expression,  qui  est  un  peu  compliquce. 


{  585  ) 

DfivELOPPEMEAT   DES  FONCTIOKS  nOCni.EMENT  PitRIODlQUES 
EN  SliuiES  TUIGOKOMiLtUIQUES. 

La  forniulo  de  Foiiilcr  doiinc 

j.„     mr.\'  —  i  

1K  m-\f~^ 


sn  j; 


=24^/: 


rcsle  n  calculcM-  la  valeur  de  rintegrale  qui  enire  dans 
ccUe  fonnule.  D'abord,  en  posanl 

A„=  /  snze        ^^      dz, 

on  irouvc,  au  nioyen  de  la  f()rmulesn(2K  -\-x)  =  —  snx, 

,->  .1  „  -r-  2  K  _  m^y  —  1  _ 


Am=  \  snze        -'*        dz 

2K  mrv'^ 


x: 


(c  +  !K) 


^x: 


( — snzje        -^  dz 

2K  —iii^LEl- 

sns[i  — ( —  ij'"]e       -"^      "(/z. 


L'inlegrale  A,„  clajit  indcpendaiite  de  .To,  on  peut 
supposer  o:«  un  peu  plus  pelit  quo  zero.  L'inlegrale 
etantprise  Je  long  du  coniour  reciiligne  Xo,  To-f-aK 
pout  etre  remplacee  par  deiix  paralleles  ä  K'^  —  i 
de  longueur  infinle,  menees  I'une  par  Xo  ci  Taulre  par 
0*0  -I-  2 K  au-dessous  de  Taxe  des  x^  el  par  une  paral- 
lele ä  Taxe  des  x,  nieiiee  ä  l'iniini.  Le  long  de  ce  nou- 
veau  coniour,  Tinlegrale  scra  nulle;  niais  il  faudra  lui 
ajouter  les  residus  relatifs  aux  poinls  — K'y  —  i, 
—  3K'y/  —  1,  —  5R'y  —  i.  .  .  . ,  muliipliespar  2-y —  i. 
De  plus,  ces  residus  seront  pris  dans  le  sens  retrograde. 


(  586  ) 
Calculons  le  residu  relalif  au  point 

u  est  esral  ä 


,.       JT  -4-  (2«  -f-   I     Iv'i'  —   I      -"'"„,-"     [-lln  +  DKV-l] 

lim ! — ^ — e        2k 

Xsn(a:  +  K'v/— I  j 
mais,  si/x  elant  egal  ä  i  pour  o:  =:^  o  ou  27:K'\/  —  i, 
Celle  quanliie  peut  s'ecrire 


I 
79 


On  a  donc 


et  Ton  a 

Aim  =  o, 

par  coiisequcnt 

!  "7  J-  1 


Quand  TO  est  negaiif,  on  a 

>4K  inT.V^_  A».|K  " 


O  J  o 


snzdzc        -^ 


Les  coenicients  des  lermes  egalement  dislants  de  l'ori- 
gine  sont  douc  egaux,  ei,  en  les  groupant,  011  a 

_  m  =  »= 
Ti  fJ    x^         q'"-*  '  .       (  2  //?  -f-  1 )  77 .r 

snj;  =  —V     7 sin 


Iv    -Äd  1  —  7-"'+' 


Xlv    ^  1  —  <7-"'+'  4K 


ni  =  0 


(Ina:  =z  ---       !   -f  4    > cos 

4K  \  ^  ^^  i  -i-q'"'  2k 


(  587  ) 
A  CCS  formulcs  il  convlcnt  de  joindre  les  sni'vaiiics, 
aiix(|uellcs  on  parvieni  crime  facon  loute  sciiiblable  : 

0'  ( X )         2  TT  ir^        q'"         .      ninx 


2  TT  iri         ff'"  .       ni-Ki 


0(x 

©',(.r) 27r  ^^  (  —  xYq-    .     ruTt.z 

IV  Ix 


— !-; — r  =  —  > sin  

0,  (x)  \<^  jLd     i  —  ({■■"  Iv 

I 

..  ,     .  (Icvcnant  infini  pour  o:  =  o,  oii  clcveloppera 


on  liouvera  alors 


d_  r  \\[x^  "] 

Tx  .      T.X        ' 


H'(.r)  TT  TtX  277    ^^  r/2//!         .        /7?-.T 


=        -  -  cot    -  —  +  -TT    > Sin 


^ rr 


H(x)  2lv.  2l\.  K   1^1^  I  —  f/-" 

H'(.r)  TT  Vl.T  2  7r   X^    ( l]"'rt2'«.        IIIT.X 

'  ^ 1  — .  tansr 1 ■   >   ^ — —  sin • 

H,  {x)  ~        2K         *'  2K  ^    K  ^    I  -  ry^"'  Iv 

De  ces  dernieres  formules  on  lire 

£?Io£jsn.r        rn.r(ln.x  tt  Tr.r         27r^i      7"'        .     w-rx 

5 = =  — 7  cot > Sin  — : — ) 

dx  snx  i.\\.        ?.  K        K  ^-d  1 -j- r/'"  K 

rflosjcnr               TT              TTX        c>.7r  v^              «7'"                .     /.»/Tr.r 
:33 tan" —  >  ■ sin > 

r/x  2K       "aK       K  -^  I  4- (  — i)'"^"'  K 

rflos:dn.r  4^^  x^        7"'""'  (2/?i—  i)~x 

. ^ =  ^^—     > ;  sin  ^ -'" • 

dx  R  -^iJ  I  —  (7-(-"'-'^  2lv 

On  arrive  plus  simplenient  ä  ces  resultals  comme  il 
suit. 

Rappeions  la  forniule 

1  r'  /' 

loijfi  —  2r('0S9  -+-/•'    =  rcosa  h coS2a  -\-  -cos3a..., 

2  ""  2  6 

et  partons  de 

Q>[x)  =c(  I  —  27COS—  4-7-)  ( I  —  ary^cos^  -+-  ?M  ••  •> 


(  588  ) 
iious  aurons 

-l0"0  X    =:  -  lo"c  —  cos 

2     °     ^    ^        1     °  K   I  —  7» 

1  IT.T.  7' 

COS  — -  — 


2  K      1    —  7'  ' 

et,  en  ptenanl  les  tlerivees,  iious  aurons  le  developpe- 

mcnt  dt;  — — -•  On  obtient  d'une  facon  anaIo2;ue  ceux  de 

0(.r)  *  "^ 

%    U)     H'(.r)        H',(a:) 
0,  [x)'    11  ^.rj  Vl(x) 


SUR    LE    PROBLEME    DE    LA    TIIANSFOKMATION. 

Le  proLleme  de  la  Iransformation  a  pour  Lui  la  com- 
paraison  des  fonclions  clliptiqucs  conespondant  ä  des 
mcdules  differents.  Exposons,  d'abord,  la  theorie  que 
Jacobi  donne  dans  son  ouvrage  intilule  :  Fundaineiita 
iios'a  Üieorice  functionum  ellipticaram, 

Si  dans  l'expression 


y/A  -4-  Bx  +  Gx^  -+-  Dx^  -t-  Ej:« 

on  pose  a:  =^  -  5  U  et  V  designant  des  polynomcs  cntiers 
enj^,  on  aura 


(•) 


VA-i-liJJ+Cx^  -f-  üx'  +  Ej:< 
VrfU  — Ur/V 


\/AV*-t-ßV^U-f  CV  =  U^-4-  ÜVL    4-El  • 

et  Ton  pcul,  d'une  infinite  de  nianiöres,  deleiniiner  U 

et  V,  de  teile  sorle  quelesecond  menibre  de  ceile  lor— 

niule  soit  de  la  forme 

dy 


)JM  -H  ß' j  ^  CO  '  -+-  D'^  ^  n-)^'f 


(589) 
Eu  edel,  pour  que  dans  le  sccond  m('ml)re  de  (4)  1*: 
pnlyiiümo  sous  le  radical  se  laiueiu;  au  (|iialiieiiie 
di'gie,  il  faul  que  ce  polyiioine,  qui  csl  d'un  degie  (|ua- 
diuple  de  celui  de  U  et  V,  ne  conlleiine  que  des  faeteurs 
doubles,  ä  l'exeeplion  de  qualre  qui  seronl  simples;  ou 
aura  done,  cu  appelaut  T  un  polyuume  enlicr, 

AVM-BV'U  +  ...-+- EU* 

=  T^(  A'  -+-  B'j  +  ay  -+-  D' j'  +  E'y) ; 

lesecond  menibre  de  (i)  se  reduira  alors  ä  la  forme  de- 
mandce  si  Von  a 

,     ,  V^ü—  Ur/V 


T./r 


const. 


Or,  il  en  est  aiiisi  quand  U  et  V  sont  de  meme  degre 
ou  de  degres  diÜ'erenls  d'uue  unite.  Soit  eii  effct 

A  4-  B.r  -t-  C:t'  4-  Dx'  +  E.r' 

=  E[x  —  a)(x  —  f)[x  —  7)  [.T  —  5), 

et  par  suite 

AV  H-  BV^U  -h  CV'U'  +  DVU'  -f-  EU« 

=  E(U  — aV)(U  — ßV)(U  — 7V)(U  — ^V). 

Les  facteurs  (U  —  aV),  (U — ßV),  ...  sont  pre- 
miers  enlre  eux,  car  tout  diviseur  simple  de  U  —  aV  et 
de  U  —  ßV,  par  exemple,  sera  diviseur  simple  de  U 
et  V,  et,  eomme  on  pcut  supposerU  et  V  pieniiers  entie 
eux,  les  facteurs  U  —  aV,  ...  le  seront  aussi.  Or  on  a 
idenliqucment 

—  a(V^/U  — Uf/V)  =  (U  — aV)^U  — Urf(U  —  aV); 

il   eu  resulte  que  tout  facteur  double  de  U  —  aV  est 
facieur  de  V<^U  —  Ur^V,  car  ce  facteur  appartient  ä  la 

derivee  -7-  (  U  —  aV ). 
elj'  ^  ' 


(  390  ) 
En  rcsume,  le  polynome  AV*  -+-  BV^U  -i-  .  . .  jouit 
de  Celle  propriete  que  ses  facteurs  doubles  sont  aussi 
facteurs  doubles  de  U  —  aV,  deU  —  ,3V,  de  U  —  yV  ou 
de  U — ^V,  puisque  ces  polynomes  ne  peuvent  avoir 
de  faclenr  commun,  et,  par  suiie,  ses  facteurs  doubles 
divisenlU^V — VJU.  Si  donc  on  suppose  tous  les  fac- 
teurs de  AV*  -i-  BV^U  -f-  . .  .  doubles,  a  Texcepiion  de 
quaire  d'enire  eux,  le  polynome  T  divisera 

VaV  -VdV. 

Si  alors  on  suppose  que  V  et  U  soient  de  mcme  degre  p^ 
ou  Tun  de  degre  p  et  l'autre  de  degre  p  —  i ,  AV*  -:-... 
sera  de  degre  4/??  T*  de  degre  4p  —  4  ^t  T  de  degre 
2p  ~  2-, 

l]dy  —  \dü 

est  evideniment  de  raeme  degre,  et,  par  suite,  la  for- 
mule  (2)  est  satisfaite. 

On  pourra  donc  effectuer  la  transformation  d'une  in- 
finite de  manieres,  car  on  pourra  d'une  infinite  de  ina- 
nieres  determiner  les  coefiicients  de  U  et  \,  de  teile 
sorte  que  AV*  -+-  BV'U  ...  all  tous  ses  facteurs  doubles 
a  l'exceplion  de  quatre  dentre  eux,  U  et  V  etaiit  de 
degres  di  (leren ts  de  zero  ou  de  l. 

Le  riegle  de  la  transformation  est  le  degre  de  celui  des 
polynomes  U,  V  qui  possede  le  degre  le  plus  eleve. 

TnANSFORMATION    DU    DEUXli:ME    DEGR6. 

Nous  n'avons  pas  a  parier  de  la  transfurmaliou  du 
premier  degre;  ou  a  vu  que  non-sculement  eile  reussis- 
saii  loujours,  mais  cncore  quelle  servait  ä  la  reduction 
ä  la  forme  canonique. 

Si  roii  veut  operer  la  transformation  du  second  degre, 
deux  des  facteurs  V  —  aU,  V  —  ßU,  ...    dcvront  cire 


(  ^9'   ) 
des  carres  paiTalts,  on  dcvia  cloiu;  poscr 

U  —  aV  =  {nij  -}-  m']\     U  —  [iV  =  [ny  -h  n']\ 

On  cn  conclut 

U  —  aV [mr  4-/«')' 

ou  bicn,  en  observant  quo  -  =z  x, 

x  —  a        !  rny  -h  w/^^ 


x  —  fj  «j  -+■  n'  j' 

On  pourra  cnsuite  determiner  m,  ui',  ti,  n'  de  manicre 
ä  donner  ä  la  nouvelle  integrale  la  forme  canoiiique, 
mais  nous  n'edccluerons  pas  le  calcul  en  disant  louic- 
fois  (pi'ü  existe  deux  Solutions  a  la  qiicslion. 

METHODE    d'aBEL. 

Snpposons  que  Ton  desire  calculcr  toutcs  les  valeurs 
de  7  rationnelles  par  rapport  a  x,  cl  lelles  que 


(i  —  j')^i  — /5-V)      (»  — •»M(i  —  f'-'^') 

Si  Ton  posc 

P 

P  Ol  Q  designant  des  fonctions  entieres  de  degre  /:/,  ä 
chaque  valeur  dej-"  correspondront  |u  valeurs  de  x,  et  si 
Ton  designe  par  x^  etXo  deux  d'entre  elles,  on  aura 

dx.^  zt  d.r^ 


v/(K-xj)(.-r-xf]      v/^,_x,)'(r-/-x^) 

Si  Ion  egale  ä   <ia  les  deux  mcnibres  de  la  finmuie 


(    ^92    ) 

preccdente,  cn  aura,  si  Ton  veut, 

x,  =  sn«, 

a:,  =  sn  (a  z~  a  ■, 

«  designant  une  constante;  on  peut  se  borner  ä  ron- 

siderer  le  signe  +,  car  snfa  —  u)  =  sn(2K  -h  u  —  a 

et  2K — a.  est  une  conslanie.  Ainsi,  Tune  des  racines 

1    ,, ,         .  P   ,  ,         ,  , 

de  1  equation^'  =  -  etanl  represenlee  par  snzz,  les  autres 

p 

seroutdela  forme  sn  [11  H-  «).  Si  done  on  pose  -  :^'\)(x), 

on  aura 

idenlkjuemcnt,  et,  comme  on  a  aussi  j^  =  Vsnii  -i-  a  ), 
il  faul  cu  conclure 

tJ>  sn  K  ;  =  ->{^  ( sn  «  -t-  a )  =  •i  ( sn  «  +  2  a  j .  .  .  ; 

par  suile,  les  racines  dej'  =  '^{x)  sont 


Sl)  H ,      sn  «  -1-  a ,      sn  M  -h  2  a ,     sn «  -:-  3  a ,      •  • . ; 

mais  les  racines  de  Tecjualion  eu  queslion  sont  en 
nonibre  limite  au  plus  egal  ä  fji:  il  est  facile  d'en  con- 
clure que  les  p.  valeurs  de  a:  se  decomposent  en  cycles 


sn  «  ,      sn  (k   -i-  a  ] ,       .  .  •  ,      sn\^u    -+-  n  —  l  ^  ) , 
sn«',     sn(«'4-a:,      •..,     sn(ü'-i-« — la), 


n  designant  un  sous-inulliple  de  p.  Si  fjt  est  un  nombre 
preniier,  les  cycles  se  reduironi  ä  un  seul.  jNous  exa- 
minerons  eu  parliculier  le  cas  oü  u,  est  un  nombre  pre- 
niier impair.  Les  Solutions  dcj  =  '^{^)  sont  alors 

sn  /  ,      sn  '  rt  4-  a } ,       .  .  . ,      sn  (m  -i-  fi  —  1  a  ) ; 
mais,  sn(«  -i-pa)  etaiil  egal  ä  sn«,  il  faul  que  a.a  soit 


(  'xß  ) 
iine  periodc;  donc 

a.  =  ~  {^Km  -h  iR' n  \/  —  i  ). 

Mais  requaiion  j  =  'y(-^)  ^'st  de  la  forme 

(A^—  B|,,-)j:i^-+-  .  ,  .  _u  a„  —  Bor  =  o; 
011  cn  dcdiilt,  pour  Ic  produit  des  racincs, 

_,   Ao  —  Bo.r 

et  pour  y  une  expresslon  de  la  forme 
a'  -+-  a.T,X2  .  .    x.j, 

//   ■+-  bx^Xj  .  .   .  JTji 

On  peul  simplificr  celte  expresslon  j  on  a  en  eflet 


Xi     =  sn  ( «  -(-  /  —  1 3t ) , 

J^n-,-  =  sn I  «  -f-  ux  —  /  —  1  a )  =  sn ( K  —  i  —  l  et), 

car  i^y.  est  une  periode,  et,  cn  faisant  usage  d'une  for- 
male connne, 

sn'M  —  sn'(/  —  i)a 
■Tirg- 
on a  donc 


''  ^  '        i  —  /-■^sn^«sn'[j —  i)a' 


XtX,....r-., 


sn//. (sn'M  —  sn'a]  [sn-u  —  sn' ? a  ' .  .  .  ( sn'/f  —  sn^ ' a  ) 

(i  —  /'sn//sna)  ...  (  i  —  X  =  sn//sn^^^ '  a) 


Le  produit  x,  Tj.  .  .x.j,  est  alnsi   exprime  a  l'alde  de  la 
scule  racine  Xf  =  sn  u.  Alors/  prend  la  forme 

«'  +  <7  2>(  j:,  ) 

Stlrm.  —  .-//?.,  II.  38 


(  594  ) 


TUAWSFORMATION    DE    LANDEW, 


Considerons  uii  demi-cercle  Irace  sur  AB  ^=  2R 
comme  diametre  :  soient  O  son  cenlre,  P  un  point  fixe 
pris  sur  AB,  M  un  point  variable  de  la  circonference, 
soient  OP  =  a,  MPO  =  '^,  MAO  =:  o.  Supposons  que  le 


point  M  se  deplacc  infiniment  pcu  et  posons  MM'  ==  ds^ 
nous  auroiis 

,    ,  ds         sinM'PM 

1 


MP        sinPM'JM 


Or 


ds  =  2.Rd<f,     MP  =  V  K'  -^  «'  +  2aR  cos2<i),     M'PM  =  db, 

et  MM'P  est  egal  ä  -  plus  l'angle  que  OM  fait  avec  MP 
ouPMO;  (i)  devicnt  alors 
2Rr/9 


(2 


ou 


^    «^ 

'  V  ^'  -+■  '^'^  -"-^ "  ^^  '^"=*  2  ?       cüsPiMO 

Si  l'on  obsorve  alors  que 

R    _       a 

sTn^  ~siiiPiMÜ 

RsinPMO  =  «sin^, 
R'cob'PMO  :i-  R'  —  rt'sin-  S 


( ^><ß ) 

la  formule  (2)  deviendra 

Oll  bien 

V'fR  -ha)'  —  4«Rsin'^       ^R' —  «^sin'''^ 

ou  enfin 

2  R  d<p  ff-li 

R-+  a  ~ 

Posons 


/  4«R      .  /        '''.,. 


^   '  V  iR  +  «]'  R 

et  nous  aurons 

, , ,  2  R  c/'3  &h 

(41 


d'ailleurs 

sin  ( 2  '^  —  1]/ ) 


Le  triangle  PMO  doiine  d'ailleurs 


R  sinij/ 

d'ou 

I  —  k^        sin-J/  —  sin  ( 2  ^  —  -{^ ) 
I  H- X,       sini{/ +  sin(2^  —  1^) 
OU  bien 

'  1  -t-  /",  t-lngf        ' 

d'ailleurs  lesequations  (3)  donnent 

(6)  *=°''4' 

et  la  iormule  (4)  devient 

(n)     r  ^       ^,  _^  r-=^u= 


(  590  ) 
Voici  comment  on  fera  usage  Je  ces  formales  :  sup- 
posoiis  que  l'on  veuille  calculer 


X 


db 


0     \/i  —  XJsin'^}» 

on  calculcra  a  l'aide  de  (6)  uu  nouveau  module  /!',  et  a 
l'aide  de  la  Substitution  (5)  (cjue  Ton  n'aura  pas  besoin 
d'eirectuer  reellement  si  Ton  n'a  pas  besoin  de  faire  un 
calcul  nunicrique),  on  converiira  l'integrale  proposee 
en  une  autre  de  module  A,  donne  par  la  formule  (6).  II 
est  facile  de  prouver  que  A<[/'i",  en  repelant  alors  la 
substiluiioii,  on  peut  ainsi  obtenir  ce  que  1  on  appelle 
une  echelle  de  modales  de  plus  en  plus  voisins  de  un-, 
on  pourra  done  developper  l'intt'grale  suivant  les  puis- 
sances  de  i  —  A',  et  l'on  aura  une  serie  tres-convergente. 
Je  dis,  en  eilet,  que  k<^ki  :  c'est  ce  que  prouve  la 

formule  (6),  car  la  moyenne  arilbmetique  — — '-  de  i 

et  k\  est  moindre  que  leur  moyenne  geomeirique  \^' ki  : 
ainsi  A<^/ii;  done  on  Gaira  par  rendre  A  <<!  i.  Suppo- 
sons  dejä  Aj  -^^  i,  on  a 


r,  ,1    l- 

done   —  — '-  ]>  \p<i  ^  A,  •,   ainsi  A  ^  Aj,   mais   A  <^  i  : 

I    -T-  A'i 

done,  etc. 

On  peut  done  aussi  se  donncr  A  et  calculer  Aj ;  si  alors 
A"  est  moindre  que  l'unite,  on  aura  Ai<[A,  et  l'on  ob- 
tiendra  des  modules  lendant  vers  zero^  quand  A  sera 
tres-pelit,  l'integrale  elliptique  developpee  suivaut  les 
puissances  de  A'  sera  rapidement  convergenle. 

II  est  facile  de  voir  cjuc,  si  l'on  pose 

i  —  sinO, 


(  ^07  ) 

on  aura 

0 
A,  =  tang'-, 

tang(v|<  —  f)  =  cosötangip, 
ce  qui  simplifie  le  calcul  logarilhniique. 

SUR    LES    APPLICATIONS    DES    TIlfiORIES    PR6c6dENTES. 

Nous  avons  vu  que  loule  integrale  d'une  fonclion  ra- 
lionnelle  de  x  et  d'un  radical  tel  que 


^ax*  -+-  bx^  4-  cx^  ■+-  dx  -r  e 


se  rameiiait  ä  trois  lypcs  simples  ne  renfermanl  plus 
que  le  radical 

y/A{i  +  rnx^][i  -+-  m'x^), 

Ce  radical,  dans  loquel  A,  m,  m'  peuvent  ßtre  supposcs 
reels,  comme  on  l'a  vu,  si  a,  b,  c,  d,  e  le  sont  cux- 
metnes,  peut  se  ramener  au  suivanl  : 

en  faisant  sorlir  A  de  dessous  le  radical   et  cn  posant 

mx^  =:=  —  z^  et :=  A" :  mais  alors  k  n'est  pas  ne'ces- 

/«  '■ 

sairemenl  reel.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer 
que  Ton  peut  toujours  supposer  A"  reel  et  compris  entre 
zcTO  et  I,  ce  qui  simplificra  evideniment  la  coastruclion 
des  Tables  des  fonclions  elliptiques. 

D'abord,  on  peut  toujours  supposer  A  ==:  ±  i  en  fai- 
sant sortir  sa  valeur  absolue  de  dessous  le  radical;  enfin, 
on  peut  supposer  m  ^=  zh  i^  en  posant  X\J/n  =  z,  si  m 
est  positif,  et  x\J — in=^  z,  si  z  est  iiegatif.  Ainsi  nous 
pourrons  toujours  supposer  m  =  —  i  et  //i'  =  zt:  A".  Cela 


(  %8  ) 
pose,  on  a  vu  et  l'oa  veriüe  ires-facilemeut  que,  en  po- 
sant  Ä'*  =  1  — A% 


dz  , 

i)     Si     z=sn.r,       on  a     — =  \^[\  —  z'\[\— k'-J)^ 


<2j 

2  :=  •) 

snx 

(3! 

z  =z  dnx, 

(4) 

I 

Z= 5 

(5) 

z  —  tnx, 

(6) 

I 

Z  =3   ) 

tnx 

(7) 

z  =  cnx, 

(8) 

I 

Z  =  1 

cnx 

r.=-W'--{'-r^-'' 


dz 

-— =—       y—     i_z'      1  — X'»-'  =  ^, 
dx  ... 


(l^  I r, 


(Ix 


V/-..-=>,\-7T=-) 


Dans  ces  foi  mules,  on  peut  constalcr  que  le  radical  est 
partout  de  la  forme 


et  que  l'on  y  rencontre  louics  les  conibiiiaisons  possibles 
des  signes  avcc  toutes  les  valeurs  reelles  et  positives  de 
Ap  en  supposanl  h-\  <C  i,  Irois  combinaisons  cxceptees, 
ä  savoir 


mais  la  premiere  est  impossible  si  le  radical  doit  etre 
recl,  cl  les  deux  aulres  reiilrent  daus  les  loriues  (7;  et 


(  ^99  ) 
(8)  par  le  changcment  de  -p  z  cn  ^  ou  de  —  :;  en  z.  Nous 

n  K 

n'en  parlerons  donc  pas. 

II  r^sulte  de  la  que  loules  les  equalions  de  la  forme 

dz 


s'intcgreront  par  Ics  fonclions  elliptiques,  et  que  loule 
integrale  de  la  forme 

/f[3,  v/=t  (h-  mz'j  (i  -t-/nV]]</2 
se  ramenera  «t  la  forme 

oü  l'on  aura 

Montrons    sur   un  exemple  la   marclie  a    suivre   pour 

ope'rer  cette  reductlon.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'in- 

legiale 

dz 


cn  posant  ki  z  ^'(^^  on  aura 

I    r  d-c. 


u  = 


On  posera  [voir  formule  (7)] 


d'oü 


?l  Ton 


aura 


On  en  conclut  que  "(est  egal  ä  cn  f 7~"  "r-  const. ), .  i 

par  suilc  (|ue 

\fi  —  c,'  =  sni ^^- «  4- const.  j . 

Si  donc  on  pose 

z  sera  le  sinus  amplitude  d'un  multiple  de  u,  et  liiilc'- 
grale  u  sera  ramenee  ä  la  forme  voulue 

I    C  'fe 

«  = .- 


''Js[^ 


La  melhode  de  reduclion  que  nous  venons  d'indi(|uer 
a,  sur  Celles  que  Ton  enseigne,  l'avanlage  d'elre  purcment 
analylique^  cllese  reirouve  facilement:  si  runiriiulique 
pas  la  inarclie  (jui  conduit  aux  subslitulions  ä  ciTecluer, 
on  peul  lu'siler  longtcmps  avaul  de  los  rclrouver.  D'ail- 
leurs,  notre  metliode  a  Tavanlage  de  donner  immediate- 
meiit  z  exprime  cn  fonclion  de  //  au  moyen  des  fonclions 
sn, cn,  dn. 

Voici  d'ailleurs  les  subslitulions  a  ctlecluer  dans  Ics 
diirercnts  cas  pour  reduire  Tinlcgrale 

ä  la  forme 

//[  =,  V ' ti-s-j^i-/"'"^) ]dz     Oll     /  < I , 
d'apres  MIM.  Brioi  ci  ßou(]uei,  i^'edilioii,  p.  194» 


(  öoi    ) 
1°  A  posilif,  m  -~  —  /i%  m'--  —  //%  h  ^  //,  on  pose 

z 

2"  A  posltif,  in  —  —  //-,  ///  -  //', 


3°  A  positif,  in  --  /i%  m'=  h'\  h  >  /i^, 

Ä  X  =: . 

4°  A  negatif,  m  —  —  Ir,  ni  =:  /i", 
hx  z=z  — ^^-^ — . 

5"  A  ncgalif,  m  —  —  /r ,  m'  =  —  /^'2^  h  ;>  h\ 


Quaiul  on  a  ramem^  le  radical  ä  la  forme  vouluc,  il 

resie  eiicore  a  calculer  Ics  qiianiilcs  (|uc  Ton  a  designees 

par  K  et  K'  eL  doul  depeiidenl  Ics  pei  iodes.  A  cot  cflel, 

_   ü' 
on  calculc  d'abord  la  quantitc  q  =^  e      ''^  j  ou  pari  pour 

cela  de  la  formule 

ünx  ^=  V"    -      ■  • 

0   Xj 

Si  l'on  fall  X  =  o,  on  a 

e'o)  l  —  9.7  -1-5  7* —  2(7'  — ... 


\/^'= 


On  pourra  resoudre  cctte  equation  par  la  melhode  du 
retour  des  sultes.  Qiiand  on  connait  ^,  K  se  calcule  fa- 
cilement,  et,  en  eilet,  on  a 

sn  X  T      H  [.t] 


(    6o2    ) 

et,  pour  jC  =  o, 

__i     II'ol 


S/A-  0(0) 

En  faisant,  dans  l'expression  de  snj:,  x  =  K,  snar  dc- 
vicnt  egal  ä  i ,  et  Ton  a 

—  _L  H  K\ 

donc 

'-H(K)0(o)' 

Picraplacons  H'(o)  =  lim  —^  pour  o:  :^  o,  0  K  .  H  K^ 

et   0(o)  par   leurs  developpements   en   produits,  nous 
aurons 

2K_  (i  — 7')'(i  — r/,'...    (1  +  v;^(l  -hq'V'... 


ou 

/2K  _  (i  — y')(i_  9M.  ..    (i-t-9)  (i_-f-jr').  ^ 

C'est  precisenient  la  valeur  de  0i(o). 
On  a  donc  finalenieiit 

/2K 

4  /  =  ®'(0j  =  »  -i-  27  -t-  =«'  -r-  27'  --     .  ., 

d'oü  Ion  conclut  K. 

JNIais  il  est  clair  quc  Ton  pourra  aussi  calculcr  K  et  K' 
par  les  forniulcs 


X») 


(  (]o3  ) 

en  les  developpant  eri  serie.  Si  Ä"  est  voisln  de  ruiille,  K 
sera  donne  par  unc  scrio  pcu  convergcnlo*,  inais  VJ  sera 
alors  donne  par  une  seile  tres-convergenle.  Pour  aug- 
menter  la  convergence  des  scries,  on  pourra  eniployer 
la  transformalion  de  Landen. 

Le  developpenient  eu  serie  de  K,  par  exemple,  se  fera 
comme  il  suit  : 

I  I  .r'  I  .  3       /  *  .r* 


L 


sj i  —  x^        2       VI  —  ^^        -^ •  4  v' i  —  x' 
dx 


i.3\'.        /I.3.5 


?ha) 


A^ 


2.4;  "     '    V2.4.G;  "   ■^■••j' 


REMARQUE. 


Les  formules  (1),  (2),  .  .  . ,  (8)  du  paragraphe  prece- 
dent  eonduisent  a  des  formules  curieuses  que  l'on  peut 
rapprocher  des  formules  elementaires 


%\v\x  = 


2  2  \/—  i 

Considerons,  par  exemple,  la  formule  (5) ;  on  en  lire 


X  :=  f\j [l  -i-  z^ j  [i  —  A'-z-  j  dz. 

Or  z,  etant  la  tangente  aniplilude  de  x,  s'annule  avec  j:: 
on  doit  done  prendre  pour  limiie  inferieuie  de  l'inle- 
giale  zero',  mais  alors  on  a 

Y  —  IZ=:  SXl[k' ,  X  ti^ — I  ), 


QU  bien 


tn(A-,a-;  =  - sn(X%  j:v  ~0> 


(  6o4  ) 
ou  encore 

sn(/-,  .-r)  I  ,  

7-——=  =  -— sn(^',  xy-i  j. 
V'i  —  sn'^/,  xj        V  — I 

II  est  clair  que  Ton  pourrait  obteiiir  ainsi  une  infiniie 
de  formales  du  meme  geure,  mais  qul  scront  plus  ea- 
rieuses  qu'ulilcs. 

RILSUM^    DES    PHIÄCIPALES    FORMULES    ELLIPTIQUES. 


tj~e 


©  (x)  =  I  —  in  cos-—  4-  2  7*  cos—.; 2  7' cos  —  , f-.. ., 

^   '  K  Iv  K 

,.                                         VX                               ITZX                              3-.r 
0,  (x  =  I  -4-  2  o  cos [-27*  cos  — f-  2  7'  cos  -  ; .  .  . , 

'  K  Iv  Iv 

„IS  T    •      "^-^  4    •     ^TT.r  ^/    .     Sttx 

H    .r  =:  27'  sin  — —  —  20    sin  — - — \-  iq      sin  — .... 

^     '  2K  '  2lv  2K 

-!-           7TX  -  3:7Jr  —         5-x 

n,  f.r]  =  27*  cos  -^ h  2 7  *  cos  —  ,^-  -+-27*  cos  — - — f-  .  .  .  , 

*^    '  2lv  2K  2lv 

c=(i  — 7=)(i  — 7«)(i  — 7«;,..  ., 

0  (x)  =  C  [   i  —  2  7  cos  ---  +  7'  J    (  I  —  2  7'  cos  -^: f-  7    ,   •  ■      • 

,    ,  /  TT.r  \    /  7r.r  \ 

0,  x^=ic[  I  -f-  27  cos  — — 1-7'     [1-4-27'  cos  —  -I-  7"  (  ■       • 

_  ,    .  \    .      r.x  [  TX  \    /'  t:x  \ 

H  \x]  z=i  -xcq*  sin  -— -  I  1  —  2  7' cos— — f-  7'     I  i  —  27'  cos -^ — '~  T] 

H,(x]  =  2^7"  cos— —   f   I  -r-  2  7-COS-J7-    -+-  7'  j     (   I  4-   2  7*  cos  ^^; ;      7' j 

0(— x)=       0(x),  ©,(-x)=re.  (.r), 

II(-  x)=-\\  (.r),  H,(-  x)  =  11.  (x), 

0(X-J-K)=         ©,(x),        0(X—  K)=:         ©,(x), 

0,  [x  -J-  K)  =       ©  (x) ,     0,  (x  —  K)  =       e  (x), 

'     H  (x  -f-  K)  ^-■-       H,(x),      H  (.r  -  K)  =  -  H.fx), 

ll,(x   M;):^-U(r],      lJ,i>--lv)=       U(x). 


(  Oo:>   ) 

0  (x  H-  iK)  =r.        0   (x), 
0,  [x  -t-  2K)  =        0,  (x), 

H(x-)-?.K)— —  U(x), 
H,(x-f-2K)=— ll,(x). 


Si  Ton  fait 


e 
on  a 


•^  =:A    et     e      *'^  =IJ, 


0 


0,(x-f-2KV^^)=       A0,(x),     0.(.r-|-KV— 'i')  =  BH.W. 
H  (x  -4-  2K'v/^)  ^^  —  AH  (x),      H  (x  +  KV^-  =  ^^B0(x), 
H,(x-f-2K'v/^)=       An,(x),     II.(x-4-KV^)  =  B0.(x). 
0(x)     est  nul  pour     a;  =  2 zK  -^  ( 2y  -f-  i)  K' / —  i , 
H(:p)  »  X  =  2iK -f- 2y  K'/ — i» 

0i(x)  »  07  =  (2i-M)K-i- (2y-+-i)K'v/— I, 

Hi(x)  »  X  =  (2f -4- i)K-i- ay'K'/ — i, 


K 


snx—  -^— M'      cn-^=\/^  — 7^-»      dnx  =  i/A' — -^: 

snx  s'annule  pour     x^tteo     et     2K, 
cnx  »  x^L^K,     — K, 

ilnx  «  xE^rh  (K-f-K'y/ — i), 

Periodes  de  snx=4lv,     2K'y/ — i, 

«  cnx=4^^j      2KV — I  +  2K, 

JB  dn  X  =  2  K,     4 1^'  V  — '  • 

Inlinis  des  trois  fonctions  s^  K'  y^ — i,     2K  -f-  K'  y  —  x» 


(  GoG  ) 
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C        C 
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c    a 
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7 
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CS 
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CS 
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CS 
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fci! 


es 


i4 

es 

X 
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c    c 


+1 


ui        « 


c     c 
1«  .-^ 


t:d 


7     i   I 


Lid       - 


i4 

+ 

c 


! 

T 


H 

B 

2  1+ 


I  ^ 


IT 

c 


c  i  c 


+ 


H  - 

4.  ^ 

T  a 

'  a 


(  <^o7  ) 
,      .    ,,        snacnb  dnbzüzsnb  cna  dna 

,      ,    ,.        cna  cnb  znsna  snb  i\na  i\nb 

cn  [a±b]  = ^ ; , 

'  I  —  A^sn'a  sn'b 

dna  dnb  m  A'srifl  snb  cn«  cnb 


dn'a±b]  = 


1  —  A'sn^a  sii^b 


£ 


A^swa:aa:  :=  ex —  =r  Z{z], 

Q^  —  2^-1-  ?7* —  27» — ... 


8 


JC-"^  A^ina  cna  dna  sn^x 
; dx  =zU  [x,  a] 
Q        I  —  Ä'sn-asn'x  ^        ' 


0    fit  I,      &{x  —  a^ 

0   a  2     ®  0^x-+-  aj 


PREMIETIES    APPLICATIONS    g60.m6tRIQUES.   FORMULES 

FOJiDÄMENTALES. 

Dans  Ics  applications  du  Ca^cul  integral,  les  fonclians 
trigonometriques  se  presentent  sous  leurs  formcs  in- 
Verses  quand  on  ne  les  introduit  pas  dircctement  dans  le 
calcul  sous  leur  forme  normale.  II  faudra  donc  nous  at- 
tendre  a  rencontrer  par  aualogie  les  integrales  ellip- 
tiques  avant  les  fonclions  directes  :  aussi  allons-nous  le- 
venir  un  instant  sur  ces  fonctions  inverses. 

Nous  avons  pose 

(,)  f\        ^^        ..  =  Yi,)  =  FiA,,) 

Jo     y/ 1  —  A-^sm^y 

et  de  lä  nous  tirons 

sincj):=snF,     y  =  araF, 


(  ßoS  ) 
Nous  poserons  encore.  avec  Legendre, 

(2)  f    d'f  v'i-/  =  sin^o  T=E[o]  =  E  'o,  /,]. 


La  foncllon  (i)  est  rintogralc  de  premiere  espece,  V'm- 
legrale  ^{f)  est  rinlegrale  de  seconde  espece  de  Le- 
gendre :  eile  dillere  de  celle  de  Jacobi.  On  a 

r^  d<p  ,     r?  ,  sin»« 

t/o     v/i  —  X'siu-'p  Jo  \i  —  /'sin^s 

La  seconde  integrale  est  ccllc  de  Jacobi,  qui  se  rcduit 

äZ{x)=Ä*  /     sn*j:  Jjc  quand  on  fait  sino  =  sinani  j-; 

J  o 
nous  ladesignerons  par  J(9),desortequc  J(ama:)  =Z(x^  \ 
nous  aurons  alors 

(3)  E(.)  =  F(?)-J(o),     J(?)  =  F(v)-E(«). 

La  fonclion  elliptique  de  seconde  espece  E('y)  reprc- 
scnie  un  arc  d'ellipse  dont  les  coordonnees  seraient 

9  est  alors  le  complement  de  Tanomalie  excentriquc,  et 
l'on  irouve 


eis 


,        I  n'—b^   . 


et,   par  siiite,.  en  prcnant  a  pour  unitc,  et  cii  faisanl 

ds  -  -  <^<p  V  i  —  A^  sin'y; 
on  a  donc 

5  =  E(o, /i  — ^0 

cequ'il  fallaii  prouver. 


(    ^H,,,    ) 

Si,  pour  evaluer  l'arc  d'hyperbolc,  on  posait 
X  =1  a ,      j=t» , 

2  2 

011  trouveraii 


/         o'  -\-  b' 
eis  =  ad^  ^/  .  +-^-—[c^-e-^Y, 

Par  iine  suitc  de  transformailons,  on  fiiiirait  par  ra- 
nicner  celte  expressiou  aux  foiiclions  ellipliques,  mais  il 
est  plus  simple  de  suivre  une  aulrc  voie  pour  evaluer 
l'arc  d'hyperbole^  nous  prcndions  requaiion  de  cetle 
courbe  sdus  la  forme 

ou 


SI  Ton  forme  releracnt  d'arc  ds  =  sjdx'^  +  dj'^,  on 
Irouve 


.r.-'\dx 

ds  = 


U  '^a'  +  a:^]  {a'+"-^^x- 


ce  quo  Toti  peut  ecrire,  en  posant  d'abord  -  =x\ 


,          «-  -f-  ^'       , 
2    1-1 dr'2    a  Jx 


ds  = 


^(i+.-)(^i4-^-.") 


apres  quoi,  conformement  aux  regles  que  nous  avons 
donnees  pour  lar6duciion  des  fonclions  ellipliques,  nous 
poserons 


/^ 


Stlrm.  —  An.,  (I.  89 


(  öio  ) 
nous  aurons  alors 


ds=: 


\/(— -(-.-^^-"r°" 


-i-b^i—jc"^] 
Posons 


b- 


X  =  sin^, 


et  nous  aurons 

ds 


=  k\ 


ds  = 


Nous  poserons 


l'arc  d'liypeibole  scra  donc  represenle  par  aT  (o)  et  sim- 
plement  par  T  o),  quand  a  sera  l'unile.  La  suile  des 
transfonnalionä  quo  nous  venons  d'eflecluer  rcvieut  ä 
faire 


/ 


sin  '0 

X' 


I  —  /'  COS'. 


X  =  ax'  =  asj  i  —  X'  t'^ng?» 


a /,         \j  i  —  X-sin' 


l_AJ  cosy 


COMPARAISON    DES    ARCS   D  ELLIPSE  ET  D  HYPEHBOLE. 

Nous  continuerons  dans  ce  paragraplie  le  nuraeroiage 
de  formides  einplove  dans  le  preccdcnt  et  nous  prou- 
verons  d'abord  cjuu  la  fonclion  T  sc  ramene  ä  E  et  ä  F 
{\\  est  boii  de  rcmarquer  que  T  est  uii  cas  parliculier  de 


( <^«I ) 

rintegrale  de  ti'oisieme  espece)  •,  on  a 


?  {l—li^]dy 


Si  Ton  observe  alors  quc 

cos'tps/  y/  y/ 


«itangüi,/!  — A'sin'ü-^  d% 


'o?  V  '  —  A  sin  ({< 


d-i 


_cos'<j.v/  y/  V^       J 

on  aura,  en  inlegrant  et  en  ayant  egard  a  (i),  (2),  (3), 


l 


(5)  tang<ps/i-A^sin>=Y(<p)-^(/J-'-i)F(9)-E(9): 

la  foiiction  T(':)  se  ramene  donc  ä  F(a))  et  ä  E(:j)). 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  exprinier  T(cp)  au 
moycu  de  deux  fonclions  E  d'amplitude  et  de  modules 
dliTerenls.  Ce  theoreme  sera  deinontre  sl  l'on  prouvc 
que  F(^^)  peut  elre  evalue  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions  E;  ce  llieoreme  celebre,  en  vertu  duquel  un  aic 
d'hyperbole  peut  elre  tnesure  pai^  deux  arcs  d'ellipse,  est 
du  ä  Landen  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Landen  permet  d'ecrire 

dmy  I  -^  X-  d<o 

(6)  == ,—      •        --> 

yi — A|sin'(j),  '-^       yi  —  X'sm'y 

et  la  relalion  qui  en  resulte  pour  les  angles  (j)  et  ^j  peut 
s'ecrire 


(7)         sin-y,  =:  -   I  +  Äsin'o  —  cosepy'i  —  X'sin'(f<); 
d'ailleurs, 


i  -h  X-, 


( ^'2 ) 

Si  nous  mulliplions  merabre  ä  meiiibre  (6)  et  (;: ),  nous 


auioiis 


r;  '(*"")  =  T7^  Ki^,,)*^  ni,,:-  ^-  sin,, 

ou,  eil  vertu  de  ^3), 

^[F(X-„?,}-E(/-.,<?0] 

mais  la  formule  (6)  donne 

en  reniplacant  alors  F(A,  ,'ij)  par  cette  valeur,  on  a 

F(/,o)=-i=[E(Z-,'^)-(i+/jE(/.,^.)-H/.sin?], 
ce  qui  demoiitre  le  tlieoreme  enonce. 

Süll  l'aodITION  des  integrales    de  PREMIERE   ESPECE. 

Lesquestions  traitees  ci-dessus,  quoicjue  se  rattachant 
ä  la  tlieorie  des  fonctions  ellipiiqiies,  pourraient  se 
iraiter  sans  avoir  aucune  notloii  de  ces  fonciions;  il  elait 
hon  de  les  sigiialer,  parce  qirelles  oiit  fait  iiailre  des  re- 
cherches  ulierieures  et  ont  ete  le  point  de  dt'parl  de  la 
iheorle:  on  saitqu'Euler  avait  devine  lintegralealgebri- 
que  de  requation  d'oü  depend  le  tlieoreme  de  Taddiiion 
des  fonctions  snx,  cnj",  dn.r.  II  convient  de  faire  con- 
nailre  ici  une  nielliode  geonietriquc  due  a  Lagrange,  qui 
a  du  conlribuer  pour  sa  pari  ä  fatiliter  les  premieres 
rccbciches. 


(  ß'3  ) 
Soient  cp,  ^p,  /m  Ics  cotes  d'un   irianglc  splierique  et  C 
l'auglc  oppose  a  p;  posons 


sin'C        .  ^         ,     , ; 

sin'f*  ^  ' 

Snpposons  acluellcment  quc  Ton  fasse  varier  c>  et  v}/  cn 
laissaiil  fjt  constant,  ainsi  que  l'angle  C,  nous  aurons 


(i)  cosp.  =  cos-p  cos-^i  zt  bincp  sin]>  y/  i  —  A^sinp. ; 

mais,  le  cole  ^  variani  seiilement  de  position,  ses  extre- 
niites  decrivenl  snr  Ics  coles  '^  et  tpdes  elemenls  rh  el  fl^ 
doiil  los  projpc'tions  sur  a  doivciit  eti'e  egales.  Eii  eilet, 
soient  AÄ' et  HB'  les  positions  voisines  du  cote  /:/,  si  du 
poiiit  O  oü  se  crolseiitces  posilions,coinrae  pöle,on  decrit 
les  aics  BC,  A'C,  comme  0B  =  OC,  A'O  =  CO,  il  faut 
bien  que  AC  ===  B'C.  Or 


donc 


ou 


mais 


AC  =  c/cp  cos(fp,  a),      B'C  =  di  cos(-^,  p): 

(if  C0S(»,  p)  =:  d-^  COS{ii,  fi), 


d(^ij i  —  siii-'(<5),  fi)  =1^  d^\/i  —  sin^(\j^,  fxj  J 
sin  ((p,  fi)        sinC 


donc 

Laformule  precedente  donne  alors 


sin(o,  jx)  =  /  sini]/. 


(2)  dif\Ji  —  /'sin-'-»}/  =±  r/'jiy/i  —  A'sin^^- 

La  formule  (i)  est  donc  l'integrale  de  celle-ci,  uy  est 
constanl;  si  l'on  fait  alors  i^  =^  o,  on  a  [J.  =  cf.  Si  l'on 
eciit  (2)  ainsi 

(3,  _=4=+_^L==o, 


(  ö'4  ) 
ou 

(4)  F(7)  +  F(.!-)  =  Ffa), 

F[fj.)  designant  la  constanie,  u  se  reduira  ä  (f  pour  i/  =  o, 

et  (i)  sera  equivalenle  ä  la  rclalion   transcendante  (4); 

la  formulc  (i)  devant  avoir  lieu  pour  ^  =  o  et  o  = —  •}, 

il  faudra  alors  prendrc  le  signe —  devanl  le  radical.  Que 

Von  iassc  o  =iama,'^=  ainb^  fx  =  am(a -T- h),  on  aura 

alors 

cn  [a  -h  l> }  =  cn n  cn  b  —  snasnb  (.\n[a  —  ö  . 

Gelte  equation,  combince  avcc  Ics  suivanies  : 


cna  =  y  1  —  sn'rt, 


dna  =  V^  I  —  /'sn'rt  , 

fera  connailre  cn  {n-\-b),  dna-^h)  et  sn(a  -f-^)  :  on 
lelrovive  ainsi  los  formules  foudamentales  de  raddilion 
des  fonclions  elliptiques.  On  peut  retrouverces  foimules 
en  clierchant  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond  ordre  :  c'est  ce  que  nous  allons  voir. 

LIGNES    DE    COURBURE    DE    l.'nYPERBOLOlDE. 

On  peut  considt'rcr  Ics  lignes  de  courbure  de  rhvper- 
boloidc  gauche  comnie  les  lignes  bisscclriccs  des  geue- 
ralrices.  Orles  generalrices  ont  pour  equalions 

-  =  -  coso  -f-  sino,      -  =z  -  sinv  —  cos-i, 
a        c         '  a        c        ' 

-  =z  -  sin  V  —  ccso,     V  =  "  <:o%'li  -h  sin  ••/. 
0        c  ^        b       c        ' 

Les  paramelres  (j)  et  -^  scrvent  ä  caractcrisor  une  gcnera- 
Iricc;  en  les  prcnanl  pour  vni  iablcs,  les  equalions  dille- 
renlielles  des  lignes  de  courbure  prenneni  la  lornie 


( ^>'^) ) 

cqiiatlons  dans  l('S(jnc'Ilcs  oii  a 


en  efTectuant  les  calculs,  on  Irouve 
flfcp  d^ 


ou  bicn 


Vi — k^sin^<f       ^l  —  A2sin2(|/ 


=  o, 


(l'oü  Ton  conclut  röqualion  des  lignes  de  courbure  sous 
forme  finie.  11  est  assez  curieux  que  Ton  puisse  ramener 
ainsi  aux  fonclions  elliptiques  la  Solution  d'un  probleine 
resolu  par  une  louL  autie  voie. 


THIiOREME  DE  PONCELET. 


Voici  encore  une  interprelalion  Ires-curieuse  du  llieo- 
reme  qui  vient  de  nous  oceuper  :  considerons  deux 
ccrcles  interieurs  Tun  ä    l'aulrcj   soient  P».  et  /■  leurs 


rayons  et  PQ,  P'Q'  deux   tangentes  infiniment  voisines 
meneesau  cercle  de  rayon  r;  soil  OO'la  ligne  des  cenlres 

arcAP=2^R,     arc  AQ  ^  aiP«.. 


( ^'ö ) 

On  aura 

PP'  _  r/? 

mais  Ics  triangles  semblables  PPM,  QQ'M  donncnt 
PP'  _  MP  _  MP 

ainsi 

d^  _  MP 

or,  a  la  limitc,  Ic  point  M  vlenl  sur  Ic  cercle  r  au  poi::C 
de  contacl  de  PQ,  et  Ton  a 

WP'=:ÖT'  —  /'=  n=  -{-fl'  — r'  +  oRrtcos--?, 
on  a  donc 

dvf 


/R--Has  —  r' -t-  2flRcos2«) 
~  V  R'  +  fl'  —  /•'  H-  laKcosi'j 
_       /{R  +  «)'—  r"  — 2flRsin^9^ 


R  -T-  ";■  —  '"^ —  2aRsin-^J< 
Si  l'on  fait 

2rtR 

/-  = ) 

011  a  Tctjualion  ronnue 

r/cp  d'if 


<^i 


d'oü  roti  peul  conclure  une  construciion  c^rnmetriquc 
de  soll  inu'gi-ale.  Mais  on  pcut  on  dcduire  un  resuUat 
nouveau. 

L'equation  prececlente  devlcnt,  cn  integrant, 

'?  rf(p  f*'P  d<f 


^    Vi  —Asm-?      J^     V— 'i'sm-;, 
/•/•'  da. 


(^^•:  ) 

et  u  est  la  valcur  de  ^  pour  cp  r:^  o.  On  voit  quo  f/  ne  de- 
pend  ni  de  y  ni  de  <|/;  si  donc,  ä  parlir  du  pointo,  on 
mcnc  une  scconde  tangentc  QR  au  cercle  inlericur,  et 


si  l'on  pose  AFI  =  2j^,  on  aura  encore,  en  posant 

I— /'sin'9  = '1',      I  — A'sin'--}/  1^  M^     ...,      i— /'siii'p.  =  ]M, 


en  menant  par  R  une  nouvelle  tangenle  RS,  on  aurait 
entre  l'arc  26  =  AS  et  l'arc  i'f^  une  relation  analogue: 

les  intejrrales    /  '  — .    /    — ?  ...  forment  donc  une  pro- 

frression   arithmetique  dont    la    raison   est   /      —  • 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  ferme  et  que 
le  poinl  Teoineide  avec  A,  le  dernicr  des  arrso,  t|^,  X'--- 
sora  de  la  forme  et  -f-  awTr.Eii  ajoulant  alorslcs  formules, 
telles  que  (2)  et  (3),  on  a 


ou  bien 


/' 


yji  —  /r^sin'^ 


(  Ö.8  ) 
le  premier  mcmbre   de   ccUc  formule  nc  dopend  pas 
de  cp;  car  on  peut  prendre  pour  limite  o  el  nr..  Donc  ; 

S^il  existe  iin  polygone  de  m  cöles  i'nscnt  dans  un 
cercle  el  circonscrit  ä  im  aiitre,  il  existera  une  inßnile 
de poly gones  de  in  cötes  jouissant  de  la  inemepvopriete. 

Ce  llieorcrae  est  evidemment  projectif  et  s'appliquc 
aux  coniques  :  il  a  ete  decouvert  par  Poncelct:  la  de- 
monslralion  precedenie  est  de   Jacobi. 


ADDITION  DES  ARCS  d'eLLIPSE.  —  THEOREME  DE  FAGNAKO. 

Nous  avons  pose 

«/ o 


Nous  aurons  alors 


X-r  px  -t- r 

k^sn'{x^y]dx—  \  hHn"x--r)  cLc 

J  o 

—    /      ir-in-ydy 
Jo 
OU 

/      Psn'(x-^y)  d.T  =  Z  (j:  -4- j;  —  Z'j\, 
»/ 1) 

/     h-" %w'\x  —  r) dx  =  Z[x  —  y\  -^Z ;,)-). 

Iletranclions   cos   forniulcs  l'une  de    l'aulre,   cn    avanl 
egard  aux  lelaiions 

>  ,         2sn.r  cnr  dnr 

sn  ^.r  -i-  j    -u  sn  ^x  —y)  z= ^^ —  --  , 

I  —  /•  sn*.r  sn'j 

,  .  ,  ,  2sn  V  rn.r  cln.r 

sn  x+j'    -sn   x-j   = ^ -; 

I  —  /'  sn'x  su'/ 


( C^-J ) 

noiis  auroiis 


r 


4^'  snjr  sn  V  cti.r  cnr  dn.r  ein  v 


(i  —  ^•'  sn'^  sn'j)' 
=  Z(.r-hj)-2Z(j)-Z(.r-j). 
La  quanllte  sous  Ic  signc  /  csl  iine  dcrivee  connuc,  si  Ton 
observe  que  asna;  cnjc  dnj"  est  la  dcrivee  de  sn-^-,  et 


on  a 

2sn-.r  snr  cnr  Hnr 


=  Z  (x-J-.r)  -  2Z(j)  -  Z  [.r-j 


1  —  A'sn'j;  sn'j- 
Si  Ton  pose  alors 

t)r=amx,  i}>i=amj,  p.  =  am  (x -{- j),  v  =  am(a:  —  r), 
et  si  Ton  observe  queZzf  devicnt  J(am«),  et  que 

la  formule  precedeiUe  devient 

2sin'<p  sinij*  cos>j^  y  i  —  /.*  sin-i{; 
I  —  /-^  sin'^<p  sin'cp 

=  F(p)  -  2F(-V  -  F(v) -E(/a)  4-2E(-^) +E(v) ; 

et  eomme  F(a)  =  F(o)  -hF^'^), 


2sin>.sin-^cosn^'-^-sin^^  ^  _  E(,.)  +  E  'v)  +  2E(.'.). 
1  — X'sin'(j;sin2-]*  ^'  '  •  '  ^^^ 

si  l'on  ecbange  (fet^^^  ne  cbange  pas,  v  se  change  en  —  v 
et  le  second  membre  devient  —  E(_a)  —  E(  v)  4-  2E(o). 
En  ajoutant  alors  a  cette  formule  celle  que  l'on  oblieni 
en  cliangeant  qj  en  ^|>,  et  o'ice  versa,  on  trouve  [eu  egard 
ä  la  formule  qui  fait  connaitre  sn  [x  -i-j)] 

E  ( 9 )  -I-  E  ( ^ )  —  E  ( a )  =  A- '  sin  9  sin  i!>  sin  f; 

TT 

On  oblient  le  theoreme  de  Fagnano  en  posant  //  =  -i 


(    C)20    ) 

alors  'E{ix)  est  le  quarl  d'elllpse;  nous  Ic  designerons 
par  E  el  nous  aurons 

(i)  F(?)-l-E(-i)  — £  =  /•' sin^  sin-!;. 

Enlre  les  angles  o,  '^,  u,  on  a  la  rclatioii 


cosp  =  costp  cos'i»  —  sino  sin-^  ^  i  —  A'sin'fi. 
Si  alors  on  fait  u  =  -i  on  a 

'  2 

o  =cosi})  cosij'  —  sin 9  sinö  \/  i  —  /c^ 
on 

(2]     tangy  tang!/=  — ou     b  tang(p  tangv  =  i. 

V  I  —  ^' 

La  formule  (i)  monire  que,  si  Ics  arcs  d'ellipse  E(v)  et 
E  —  E(^|>)  soni  lels  qu'ils  correspondent  ä  des  anoma- 
lies  (|),  'l  satisfaisant  a  la  formule  (2),  leur  difference  est 
rcciifiabie.  Les  equaiions  de  PelUpse  sont 


Sino,      ^  =  y   I  —  A  -  CdS'J 


b  coso. 


Si  l'on  cherche  la  distance  /  du  point  (^  de  Tellipse  a  la 

pcrpcndiculaire  menee  de  l'origine  sur  la  tangente,  ou 

trouve 

^_ ^-^tangip 

\  ;^^-tang' 4- I      i -f- tang-'») 

En  cliassant  les  denominateurs,  on  trouve  une  cqualioa 

du  quatrierae  dcgre  en  tang(jp,  ä  savoir 

^'tang'-v  -i-  tang'o  (  i  -1-  Ä'  —  —  j  -{-  i  =  ©• 

Soient  o  et  'l  les  dcux  soluiions  de  cctle  equalion,  on  en 
deduit 

b  tangw  tang  i  =  1. 

L'idcnlile  de  celte  fi)rnuile  avcc  (2)   monire  de  qucllo 


(  <32i  ) 
fafoii  doivcnt  iilre  consiruils  \v.s  anglcs  ©  et  6.  On  voit 
qiie  les  arcs  E(c{/)  et  E  —  E('|)  auront  unc  difference 
icciifiable,  s'ils  sont  choisis  de  teile  sorte  quc  les  nor- 
males menecs  par  leurs  extremiies  soient  ä  des  distances 
egales  du  centre  de  relll[)se. 


SUR    LES    ARGS    DE    LEMNTSCATE. 

La  lemnlscate  est,  comme  l'oii  sait,  une  coiirbe  teile 
quele  produitde  ses  rayons  vcctcurs  issus  de  deiix  points 
fixes  est  constant.  Son  equalion  en  coordoniices  po- 
laiies  est,  eii  prenant  pour  axe  polaire  la  droite  qui  Joint 
les  points  fixes  et  pour  origine  le  iiiilieu  de  eette  droiie, 

r*  —  2  rt'r'  cos  2  9  -t-  a*  =  b\ 

•xn  dcsignant  la  distance  des  points  fixes  et  h  une  con- 
siante. 

]Ni.  Serret,  dans  un  Memoire  insere  au  lome  Mlldu 
Journal  de  M.  Liouv'dlc,  a  montre  que  loute  fonclion 
clliptique  de  premiere  espece  pouvait  etre  rcpresentee 
pardeux  arcs  de  lemaiscate.  Voici  son  analyse  : 

Soit  -  -cC'  I  ,  la  courbe  se  compose  de  deux  brancbes 
(i 

/>'        . 
distinetes.  On  pose —  =  sin  2  (|i.  Soient  s\  et  a\  les  deux 

arcs  de  lemniscate,  dont  les  extremites  ont  pour  angles 
polaircs  ö^  et  ^i ,   on   a 


^'  V  cos 2  9  -1-  V''fOS'2  9  —  cos'2-i 


Q        V^  COS'29  COS'2^I/ 


l>2     /»^iy 


^>VCOS2G  —  v^cos^2  9  —  cos-2i 

'  a9" 


Jq        V'  COS'29  —  COS^2y 


(    G22    ) 

0/1  fleduit  de  lä,  cn  ajoulant  et  cn  rctranchant, 

'\-T-'^a   =   \J'^  —      j  

"    Jq      \j  cosib  —  COS2-^ 

0 

"    J^       V  COS  2  9   -f-  COS  2  i 

0 

Sl  Ton  pose,  dans  la  prcmiere  formule, 

sin  0  r--:  sin  ,}»  sino, 

dans  la  scconde, 

sin (5  =  cos-^  sin 9, 
on  a 

5,', -h  a:  =  ^  [F  (sin-},?.;  -  F '^''"-^  ?o1 

^:  — <^:  =  ^[F(cos-i,v,;-F(cos-J>,o„  ]. 

On  voit  quc  les  modulcs  de  s]~gI  et  de  s^  —  7^  sonl 
complementaires. 

Un  calcul  un  peu  different  conduil  aux  memes  cou- 

clusions  quand  on  suppose  -^15  mais  alors  ce  sout  les 

arcs   correspondaiil    a  des  rayons  vecteurs  perpcndicu- 
lains  qu'il  faut  designer  par  5^,  g\. 

La  lemniscate  de  Bernoulli  est  la  plus  celebre;  eile  a 
pour  eqnation 

/•'        in-  COS2O. 

L'arc  de  cclle  courbe  est  donne  par  la  formulc 

rt  y/  2  rfO 

eis  =  ■  • 

V/  cos  2  6 
Si  Ton  pose 

sinö  ^:r  -TT  sin  7, 

N2 


(  G23  ) 
on  .1 

ds  =  a °- 


On  cn  conclut,  cn  complant  convenablemcnt  l'arc, 
ou  nien 


On  trouve  aussi 


rt  F    - ,  arc  sin  ( v/2  sin  0 )    - 


1(1' dr 


I 

20' 


Aires  de  quelques  cources. 

La  quadrature  d'une  coiirbe  du  Iroisieme  degrc  ne  dc- 
pend  absolunientquc  desfoncliotis  ellipliqucs;  pour  nous 
encoiivaincre,placons  l'origine  sur  la  courbe  :  l'equaliou 
de  la  courbe  sera  de  la  forme 

Tal-J-,/)  +  2v,(x,  7)  +cp,fj:,j)  =  O, 

(pi,  (pj,  G3  designant  des  polynonies  boraogenes  de  degri's 
I,  2,  3.  On  peut  re'crire 

et,  en  posant 
on  a 

X'cp3(l,/)   +  2^:9,(1,  /)   4-   (j;,(l,f)  =  0, 

On  en  lire 

—  <p,  ±  v/?2    ?lf3 

*=— '  3 


(  G.4  ) 
en  appelant  alors  R  la  racine  d'un  polynöme  du  qua- 
irieme  degre,  on  voil  que  x  est  de  la  formey(/,R^,  ou^ 

designe  une  tonclion   ratioiinclle;  —  et  y  =  ix  scront 

de  la  meme  forme,  et  par  suite  Tiiitegrale 


f,.u^f/t,u 


ne  dependra  que  des  fonetionselliptlques. 

Lorsqu'une  courbe  du  qualiieine  degre  a  deux  poiuts 
doubles,  011  pcul  aussi  expriiner  son  aire  au  nioyi-n  des 
fonclions  elliplujues.  En  elTet,  au  moyen  d'une  tratislor- 
mation  liomographique,  on  peut  trauspoiter  les  dcu^ 
points  doubles  ä  rinfini:  seit 

/( ^y  X>  s  '  =  o 

l'equallon  de  la  courbe  ainsi  transformee  :  on  peul  sup- 
poser  que  z  =  o,  X  =  o  et  z  =:  o^y  =--  o  soleut  les 
cooidonnees  des  points  doubles.  Quaud  on  fera 

z  =  o,     X  =  o 
dansles  formules 

d/  d/  d/ 

-—  =  0,      -i-=o,      —  =  0, 

ux  (ir  cl  z 

ellesdevront  elre  salisfaites^  les  derivt'es  des  tcrnies  du 
quairienie  degre  en  x  et  }'  devront  donc  s'aniuiler  ]iour 
o:  ^=  o,  ce  qui  exige  que  le  terme  en  y*  et  le  terme  en  xj  ' 

1  r 

soient  nuls;  la  derivee  -r-  etant  nulle  pour  x  =:  o,  il  fdut 
dz  *• 

quele  terme  en  x^  soit  nul  egalemenl-,  on  verrail  de  meme 

que  les  lernios  x'^,   et  x*   ainsi  que  7*,  disparaisseiit. 

L'equaliou  de  la  courbe  prend  donc  U  forme 

-h  Dx'  -+-  Ex;  ~  F^ '  —  Gx  -i-  U;  -i-  R  =  o, 


(ß^-5 ) 

el,  si  Ton  resout  cette  ('quation  par  rapport  a  y^  on 
trouvc  pour  cette  fonclion  unc  expression  rationiielle  par 
rapporl  a  x  et  par  rapport  a  iin  radical  recouvraiU  un 
polynomedu  quatrieine  degre. 

SUR  LES  COUUBES  DE  DEGRfi  /«  QUI  0«T  -  [ni l)   (^^  i) 

POINTS    DOtBLES. 

On  sait  que  -  [in  —  i)  (m  —  2)  est  le  nombre  maxi- 

mum  de  points  doubles  que  puisse  posseder  une  courbe 
d'ordre  m. 

Une  courbe  (Vordre  m  quipossede -  (m  —  i )  ("*  —  3) 

points  doubles  est  quarrable  par  les  foncdons  algc- 
briques  et  logaritJwiiqucs  (^y  compris  les  fonctions  cir- 
culaires  inverses). 

II  suffit  de  prouver  que  Vx  et  ly  de  celte  courbe  sont 
fonctions  rationnelles  d'un  meme  parametre  ^;  pour  y 

parvenir  par  les  -  (m —  1)  ('w  —  "2)  points  doubles  D  de 

la  courbe 

(0  /'(•'^,  j)=o, 

d'ordre  m,  faisons  passer  une  courbe  d'ordre  m —  2.  Cette 
courbe  est  determinee  quand  on  l'assujetiit  ä  passer  par 

-  [ni  —  2)    (m-j-i)    points ',    or  ,    eile  passe    dejä    par 

-  (m  —  i)  [m  —  2)  points  D  :  on  peut  donc  l'assujettir 
encore  ä 

-[m  —  2 )  [m  -{-  I )  —  -  [m  —  i )  ( "'  —  1)  --=  tu  —  2 

condilions.  Nous  rassujcttirons  ä  rencontrer  la  courbe 
(i)  en  m  —  3  points  fixes  que  nous  appellerons  A;  eile 
conliendra  alors  dans  son  equaiion  un  parametre  arbi- 

Stirm.   —An.,  II,  /4O 


(  G.6  ) 
traire  X,  etcelteequation  sera 

(2)  ?(^.  J;  -<-^v  ' x,y)  —o. 

Mais  cette  courbe  {2)  coupe  (i)  en  m  (m  —  2)  poinis:  sur 
cesm(m —  2)  points,  les  points  D  comptent  pour  dcux 
elequivalent  ä  (m — i)  (m — -2)  points  dintcrsecliop  •, 
si  I'on  y  ajoute  les  m —  i  points  A,  on  voit  que 

points  d'intersection  des  courbes  (i)  et  (2)  sont  fixes  et 
connus;  il  n'en  reste  plus  quo 

//2  ( W  —  2  ]  —  (  /«'  —  2/72  —  r    :=:  I 

qui  soient  variables.  Si  I'on  forme  alors  laresultante  des 
equalions  (i)  et  (2),  toutes  les  racines  x  de  cette  resul- 
lante  seroiuconnues  et  indepeiidantes  deX,  ä  l'excepiion 
dune  seule  que  I'on  obiiendra  par  suite  ä  Taide  d'une 
simple  division  et  qui  sera  rationnelle  en  X.  Ainsi  x  et  y 
s'exprimeronl  raiionnelleinent  en  fonclionde  X. 

c.  Q.  F.  D. 

Reciproquemeiit,  on  peut  prouver  que,  si  x  et  y  sont 

desjonctions  rationneUcs  de  K  cie  lajorme  ^'   .    >  T~T"' 

CS,  ^,  i|/  etant  de  degres  ni  au  pius,  x  et y  seront  les  coor- 

donnees    d'une    courbe    d'ordre    ni   ajant-[TTi  —  i) 

[m —  2)  points  douhles. 
Posons,  en  effet, 


z  etant  introduit  ici  pour  rhomogeneile  ainsi  que  u 
(noiis  Slipposerons  ulleiicuremcnt  z=^\^  fi  =  i).  La 
courbe  represenleepar  les  equalions  f  i)  coupera  ladiüiie 

(a)  ax -{- by -r-  CZz=:  o 


(  Ö.7  ) 
cn  m  points,  car  IcsX  d'inierseciion  seront  donnos  par 
la  roinuile  du  degre  ni 

1  aura  m  valeurs  et  par  suite  x  elj  aiironl  m  valeurs 
sinuiltanccs. 

Complons  maintenantles  poinlsd'inflexion ;  ces  poinls 
satlsfout  a  requation  (2)  et  aux  suivanies  ; 

,  „  ,  c\t        ,  iW  dz 

Ö-. ho—. hc-—  =0» 


(4) 


dl 

d'x 


d). 


dX 


,  d'y  d'2 

"dX^-^^dP  +  ^dP 


or,  en  vertu  du  tlieoreme  des  fonctions  homogenes,  ( 2)  el 
(3)  peuvent s'ecrire 


(5) 
(6) 


dir 


dX' 
d-.r 
dF 


2  xy 


y 


IX  dp. 

d'.r  \ 


d'.r 
d7? 


G, 


o; 


dXdf*/ 

la  resultante  des  formules  (4);(5),  (6)  donnera  les  A  des 
points  d'inflexion.  Or  (5)  et  (6)  se  simplificut  et  peu- 
venl  s'ecrire 


d'^x        ,  d'r 

a  -, \-  b  -r— 

du?  du? 


0-) 


d'j 


d> 
dXd.u. 


dXd«.    '    "  dXdjU.    '        dXda 
etla  resultante  chercliee  prend  la  forme 


d'^ 
dx^ 
d'x 

d-y 
dX^ 

d^r 

d'z 
dÄ"' 
d'z 

dAdfi 
d\r 

dXdpt 
d'j 

dXda 
dH 

du' 


d> 


(628  ) 

Gelte  equation  est  manifestement  du  degre  Z'm — 2); 
ainsi  la  courbeconsideree  possede  3  [m  —  2)  points  d'iu- 
Hexion.  Or  une  courbe  d'ordre  m  possede  norraalement 
3m  [in  —  2 )  points  d'inflexion  5  celle  que  nous  considc- 
rons  en  a  donc  perdu 

Zm[m  —  2)  —  Z  [m  —  2)=:3(/n  —  i)('"  —  2). 

Or  on  sait  que  les  points   d'inflexion  ne  disparaissent 

que  parce  qu'ils  se  trouvent  remplaces  pardes  points  sin- 

guliers.    Chaque    point    double  faisant  disparaitre  six 

j,.    ^      .                              ,               3  f/n  —  I  ]  (m  —  2) 
points  d  intlexion,  on  en  conclut  que  — L  

ou  -  (m  —  0  ("^  —  ^)  poJJ^ts  doubles  se  sont  attaches  ä 
la  courbe.  c.  q.  f.  d. 

II  faul  bien  remarquer  que  dans  notre  raisonnement 
nous  avons  tenu  comple  des  points  situes  a  l'infini,  ce 
qui  resulte  de  l'emploi  des  coordonnees  homogenes.  En 
second  Heu,  nous  n'avons,  enfait  de  points  singuliers, 
considere  que  des  points  doubles,  mais  il  est  clair  que  nos 
enouces  devront  etre  corriges  si  les  points  singuliers,  au 
Heu  d'etre  des  points  doubles,  devenaient  poinls  tiiples 
ou  seulement  points  de  lebroussemenl. 

Les  theoremes  precedents  sont  dus  ä  M.  Clebsch  qui 
les  a  elablis,  mais  moins  simplement,  dans  le  Journal 
de  Grelle  (t.  6i,  p.  43). 

SUR  LES  COURBES  DORDRE  ni  POSSEDAKT  -  Hl  im  3) 

2  ^ 

POIKTS    DOUBLES. 

Les  courbcs  d'ordre  ni  possedant  -  m  ( m  —  Z^ points 

doubles  sont  quarrables  par  les  fonctions  ellipliques. 

Pour  demontier  ce  theoreme,  considerons  une  couibe 

(i)  /(x,j)=o, 


(629) 
d'ordrem,possedant  -  m  (m — 3)  points  doubles  D^ce 

nombrc  est  egal  ä-  [m —  i)  (m  —  2)  —  i,c'esi-ä-direau 

maximum  du  nombre  des  points  doubles  moins  un. 
Pour    determiner   une    courbe    d'ordre  t?«  —  2,    il  faut 

-[in  —  2)  (m-h  1)  conditions  5  onpourradoncassujellii 

une  courbe  d'ordre  m  —  2  a  passer  par  \es  -  Tn[m  —  3) 
points  D  et  par 

-(/»  —  2.)  [m  -h  l) m[m  —  3)  —  1  ^=  m  —  2 

autres  points  de  la  courbe  ( i ),  que  nous  appellerons  A. 
Cette  courbe  contiendra  dans  son  equation  un  parametre 
arbitraire  1  et  pourra  etre  representee  sous  la  forme 

(2)  ^{x,x)-i-'k'^{a:,x)  =  o; 

mais  cette  courbe  (2)  coupe  la  courbe  (i)  d'abord  en 
m  [m — 3)  points coufondus  avec  les  points  doubles  D  qui 
comptent  pour  deux,  et  en  m  —  2  points  A,  ce  qui  faii 
en  tout  in^  —  2m  —  2  points  ;  or  les  courbes  ( i)  et  (2) 
devant  se  couper  en  m  (/72  —  2)  points,  il  restera  deux 
points  que  j'appellerai  B  sur  la  courbe  ( i )  ^^  P^''  ^^s- 
quels  passera  encore  la  courbe  ( 2) .  Nous  supposerons  les 
points  A  fixes  5  les  points  B  dependront  alors  de  la  valeur 
attribuee  ä  X;  nous  les  determinerons  comme  il  suit  : 
Par  i'origine,  imaginons  une  serie  de  droites 

(3)  J=»-r, 

passant  par  les  interseclions  A,B,D  des  courbes  ( i)  et 
(2);  les  coefficients  angulairesa  seront  racines  de  l'equa- 
tion 

(4)  (ji  —  «•^0(^2  —  a-^^j)  [/3  —  XXi]...r::0       QU      R  =  O, 


(  63o  ) 
dans  laquelle  {Xt,  /i)^  {xt,yt),  ■■•  sont  les  Solutions 
coniriiuncs  a  (  i )  et  (2);  on  peut  supposer  que  Xi}',  et 
Xjjj  sonl  les  coordonnees  des  points  B.  Alors  011  voit: 
i"  que  l'equation  (4)  est  la  resultante  de  ( i ),  (2)  et  (3)  t 
2.^  que  celte  resultante  est  divisible  par  le  facieur 

quenous  representerons  par 

(5)  Aa.^-\-  2Ji'u+  Cz^o     ou     R,  =  o, 

et  qu'il  serafacile  de  former.  Cefacleur  fera  connailre  Ics 
cocfTicIcuts  angulalrcs  des  droilesallanl  de  l'origine  aux 
points  B  j  3"  la  resultante  R  =  o  pouvant  s'obtenir  en 
eliminant  o:  entre 

_/(j',ax)  =:  o      et      «p  fx,a.r)  +  >.\J^^ j:,ax]  =  o 

sera  de  degre  ni  par  rapporl  a  X5  mais  comme,  dans  cette 
resultante,  iC3,j'3,  Xf,^^!,.  .  .  .  sonl  independants  de  X,  le 
facieur  Aa^  -H  aBa  -f-  C  le  contiendra  seul  et  par  suite 
l'equation  (5)  sera  du  dcgre  in  en  X. 

On  lire  de  (5) 
,^,  —  B  +  v/li'  — AG 


en  ne  considerant  que  l'une  des  valeurs  de  a  ;  la  valeur 
correspondante  de  x  s'obliendra  par  les  considerations 
suivanles  :  soicni  a^j  ei  Z>,,-  les  coefficicnts  de  j:'j)'  dans  o 
et  (p  ei  Cij  =■  a,y  -H  X  Z»,,-,  faisons  varier  a,j,  b^j,  a;j,  hu  de 
maniere  ä  ne  pas  allerer  la  resultante  Rj  =  o  ^  les  uuau- 
lilcs  X  ne  varicronl  pas,  et  l'on  aura 


dCii  =  o ; 


(IR, 

^/C,y 

+ 

dR, 

dCu  = 

Oj 

d 

tlC<y 

-  ^C,v 

:  + 

d  [^ 

dC 

(  <>-5'   ) 
cclte  derniere  formule  peui  s'ecrire 


x'jidCij 

-1- 

^'j'd^U 

=  0, 

eil 

on 

en 

concl 

ut 

(7) 

dl\, 

,y 

dR, 
~dG7/ 

xV, 

de  lä  plusieurs  manieies  de  se  procurer  x  en  fonction 
ralionnelle  de  a  et  de  X,  par  exemple  au  nioycn  de 
l'equalion 

dR,  dR, 

de,«"  dCoü 

Mainteuant  revenons  a  la  formule  (6) ,  pour  etudier  la 
quamite  B*  — AC  placee  sous  le  radical  et  la  decom- 
poser  en  facteurs.  Pour  cela  annulons-la  :  l'equalion 
R,  =  o  aura  une  racine  double*,  les  droites  allaul  de 
l'origine  aux  polnls  B  seront  confondues,  ce  qui  peul 
avoir  Heu  :  1^  soll  parce  que  les  poiuts  B  sont  en  ligne 
droile  avec  l'origine^  1^  soit  parce  que  les  poinls  B  sont 
confondus. 

i"  Supposons  d'abord  les  poinls  B  en  ligne  droite  avec 
rorigine,  x  doli  elre  indelermine  •,  donc,  dans  les  for- 

dR 

niules  f7\  les ^-  doivenl  elre  nuls.  Or  on  a 

^  dC,y 

mais,  requalion  (5)  ayani  une  racine  double,  on  a  aussi 


dR, 

da 

=  o-, 

dR, 

or 

,  quandonpose 

da    " 

=  0  ou  Aa 

+  B 

R. 

se  reduit  ä 

R. 

=  — 

A 

AC 

(  ß32  ) 

,    1     ,  flR.  .     ,  , 

eil  csalant  -r—  a  zero,  on  a  alors 

Jone  enGii  B*  —  AC  s'annule  en  meme  lenips  qiie  sa  de- 
rivee  pour  les  valeurs  X  pour  lesquelles  deux  points  B 
sont  en  ligne  droiteavec  l'originei  B'  — AC  aura  donc 
autant  de  facteurs  doublts  qu'il  y  aura  de  valeurs  de  X 
pour  lesquelles  Ics  points  B  sont  en  ligne  droite  avec  i'o- 
rjgine,  et  l'on  pourra  ecrire 


^B*  — AC  =  0(X)v/V. 

2°  Supposons  maintenant  les  poinis  B  confondus,  les 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  cetie  circonstance  se  presen- 
tera  s'obliendront  en  exprimant  que  les  courbes  (i)  et 
(2)  se  louclient  :  alors  aux  points  de  conlact  on  aura 

(\f    /lU       ,  (l-U  _  d/    fd'i  d-i>\  _  d/     /d?         i\^\ 

üa:  '  \da:  dx)  ~  dj '   \df  dj)  ~  dz  '  \dz  dzj  ' 

en  egalant  ces  rapports  ä  ->  en  chassant   les  denomina- 

teurs,  puis  ea  eliminant  p  et  X,  on  trouve 

(8)  J  =  o, 

J  designant  le  determinant  de/*,  ©,  ^.  L'cquation  (8)  est 
Celle  de  la  jacobienne  des  courbesy^=  o,  gj  ;:=  o,  t|/  =  o ; 
or  on  sait  que  (Salmon,  Lecons  d^ Algebre  siiperieure, 
iraduiies  par  Bazin,  p.  72)  si  les  courbes  o  =  o,  \j/  =  o 
sont  de  memedegre:  i^la  jacobienne  passe  par  les  points 
communs  aux  trois  courbes  5  2"  si  y=  o  a  uu  point 
singulier  eu  D,  la  jacobienne  y  a  un  point  singulier  avec 
les  menies  taugen  tos  et  par  consequent  coupe^  =  o  en 
six  points  coufoudus  cn  Dj  3°  la  jacobienne  louclie  la 


(  Ö33  ) 
cour])e  /  aux  points  A  el  par  consc'qucnl  y  coupe/^ca 
doux  poiiils  confündiis. 

Or  la  jacobienne  est  de  degre 

m  —  i  -\-  7.[rn  —  2)=:3w  —  7; 

eile  coupe,/ -=^  o  en  ni[Zin  —  'j)  points  dont  il  faul  de- 
falquer  les  points  D  au  uonibre  de 

6  —  m'  m  —  3 )  =  3m'[m  —  31, 

2  V  I  \ 

el  les  points  A  au  nombre  de  0.  [  ni  —  2)  5  il  reste  donc 

m[Zm  —  7  )  —  Zni{m  —  3 )  —  2  ( m  —  2 '  =4 

points  oü  la  jacobienne  peut  rencontrer  y=  o  et  par 
suile  oü  la  courbe  {2)  peut  touclier  (i),  et  par  suite 
qualre  valeursdeXpourlesquelles  B*  —  4  ACs'aunulepar 
lefait  du  contact  de  (i)  et  (2).  Lepolyuome  V  est  donc  du 
quatrieme  degre  en  a  j  d'oü  il  resulte  que  Va  et  par  suite 
V X  et  1';^  d'un  point  variable  B  de  la  courbe^^  o  peu- 
vent  s'exprimer  ratlonnellement  en  fonclion  dun  para- 
metre  X  et  d'un  radical  de  la  forme 


SJV  -t-  aÄ^  -t-  p:'  -r  7X  -i-  ^, 

cequi  demontre  le  tlieoreme  enonce  plus  haut. 

La  premiere  demonstration  de  ce  tlieoreme  est  due  ä 
M.  Clebscli  [Journal  de  Grelle,  l.  64,  p.  210). 

Reniarque.    —  On  pourra  represeuter  les  coordon- 
nees  x^  y  de  la  courbe  (i)  sous  la  forme 

X  =  F [x, ^\\  —i']  (i  —fr-r-)], 

ä  l'aide  d'une  transformation  rationnelle  operee  sur  la 
variable  X;  si  l'on  fait  alors  1  =  snf,  ou  aura 

ar  =  G(snf)  +sn7H(snr) 
y  rz:K(sn/)  -+■  sn'rL(sn/), 


(  634  ) 
G,  H,  K,  L  dcsignant  des   fonctions  rationnelles.  En 
effct,   le  radical  enlrera  si   Ton  veut  dans  x  et  y  sous 
forme  lineaire-,  oril  est  egal  ä  cntdnf,  c'est-ä-direä  su'^. 

c.  Q.  F. 

Ainsi,  quand  une  courbe  a  son  maximum  de  points 
doubles  moiiis  i,  ses  coordonnees  sont  des  fonclions  ra- 
tionnelles d'uti  mcme  sinus  amplitude  et  de  sa  derivee, 
ou,  si  Ton  veut  encore,  sont  des  fonctions  doublement 
periodiques  de  nierae  periode  d'une  meme  variable 


QUELQUES  COURBES  REMARQüABLES  DONT  L  EQUATIOH 
D^PEJSD  DES  FO^CTIOKS  ELLIPTIQLES. 

Loisque  Ton  cherclie  une  courbe  plane  dont  le  rayon 
de  courbure  soi  t  propor lioii nel  a  Tinverse  de  l'abscisse,  ou 
est  conduit  ä  Tequation 


dx. 


Gelte  ronrbc  est  une  elaslique,  on  la  renconlre  encore 
(juand  ow  cherclie  parmi  les  courbes  isoperimetres  edle 
({ui  eiigendre  le  volume  de  revolulion  minimum  ;  cn 
iransforniant   convenablemenl  les  coordonnees,  on  peut 

prendre  c  =  o:  alors  on  a  -^  =  o,  quand x  =  o,  et 


ou 


JnX 
f          x'^dx 
O         \'  «*   X* 


(  G35  ) 
Si  Ton  fait  -  r—.t,  on  a 


y 


'o   V  .  I  —  '  ;  1  I  -+-  ^y 

./2 

or,f'nprcnantle  module  A"  egal  a  -—  5  en  sorlequeA^  r_  A'-, 
on  a 

Jl    

cn'O  =  —  ^—  y'(i  — cn'6  ^i  -*-cn'6}-, 

si  donc  011  fait 

f  =  cn  6,     tf/  =  —  —  V   I  —  f ■  I    I  -i-  ;^   r/O, 

on  aura 


r 


=  —l        ö  — r/9cn=9  — ^/  (i  — sn'öVZO; 


la  limiteinferieure  est  d'ailleurs  arbitraire  si  Ion  clioisit 
convenablement  l'origine  :  on  a  alors 

r  = ^e-^  -^  Z  0  , 

2  4 

X  ^1  a  cnO. 

La  courbe  de  INI.  Delaunay  cngendree  par  le  foyer 
d'une  ellipse  ou  d'une  liyperbole  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  dioite  a  pour  equalion 

l'  .r^  zt  b-  dx 
dy  = 


\l.\  a^x'  —  \^x-zn  b^  y^ 


son  abscisse  et  son  ordonnee  s'exprimeront  facilement 
aussi  par  les  fonctions  ellipiiques.  Dans  cette  courbe,  la 
movenne  hannonique  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  est  constaule. 


dt 

:B  — Cjyr, 

dt 

C  — A)/p, 

dt 

,A-B)py. 

(  636  ) 

SÜR  LE  MOUVEMENT  DE  ROTATIO:<  AUTOUR  d\>'  POIST. 

Les  equalions  du  mouvcment  dun  Corps  solide  qui 
presente  un  point  fixe  et  qui  n'est  sollicite  par  aucune 
force  exlerieure  sont,  comme  on  sait, 


CO 


A,  B,  C  sont  les  moments  d'iuerlie  principaux  rcla- 
lifs  au  point  fixe  5  p,  q,  r  sont  les  composanles  de  la  ro- 
tation  instantanee  aulour  des  axes  principaux  relalifs 
au  meme  point  •,  enfin,  t  est  le  tenips. 

L'analogie  entre  les  equations  (i)  et  celles  qui  lient 
entre  eux  sno:,  cno:,  dnx  et  leurs  derivees  est  teile,  qua 
l'on  est  lente  de  poser 

p  =  acng{t  —  'c], 
g=^sng{t  —  T), 
r  =  ydng[t  —  r], 

a,  ß,  y,  g.  T  et  le  module  A  designant  des  constanles  ar- 

bitrairesj  et  l'ünsatisfera  effectivement  aux  formules(i^ 

si,  observant  que 

cn'jT  =  —  sn jr  dax, 

sn' j:  =  CHX  dnx, 

dn'x  =  —  X'  snx  cnx. 


prend 


/ 


V/(Ä^ 


BC 


B)(A-C)- 
(")  'l^=°"V|A-BnB-C)' 


v/r 


AB 
C    Iß  — Cl 


(  ^>37  ) 

Ces  formules,  auxquelles  on  est  conduit  ainsi  par  la 
melliode  des  coefiicients  indetermines,  fourniront  pour 
a,  ß,  y  des  valeurs  reelles  si  l'on  a  A  >-  B^  C,  cc  rpi'il 
est  toujours  permis  de  supposer. 

Les  Irois  arbitraires  de  la  Solution  sont  g,  Ä",  t.  On 
peut  faire  abstraction  de  la  derniere  r,  et,  en  comptant 
conven ablernen t  le  temps,  poser 

(2)  p  =  (zcngt,      q=^sngt,      r  =  ydngt. 

Les  formules  (i)  sont  donc  integrees. 

Mais,  pour  resoudre  completement  le  probleme,  il  ne 
sufiii  pas  de  connaitrey?,  q,  r,  il  faut  encore  calculer 
les  valeurs  des  angles  6,  (f,  vp,  qui,  dans  les  formules  de 
transformation  decoordonneesd'Euler,  servent  ä  definir 
la  position  des  axes  principaux  d'inertie  par  rappoit  ä 
trois  axes  fixes  passant  au  point  fixe,  On  demontie  dans 
les  Traites  de  Mecanique  que  Ton  a 

.       d-l>  dB 

ö  =  sin  (D  sm  ö  -~  -H  cos  cp  --  ? 
^  ^  dt  '  dt 


•      dh        .      d<i 
'3  {    <7=:  coso  sm9 -f-  —  sin»—-? 

'    '  \    '  ^  dt  ^  dt 


d-a  d-h 

,    r  =  -^  +COS0— ?-• 
\  dt  dt 

Prenons  le  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  inva- 
riable, pour  plan  des  xy.  On  sait  que  kp^  B<7,  Cr  sont 
les  momeuts  des  quanlites  de  raouvement  relatives  aux 
axes  principaux.  Si  donc  on  designe  par  G  la  constante 
des  aires  v  AV*  -H  B*<7^  -1-  C*/*,  on  aura 
A/J  =  Gcos(z,A),      B^  r=  Gcos(z,  B],      Cr  =  Gcos(z,  C), 


ou 


bien 


/  kp  =  G  sin9  sin'^, 
(4)  '  B7  =  Gsinöcoso, 


Ca  =:  G  cos( 


( (m  ) 

La  constante  G  est  facile  ä  calculer  au  moyen  de  Ji  et 
de  g.  De  ces  trois  formules  on  lire  0  et  o;  il  reste  ä  cal- 
culer l'angle  '^.  Pour  cela,  enlre  les  formules  (3),  eli- 


ijiinons  —  5  nous  aurons 

dt 


ß  sino  -i-  7  cos©  =  smO  — - 
■  ät 


psm<f  ■+  q  cnsip 


sinO 
Eliminons  (j)  et  ö  de  lä,    au  moyen  des  formules  (4), 


nous  aurons 


c/^ 


ou  enfin 

„    Aa'cn^^  +  Bß^sn'gf 
^''^  ''^  ~      A'a'cn^g-f-t-B'ß-sn'^i' 

Posons,  pour  abreger 

(6)  st  =  x; 

nous  aurons  alors 

G   Aa»cn'x-t-  Bß'sn'x    , 

d-h  = , '-^ dx. 

^       ^  A'«'en'x4- B'ß'sn'.r 

Piemplacons  cn-j:  par  i  —  sn*a:,  et  a,  ß,  y  par  leurs 
valeurs  (a);  nous  aurons 


G       B  — C-^  (A— B    sn'j 

'^' ~  J  A(B  — C)-+-C(A  — B)sn'x      * 


Posons 


/a  B  —  C 

^7)  Vc^rrB  =  ^  -.sny-.a, 

et  a  sera   reel,  puisque  sna  est  une  lonclioa  impaire*, 


(  (^39  ) 
noiis  aurons  alors 


B-C 

"S*  =  -7: rfx, 

S^  sn'x  —  sn'ay/  —  1 


„   sn'x sn'öi/  —  I 

d^  =  —  - r'—~  *^^> 

ce  que  l'on  peut  ecrire 

,^,  ,  G      rAsn'.r  —  Csn'ai/  —  i 

( ö  J  -it  =  — —-    I dx 

S^^  J      sn'j?  —  sn'a\/  —  i 

Designons  par  F(a:)  la  quaniite  placee  sous  le  sigiie  ^, 
cn  Sorte  que 

Nous  allons,  pourpouvoir  integrer,  decomposcr  F(a:) 
en  elements  simples,  par  la  methode  de  M.  Heroiile. 
Nous  designerons  par  F  l'integrale  de 

prise  le  long  d'un  parallelogramme  de  coles  2K  et 
2R\  — I  (periodes  de  la  fonclion  sn-^).  Getto  quan- 
iite r  est  independante  de  x^  eile  est  egale  ä  la  somme 
des  residus  de  la  fonction  f{z)  pris  ä  l'interieur  du  pa- 
rallelogramme en  question.  Si  l'on  suppose  que  cc  pa- 
rallelogramme contienne  le  point  x,  le  residu  relaiif  a 
ce  point  sera  F  [x)j  quant  aux  residus  relatifs  auxautres 
infiuis  a  y  —  i  et  —  a  \^'  —  i ,  ils  sont  de  la  forme 

H'(gv/~  — -r) 
11  {a\/'^^i  —x)  ' 


(  G4o  ) 
multipliee  par  la  limite  de 

( X  —  a  \/  —  1  j  ( A  sn' j:  —  C  sn'  o  ^/  —  i  ) 
sn'x  —  sn'fl  y/ —  I 


pourx  =  a\j  —  1 5  or  cette  limile  est 

(A  — C]sn»av/^^  (A  — C)sn'a\/—  \ 


ou 


2sna  y' —  i  sn'a  y/ —  i  2snay/  —  i  cno\/  —  i  dn<7  y'  —  i 

alnsi  donc  on  a 


A  sn' jr  —  C  sn'a  \l  —  l 
sn-jT  —  sn^öV^ —  ^ 

I  FI'  (av/ —  '  —  ^) 


+- 


+ 


C  '.  sn-a  ^/  —  r 


^E(ay/ —  I  —  x)    sna^ — icna^—  idnoy/ 

1  H'fay/^^+a;)  (A  — C)sn'fl\/—  i 


2  H    a  y'  —  i  -h  X  ]    sn  fl  y  —  i  cn  a  y  —  i  dn  </  ^  —  i 


ou  bien 


Fix' 


Asn*ar  —  Csn'rty/ —  i 
sn^x  —  sn'a^/ —  I 

I     (A  —  C]snrty/  —  I 


=  r  — 


X 


2  cn  u  y^  —  I  dn  ö  y'  —  i 


fH'fay/-  I  +.r)        H'fay/-  I  --ri"! 
Substituant  celte  valeur  dans  (8),  on  a 


(9) 


Gr 

6  =  X  -+- 

ff  AG 


I  G(A 


sn  a 


sf- 


2       o^^       cnrty'  —  idn^iy  —  i 
H{x  —  a  ^/  —  i  ) 


Xlog 


H(x-{-  ay/—  I  j 
Celle  formule  se  siniplifie  beaucoup  quanJ  ou  reuiplacc 


(  ^^4-  ) 

G  par  sa  valeur.  On  a 

G'—  AV^«'  -+-  ßVy=-4-  CV» 

si  (ce   qui  est  permis,  puisque  G  est   conslant)  on  fait 
a:  =  o,  on  a 

G'  =  A'a'  -f-C^v' 

et,  en  reraplacant  a  et  y  par  leurs  valeurs  («), 

ABC    A  /^  f  B  —  C  1  -t-  C  ■  A  —  B ) 


G'  = 


A—  C  (A— ß;  iß— C; 


dun  aulre  cote,  si,  a  l'aide  de  (7),  on  calcule  en  ay  —  1 
cl  du  a  y' —  I,  et  si  alors  on  forme  la  quantite 

I  G  ( A  —  C  ]  sn  ^/  s/—  I 


g'AC       cn  «  y/ —  I  dn«  \/  — 


on  la  trouve,  reduclions  faites,  egale  a — ;  il  en  resulle 

que  la  formule  (9)  se  reduit  ä 

Gr.r        »/—  r  ,       ni.T  —  n<^/  —  i) 

X  — ^  1 .  log  — 1- —  » 

g-AC  2  ^.{x-hns/—  i) 

Ou  peut  introduiie,  comnie  l'afait  JacoLi,  la  foucllon  0 

ä  la  place  de  H,  eu  obseivant  qu'ä  un  factcur  constant 

pi  es  on  a 

r^y~=:2 

tl{x  —  a\J—i)  =  &{x  —  as^—i—K.'\/'—i)e    '^    '' 

____         r.\j  —  i 

H  (x-h  üTv/—  l)  =  0  (x-+- rty  —  I  H- K'v' —  l)f     ^^ 

Si  done  onfait  ß  -{-  K'  ==  1^,  on  aura,  en  negligeant  une 
constanle, 
.     ,  ,       3r.r      v^—  I  ,     &{.T  —  t\,r-^) 

(10)  J*  = \- -log — ^ > 

Stirm.  —  An.,  II.  4^ 


(    Ö42    ) 

Piueh,  cn  modlGantdesformulesdonneesparLegendre, 
etait  parvenu  par  une  tout  autre  voie  ä  ces  resiiltals-, 
Jacobl  est  alle  plus  loin  en  calculant  encore  Ics  ligiies 
irigonometriques  de  ^  de  maniere  ä  revenir,  au  nif»von 
des  formnies  d'Euler,  aux  neuf  cosinus  qui  definissenl  la 
posilioii  du  Corps.  Indiquons  rapideuienl  la  marclie  qu'il 
a  suivie. 

La  formule  (lo),  en  avant  egard  ä  (6  ,  devient 

GTt       SJ^i  ,     0(j:— ^^^^j 
o  =  — —  H lOi^ ; 

si  Von  pose 


V  —  I  ,     0''^—  ^\/—  '  '       Gr 
■o,  = log 1      — ^=  n, 

2  '  Q  l^a:  -h  -^sj  —  i  )         AC 

on  aura 

^  =  nt-h  ^,, 

el  i/sc  composera  dune  parlie  proporllonnelle  au  tcmps 
(et  Ton  pourra  appeler  la  quanlite  n  le  nioven  mouve- 
menl)  el  d'une  parlie  6,  dont  nous  allons  calculer  Ic 
sinus  et  le  cosinus.  On  a 


f^.^/- 


/©(■r  +  ^N/— t) 


et  Ton  cn  conclut  facilemcnt  cosi^i  et  sin^^,.  Pour  plus 
de  developpemenls,  nous  renverroiis  au  Memoire  de 
Jacobi  insere  dans  ses  3Iathematische  Werfxe,  t,  XI. 
p.  lig,  eciit  en  francais. 

MOUVEMENT  DU   PENDULE    COMQIE. 

Pienons  pour  axe  des  z  la  verllcale  dcscendanle  du 
poiiil  de  Suspension,  ]iour  plan  des  xy  le  plan  horizon- 
tal passant  par  le  nienic  point.  Soient  /•  la  longucur  du 


(  643  ) 
pendulc,   0  sa    colalilude,  '|  sa  loiigilude  :  Ic  ihcorcme 
des  forces  vives  donnera 


dt 


0  '''  l  -z:  )    ^-  '"'  sirr 0  (  -T^  I    ■=  2gr  cnsO  -4-  a. 


Ol  celui  des  aJres 


'd-h 
r^sin'ö  \  -^  \  z=c. 
dt 


a  et  c  sonl  deux  constanies  doiit  nous  allons  fixer  la 
valeur.  Soient  v\  =  2gJio  la  vilesse  initiale  du  mobile, 
h  sa  hauleur  initiale  au-dessus  du  point  le  plus  Las;  cn 
faisant  t  =  o  dans  (i),  nous  aurons 

vi  =  2grcosOe  +  a, 
QU 

-igh^  =  igh  -f-  a  ; 
d'oü 

(3)  a=--ig[h,  —  h). 

Designons  par  fx  l'angle  que  i^o  fait  avec  l'hoiizon.  En 
faisant  t  =  o,  0  =  0o  dans  (  2^,  nous  aurons 

/'  d^ 

r^sin'öo     — 

\  cU 

•      r      (  <i-^A  .        1     >  •      r,  ,        ,    , 

mais  /'sinöo  (  "T"      est  egal  a  ^'ocosp.  et  rsinöo  est  egal  a 
sjr'  —  /i^,  on   a  donc 


(4  j  c=  sjr^  —  li'u\  cosu.  ^=  ^ligli^^r'^  —  /i-)cosp. 

dl 
Maintenant,  entre  (i)  et  (2),  elitninons  —^1  nous  au- 
rons 

/f/9\'        f  2^rcos6  -i- «^  r' sin^ö  —  c' 


\dtj~~  r  sin^ö 

Si  nous  posons 
(6)  rcüsö^^z. 


(  644  ) 

nous  aurons 

ou,  en  vertu  de  (3)  et  {/{j, 

I  dz  \ ' 
/•■  (  —  I     :=7.g[[z^  lu  —  li      !  r""  —  Z')  —  //« ( H  —  h"- ;  cos' a]. 

Si  Ton  subslilue  a  z,  dans  le  second  menibre, 
—  00  ,  —  /•,  /i,  H-  r,  Oll  oblient  des  resuliats  ayant  pour 
sifjnes  -i-,  — ,  -i-,  — ;  on  peut  doiic  poser 


j'=_2.(3_a]    (3_ß)(2_y;, 


a,  ß,  y  designant  des  quaiiiiies  reelles  doiil  deux  soni 
comprises  eiilre  —  /'et  -j-  r,  et  dont  la  troisieme  est  ne- 
gative et  moindre  que  — /'. 

On  saitque,  pour  ramener  requalion  (8;  ä  celle  qui 
definit  la  fonctiou  elliplique,  il  faut  poser  ^  ::=  a  -j-  pix  \ 
posons  douc 
(6)  z  =  a  -i-  /?  sn'wf ; 

nous  aurons,  au  Heu  de  (8),  eu  ecrivant  s  au  licu  de 
sn  mt  et  en  designant  par  A  le  module  inconnu  de  snoü/, 

-i-  2  /■•  w-  /^  -h  g-    a  —  ^1  ^  a  —  7  j  =  o. 
Cette  formule  aura  lieu,  quel  que  soit  5,  si 

— -WA-  r=  —  ;;, 
b 

(l4-X:,„=.^2a-ß-7, 
o 

--.-">=  -  i^'  — ß)  («  —  7)' 


(  Ö45  ) 
Ell  climinanl  w  par  division,  on  en  lire 


/.2  —  p  X  J 

»     — 


I  +  X»        2a—  [1^7  I         (a—  ß'j(a  — 7)' 

d'oü,  ejjalaiil  les  valeurs  de  Ä', 

2a  —  ß  —  7 

Ell  resolvaiii  par  lapport  a  p,  011  irouve  —  '  y. — ß) 

ou  —  ^ ot. — y):alorsA*  = ^  ou „•    Pour   que    / 

'  a  —  7         a  —  p 

soit  rt'el,  il  laudra  que  a  —  ß  et  a  —  y  soienl  de  meme 

sigiie,  ee  a  quoi  on  atilvera  en  picnaiit  pour  a  la  racine 

positive  la  plus  graude.  Eiifin,  pour  que  A  soit  moindre 

que  lutiile,  011  prendra  p  =  —  1  a  —  j3),  A*  ^= i   et 

l'on   supposera  que  y  soit  la  plus  pelite  des  racinesj 
alors  ou  aura 

^      '  \  T-r'  Qf.  —  7 

la  foniiule  (9)  donne  alors 

Z=a  —  (a  —  ß)sn'w?, 

OU  bien 

z  =  a  cn' w/  -f-  ß  sn-  w/, 

ou,  en  vertu  de  (6) , 

(11)                        rcosö  =  a  cn' wr -f- ß  sn' 0)?. 
Mainteuant,  la  formule  [1)  doiine 
^■]/  _       c 

et,  en  vertu  de  (i  1), 
cdt 


/■   —  I  acn^wf  -f-  ßsn'w^' 

2r   \/- — acn  =  w^ — ß^o'wf        /• -J- a  cn' w  ^ -f  ßsii'u.-; 


■l- 


(  646  ) 


On  a  donc  enfiri 


Les  deux  integrales  qui  figurent  icl  sont   de  secontle 
espece;  —   '\  —  i/o)  se  composera  donc  d'un  terme  pro- 
poriionnel  ä  f  et  de  lermes  periodiques  de  la  forme 
0''o>/  -I-  e  I 

Si  donc  on  imprimail  au  pendula  un  mouvement  uni- 
forme de  rotaiion  convenable,  son  mouvement  relalif 
seiail  periodique. 
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APPFADICE  AU  TOME  II. 

EXERCICES  SUR  LE  CALCÜL  INTtGRAL. 


QUESTIONS  TIREES  DU  RECUEIL  DE  M.  TISSERAND  ( '  ). 
'6  —  X  dx 


,    rb  —  x 

\.   Prouvcr  que  1  integrale  /  -7— 

J   b  -T-  X  ^x{i 


sex- 


a){x  -i^c) 

prime  ä  l"aide  des  fonclions  logarilhmiques  011  circulaires  lorsque 
b-  =  oc. 

2.  Troiiver  les  courbes  lelles  que  le  segment  intercepte  sur  0 x 
par  la  tangente  et  la  normale  soit  constant. 

3.  Trouver  une  courbe  teile  que  les  tangentes  deses  diametres 
aux  poinls  011  ils  rencontrent  la  courbe  soient  toutes  paralleles  ä 
une  direclion  donnee. 

4.  Ou  bien  aillent  toutes  passer  par  un  point  donne. 

5.  Trouver  les  courbes  telles  quo  le  coefficient  angulaire  m  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  et  le  coefficient  angulaire  w'  de  la 
tangente  du  diametre  au  m^me  point  soient  lies  par  la  relation 
nun  =  const. 

6.  Determiner  la  fonction  /  de  maniere  que  les  trajectoires 
obliques  des  courbes  qui  oni  pour  equalion  en  coordonnees  polaires 
r  =  C/(^0)  s'obtiennent  en  faisant  tourner  les  courbes  proposees 
d'un  certain  angle  autour  du  pole  (C  est  un  parametre  variable.) 

7.  Trajectoires  orthogonales  d'une  cycloide  dont  la  base  se  meut 
parallelement  ä  elle-meme,  un  de  ses  points  decrivant  une  droite 
fixe. 

8.  Trouver  les  courbes  egales  ä  leurs  developpees. 

9.  Trouver  les  courbes  telles  que,  p  designant  le  rayon  de  cour- 
bure,   V  l'angle  de  la   taneente  et  du   ravon   veeteur,   on  ait 


sin"«V 


(')    Recueil  complemenlaire    d'Exercices  sur  le   Calcul  infinitesimal, 
par  M.  TissEHAND.  Paris,  Gautliier-Villars. 
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10.  Trouvor  les  courbes  telles  que  p  =  rf(W),  p  et  V  ayanl  la 
rnöme  significalion  quo  dans  l'exercice  precedenl,  et  r  dösignant  le 
rayon  vecteur. 

11.  Trouver  les  courbes  telles  quo  p  =/(/■;;  applicaiion  aux 

cas  de  f(r)  —  kr,  ou  —  ?  ou  — 
*        '  a^  r 

12.  On  trace  sur  un  cylindre  de  revolution  unc  ligne  dont  la 
premicrc  courbure  est  conslante  :  trouver  cc  que  devient  celte 
courbe  quand  on  developpe  la  surface  du  cylindre  sur  un  plan. 

13.  M6me  question  quand  on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 
(lont  le  plan  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la  surface. 

14.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'helicoide  gauche  ä  plan 
directeur. 

lo.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  qui  a  pour 
cquation  c--  =  cosorcosj. 

16.  Trouver  les  lignes  g^odosiques  de  l'helicoide  gauche  ä  plan 
directeur. 

17.  Trouver  sur  l'hyperboloide  ä  une  nappe  les  courbes  qui,  en 
chacun  de  Icurs  points,  sont  langentes  ä  l'unedes  bissectrices  des 
angles  forincs  par  les  generatrices  rectilignes  qui  passent  en  ce 
point. 

XY 

18.  .Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =  -^  fait  partie  d'un 

Systeme  triple  orthogonal,  et  trouver  les  deux  autres  familles  du 
Systeme. 

19.  Möme  question  pour  les  surfaces  a  =  xyz. 

20.  D^terminer  les  fonctions  o  et  »ii  de  nianiere  que  la  famille  des 

surfaces  representees  par  l'cqualion  a  =  c;  {z)  6  f  -  j  fasse  partie 

d'un  Systeme  triple  orthogonal;  les  fonctions  cp  et  6  etant  deler- 
minees,  trouver  les  deux  aulres  familles  du  syslome. 


QUESTIONS    rUOPOSEES   AIX   EXAMENS   DE   LICENCE. 

lo  Calfuler  TiiUegralc 

«-cos-.r  -r-  />*sin-.r 


/■ 


'*cos*J.--f-/<«sin*^ 
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2.  Caiculcr  rinlcgralc 

TZ        ^2n  3 

(A^sin^O  cos^i];  -i-  ß-^sin^O  sin^.^   ;-  C'cos^O)""  2  sin')  df)  d^y, 


•/Q         •'  0 


on  remarqucraquoc'estla  nicsurcdu  voluincd'unccrlaincllipsüido. 
3.  Dcmontrcr  qiic  l'on  a 

Integrer  les  öqualions  differentielles  suivantes  : 

7.  x^j" — 'ixy-'-y=:j:--{-px-{-q, 

8 .  ( .r2  +  J-2  )  j"  —  Jj'2  -+■  .rj'3  +  J7j'  —  J  =  o , 

9.  .r^j'"  —  3  x^j "  -h  7  xr'  —  87  =  .r3  —  2 .r, 
•10.  jf'-^y^-  \yj'-^y-  =  3e2x, 

11.       -.^  —  2  V^  -t-  r  =  Ae'^+  Be-^-^  Ccos.r  -+-  Dsin,r. 
dx*  dx^ 


12. 


dx^    '    dx^ 


d^  y  dy 

13.  —-^  —Z  ~    riY —-(ax-^h)e^-T-ce-^-^, 

dx^  dx 

Vi.     .rSj'"— 9^2y'_  Z-xf —Q>^j  ={a-^  bhx-^  c{Lxf]x''. 

Id.  Inlegrer  l'equation 

ax^y^-\-  ixy  (j-  —  la^y' —  "i-J-^y  —  2«  )=  o, 

et  chercher  les  Solutions  singulieres. 

16.  Montrer  que  requalion 

,    d'  >■  '^''         / 

ou  n  est  un  nombre  entier,  peut  etre  satisfaite  par  un  polynomo, 
et  deduire  de  lä  l'integrale  generale. 

17.  Mrrne  question  pour  requalion 
p  etant  entier  et  ß  fractionnaire. 


653  EXERCICKS    SLR    LE    CALCUL    I>t£grAL. 

18.  fitant  fJonnee  l'equation 

.  d-y       ,  ,  dr        ^  „    . 

(ix  -h  i)  -;-=-  -T-ii-v  —  2) 8)-  — (  6x'-^  .r  —  3  ic*. 

dx^  äv 

montrer  que  I'equalion  priv^e  de  second  membre  a  une  integral 
de  la  forme  e''^,  r  etant  une  constante  qu'on  determinera,  el  in 
tögrer  ensiiite  I'equalion  complete. 
Integrer  Ics  systemes  suivanls  d'equations  simultanöes 

df  z  dz  r 


19. 


20. 


21. 


22. 


dx        (  z  — X )'-  dx        (  z  — j  f ' 

(  ^  ^z¥\x)-\-jo{x)=o: 

dKr 

-,— — ^  3x  -T-  y  —  cos it, 

dt^ 

(§  — 3,=o, 

/  d-  r       .  <-/>■       dz 
^  a.£-  a.r        (i.v 

d^-  z        dy  dz 

-7—  ^  -. h3-7 r-2J-f-33  =  e-^. 


23.  Determiner  dcux  fonclions  u  el  v  des  variables  indepen- 
dantes  x,y  lelles  que  Ton  ail 

du=^{'iu  -^\iv)dr-^{iu-^\iv)d\ . 
dv  =  (u  -hiv)  dx  -i-(^^  -;-  i')dy. 

24.  Trouver  les  integrales  reelles  du  Systeme  d'equations 

dz        dy  _  dx        dz  _  de        d) 

dt        dt  ~  '  '     dt        dl  ~'  '      dt        ai  ~  "' 

2ü.  Integrer  l'equation  aux  differentielles  totales 

{x —  4 3 ) rf.r -f- (.)  —  5z)dy-i-(Jz  —  \x —  5  >  -h  i)dz  —  o. 

trouvoi-  le  licu  des  ccnlres  de  courbure  dos  sections  faitos  par  un 
plan  (luelconquc  passant  par  l'originc  dans  los  surfaces  quo  reprc- 
senle  l'inlögrale  generale  ( '  ). 


(')Nous    supposcroiis   partout  Ics   ascs    de   cjortionnees    rectanju- 
laires. 
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2fi.  filimincr  a  cnlro  Ics  deux  cijualions 

z  -H  'f  (a)-+-  2(j:*—  a)o'(a)=  o, 

j'2-+-2[3-t-o(a)]to'(a)  =  o; 

integrer  ensuite  l'equation  aux  dörivces  partielles  qu'on  a  oblc- 
nue,  Ol  particulariser  son  integrale  de  maniere  qu'elle  reprcsente 
une  surface  passant  par  lo  cercle 

3  =  0,      .r2-i-^2=w2. 

27.  Former  et  integrer  l'equation  aux  denv6es  partielles  des 
surfaccs  cngendrees  par  une  droite  qui  rencontre  constammcnt 
laxe  des  z  sous  un  angle  determine. 

28.  Trouver  la  valeur  de  z  qui  se  reduit  a  zero  pour  x  =  «,  et 
satisfait  ä  rcquation 

dz  dz 

ax*  —. — i-(x'*z  -+•  ax^Y  —  ax'^y" )  -r-  =  "iax^yz  —  la'^Y^. 
dx  -^  dy 

29.  Integrer  l'equation 

et  disposer  de  la  fonction  qui  figure  dans  l'integralo  generale  de 
teile  Sorte  que,  pour  j:  =  i,  on  ait  z  =  j. 

30.  Integrer  l'equation  aux  derivees  partielles 

,  d^'  d-z  „  d^-z \  ,    , 

dxi  -^  dxdy       ''     df^  '  -^    ' 

dz  dz  \  ,    ^         „         /     dz  dz  .^ 

en  substituant  k  x  qI  j  des  coordonnees  polaires  :  indiquer  le 
mode  de  geaeration  des  surfaces  representees  par  l'integrale  ge- 
nerale. 

31.  Integrale  complete  de  l'equation  des  surfaces  telles  que  le 
tetraedre  compris  entre  les  plans  coordonnes  et  un  plan  tangent 
quclconque  ait  un  volume  donne.  Integrale  singuliere  :  lignes  de 
plus  grande  pente  et  ombilics  de  la  surface  representee  par  cette 
integrale. 

32.  filiminer  le  parametre  a  de  l'equation 

{ia  —  X  )y^  =  x^ ; 

trajectoires  orthogonales  des  courbes  representees  par  cette 
equation. 
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33.  Trouvcr  une  courbe  plane  teile  que  sa  courbure  en  un 
poinl  quelconque  soit  dans  un  rapport  constanl  avec  la  courbure 
([uc  präsente  au  point  corrcspondant  !a  transformee  de  la  courbe 
cherch6e  par  rayons  vecteurs  r^ciproques,  le  centre  et  le  raodule 
d'inversion  etant  donnes. 

34.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  definies  par  l'equation 

(x'^ —y-)^ -rzc^xy —  o. 

33.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  deßnies  par  lequation 

„.tansO 
7*2=  a-l  -— — , 
langa 

a  etant  un  parametre  variable.  Ci)ercher  si  l'aire  comprise  entre 
l'une  des  courbes  proposees  et  les  rayons  vecteurs  corrcspondant 

a8  =  aetä6=-a  une  valeur  finie. 

2 

3G.  Trouvcr  et  conslruire  une  courbe  plane  teile  que  le  triangle 
ayanl  pour  basc  l'ordonnee  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  et 
pour  sonimet  le  centre  de  courbure  correspondant  ait  une  aire 
constante. 

37.  Determiner  et  construire  une  courbe  plane  teile  que  le 
triangle  qui  a  pour  cötes  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  de 
la  courbe,  ainsi  que  la  perpendiculaire  menee  par  le  pole  au 
rayon  vecteur  du  meme  point,  presente  une  aire  constante. 

38.  Trouver  une  courbe  plane  teile  que,  dans  le  ijuadrilatere 
forme  par  les  axes  coordonnes  (toujours  rectangulaires),  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  de  la  courbe,  les  diagonales  se 
coupent  sous  un  angle  constanl. 

39.  Trouver  une  courbe  plane  teile  que  la  droite  menee.  dans  une 
direction  donnee,  depuis  le  centre  du  cercle  osculateur  ä  la  courbe 
en  un  point  M  jusqu'ä  la  tangente  en  M  ait  une  longueur  constante. 

40.  Trouver  une  courbe  plane  tolle  quo  le  centre  du  cercle 
osculateur  en  Tun  de  ses  points  M  se  projette  sur  le  rayon  vec- 
teur O.M  en  un  point  symetrique  de  M  par  rapport  au  pole  0. 

41.  Trouver  une  courbe  plane  tolle  que  la  distancep  du  pöIc  i 
la  tangente  en  un  de  ses  points  M  soil  une  fonction  donnee  du 
rayon  vecteur  r  de  ce    point:  cas  oü  cotte  fonction  est  de  la 

forme  Ar.  ou    -  j  ou  \^ar,  ou  — 
a  r 

4'2.  Liou  dos  centres  de  courbure  principaux  :  i"  dun  ellip- 
Süido,  au.\  divers  points  d'une  de  ses  sections  principales,  2"  dua 


EXEUCICES    SUU    LE    CAI.CUL     INTEGRAL.  G55 

paraboloidc  tHiuilaterc,  aux  divers  poinls  do  riino  des  g6n6ralriccs 
quipassenl  au  sommcl. 

^3.  Döterminer,  siir  un  paraboloVdo  clliplique,  lo  licu  des 
poinls  oü  la  normale  fail  un  angle  donne  avec  Taxe  de  la  surface  : 
airo  de  la  parlie  du  paraboloidc  compriso  ä  Tinlericur  de  ce  lieu. 

44.  Oa  considere  l'cnveloppe  des  plans  donnös  par  l'öqualion 

z  =  a.r-i-jF(a)-i-  U/n- a2-f-[K(a)l2, 

a  ötant  un  iiarametre  variable  et  F  uno  fonclion  donnee,  el  l'on 
demande  de  prouver  quo  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
sont  Ics  generalrices  et  des  courbcs  situöcs  sur  des  splieres  con- 
cenlriqucs. 

45.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  zx^  =  ay^. 

46.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  engendree  par  une  para- 
bole  qui  tourne  autour  de  sa  tangente  au  sommet,  ou  par  une 
droite  horizontale,  animce  d'un  mouvement  helicoVdal  par  rapporl 
;i  une  droite  verlicale. 

47.  Montrcr  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  engen- 
dree par  une  droite  qui  glissc  sur  trois  lignes  direclrices  pcuvent 
se  d^lerminer  ä  l'aide  d'une  simple  quadrature  quand  l'une  des 
direclrices  est  rectiligne  :  si  une  secondc  directrice  est  rectiligne, 
on  sait  effectuer  la  quadrature. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  : 

48.  Des  gen6ratrices  d'une  surface  gauche  de  revolution; 

49.  Des  paraboles  tracees  sur  un  paraboloide  donne  et  dans 
des  plans  paralleles; 

50.  Des  cercles  traces  sur  uno  sphere  et  passant  par  deux  points 
Oxes  de  la  sphere. 

51 .  Lignes  geodesiques  d'un  cöne  droit. 

52.  Trouver  sur  le  cylindre  x-=z  une  courbe  teile  que  la 
tangente  en  un  quelconque  de  ses  points  M  coupe  le  plan  XOV 
au  milieu  de  la  droite  qui  Joint  les  points  de  rencontre  du  plan 
osculateur  en  M  avec  OX  et  OY. 

53.  fitant  donnee  la  parabole 

r  =  o,    y  =  x^, 

par  un  de  ses  points  M  on  mene  une  droite  MP  parallele  ü  OZ  et 
egale  ä  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  parabole  OM  et  sa  corde  :  lieu 
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du  point  P;  courburc,  torsion;  monirer  quelelieu  est  unehelice. 

:')i.  Former  l'equalion  generale  des  surfaces  orthogonales  aux 
spheres  qui  touchent  le  plan  XOVä  lorigine;  en  döduire  quelques 
systemcs  triplement  orthogonaux. 

■Jö.  Surface  de  revolulion  teile  (jue  la  somme  des  rayons  de 
courbure  principaux  en  chaque  point  soit  constante  :  forme  de  la 
merldienne. 

56.  ConoVde  droit  tel  que  ses  lignes  asymptotiques  autres  que 
les  generatrices  se  projettent  sur  lo  plan  directeur  suivant  des 
lignes  qui  coupcnt  les  projeclions  des  generatrices  sous  un  anglo 
donnö. 

o7.  Surfaces  telles  que  la  porlion  de  normale  au  point  .M  corn- 
prise  entrc  ce  point  et  le  plan  OXY  soit  egale  ä  O.M ;  examiner  le 
cas  oü  la  surface  doit  couper  OXV  suivant  une  spirale  r  =  ae^^. 

58.  Determiner  une  surface  passant  par  une  droits  donnee  dans 
le  plan  OXY  et  teile  que  le  trianglc  dont  les  sommets  sont :  r  To- 
rigine,  i°  le  point  de  rencontre  de  OXY  avec  la  normale  au 
point  M  de  la  surface,  3°  la  projection  de  M  sur  OXY,  ait  une 
aire  constante. 

59.  Former  l'equation  aux  derivees  partielles  des  surfaces  telles 
qu'en  chaque  point  du  plan  XOY  les  tangentes  aux  projections  des 
deux  lignes  de  courbure  qui  s'y  coupent  soient  ^galeraent  incli- 
nees  sur  OX;  integrer  cette  equalion  en  supposant  z  de  la  forme 
ci(vc)-r- (^(j);  determiner,  dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure. 

60.  Surface  teile  que  le  produit  de  la  distanco  de  l'origine  au 
[)lan  tangent  en  M  par  la  portion  de  normale  en  M  coraprise  cutre 
ce  point  et  le  plan  des  xy  ait  une  valeur  constante. 

Gl.  fitant  donnces  les  surfaces  reprcsenlees  par  les  equations 

-  =  tang  -  ,  \/j:-^  —  )  2  =  -  (  e«  H-  e"  "  ), 

X  ^  a  '  i\  J 

montrer  quelle  correspondance  il  faut  elablir  enlre  chaque  point  de 
la  premierc  surface  et  un  point  de  la  seconde  pour  que  l'arc  decrit 
par  le  premier  point,  quand  il  se  döplace  d'une  maniere  qucl- 
conque,  soit  egal  a  l'arc  decrit  par  le  point  corrcspondant  :  en 
deux  poinls  correspondanls  les  rayons  de  courbure  principaux  onl 
möme  produit. 

62.  Determiner  les  dcvcloppees  des  courbes  Irac^cs  sur  un  cöno 
droit  de  maniere  ü  coupcrles  genöralrices  sous  un  angle  couslanl. 


EXF.llCICES    SUK    LE    CALCUL    INTEGRAL.  ()-^>7 

63.  Calciiler  los  inl6grales  suivanlcs  : 

f"  c,osa.v  dr 

1         col  (  r  —  fi  —  b  \/ —  I )  d.r, 

0 

/      (.r^-^-aß.ry/^— ß2_a2')-«^   (//  enlicr  positif). 

6i.  Calculcr  l'inlögrale 

dz 


fr^: 


1)2(3^-M) 

prise  le  long  du  corcio  .v^-~j^=  ix  —  %r. 

6o.  Calculer  I'integralc 

dz 


k 


priso  lo  long  du  cercle  dont  lequation  est 

06.  Soit  ABC  une  circonference  ayant  2  pour  rayon  et  l'ori- 
gine  0  pour  centre  :  calculer 

dz 


/; 


le  long  du  contour  OABCAO  :   au  point  de  depart  ün  suppose  le 
radical  egal  ä  —  i . 

67.  filant  donnee  la  relation  5  =  « -4-  e«,  sur  quelles  lignes 
doivent  rester  les  points  A  et  B,  affixes  de  z  et  de  «,  pour  que  la 
droite  AB  ait  unelongueur  constante/«?  Trajectoires  orthogonales 
de  ces  lignes  quand  m  varie.  Dans  quelle  region  doit  resler  A 
pour  que  la  valeur  de  u  qui  s'annule  pour  c  =  i  soit  developpable 
suivant  las  puissances  eniieres de  :;  —  i? 


FIN    DU    SECOND    VOLUME. 
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